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le  Gustav  EircbhoSs  wurde 
I  Vorlesungen  über  mathe- 
hten,  damit  sie  gleich  der 
ein  dauerndes  Eigentfaum 

über  tnathematisclie  Optik, 

on  dem  Wunsche  geleitet, 

i  ihnen  Kirchhoff  auf  Grund 

g  mit  diesem  Gegenstande 

r  Universität  gegeben  liatte. 

^  ies  hier  vorliegenden  Stoffes 

•  -ntlichteu  Vorlesungen  über 

Mechanik  ein  naturiicues  Tomnu  ^c^^-u^j. 

Alle  auf  die  Herausgabe  selbst  bezüglichen  Bemerkungen  habe 
ich  in  einem  Anhange  am  Ende  des  Werkes  Kusammen gestellt,  und 
dort  auch  ein  vollständiges  Verzeichniss  derjeuigen  Veränderungen 
gegeben,  welche  ich  an  dem  Vorlesungsmanuscripto  angebracht  habe; 
es  sind  diese  nur  nach  sorgfaltigster  Ueberlegung  und  grossentheils 
mit  Benutzung  einer  beträchtlichen  Anzahl  von  Ausarbeitungen  und 
Nachschriften  Kirchhoff'scber  Vorlesungen  bewirkt  worden,  welche  mir 
von  früheren  Schülern  des  Verewigten  für  diese  schöne  Aufgabe 
vertrauensvoll  zur  Verfügung  gestellt  worden  sind.  Möchte  es  mir 
gelungen  sein,  dieses  reiche  Material  in  richtiger  und  würdiger  Weise 
zn  verwerthen. 


oerlin,  im 


Mal 


Vorrede. 


Sehr  bald  nach  dem  tief  beklagten  Tode  Gustav  Eirchhoffs  wurde 
der  Wunsch  rege,  dass  seine  sämmtlichen  Vorlesungen  über  mathe- 
matische Physik  veröffentlicht  werden  mochten ,  damit  sie  gleich  der 
von  ihm  selbst  herausgegebenen  Mechanik  ein  dauerndes  Eigenthum 
unserer  Litteratur  würden. 

Bei  der  Herausgabe  der  Vorlesungen  über  mathematische  Optik; 
welche  zunächst  erscheinen,  wurde  ich  von  dem  Wunsche  geleitet^ 
sie  in  der  Form  wieder  herzustellen;  welche  ihnen  Eirchhoff  auf  Grund 
immer  erneuter  eingehender  Beschäftigung  mit  diesem  Gegenstande 
in  seinen  letzten  Vorträgen  an  der  Berliner  Universität  gegeben  hatte. 

Für  die  Anordnung  und  Eintheilung  des  hier  vorliegenden  Stoffes 
war  in  den  durch  Eirchhoff  selbst  veröffentlichten  Vorlesungen  über 
Mechanik  ein  natürliches  Vorbild  gegeben. 

Alle  auf  die  Herausgabe  selbst  bezüglichen  Bemerkungen  habe 
ich  in  einem  Anhange  am  Ende  des  Werkes  zusammengestellt,  und 
dort  auch  ein  vollständiges  Verzeichniss  derjenigen  Veränderungen 
gegeben,  welche  ich  an  dem  Vorlesungsmanuscripte  angebracht  habe; 
es  sind  diese  nur  nach  sorgfaltigster  Ueberlegung  und  grossentheils 
mit  Benutzung  einer  beträchtlichen  Anzahl  von  Ausarbeitungen  und 
Nachschriften  Eirchhoff 'scher  Vorlesungen  bewirkt  worden,  welche  mir 
von  früheren  Schülern  des  Verewigten  für  diese  schöne  Aufgabe 
vertrauensvoll  zur  Verfügung  gestellt  worden  sind.  Möchte  es  mir 
gelungen  sein,  dieses  reiche  Material  in  richtiger  und  würdiger  Weise 
zu  verwerthen. 

Berlin,  im  März  1891. 

Kurt  Hensel. 
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Gegenstand  der  Optik.   —   Emissions-   und  Undulationstheorie.  —  Aberration. 

—  Differentialgleichungen  der  Lichtbewegung  in  einem  homogenen  isotropen 
Medium.  —  Ihre  Integration.  —  Longitudiuale  und  transversale  Schwingungen. 
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§  1- 

Den  Gegenstand  der  Optik  bilden  die  Erscheinungen ,  die  das  Licht"^ 
hervorbringt  und  die  das  Auge  wahrnimmt.  Es  zeichnen  sich  diese 
vor  anderen  physikalischen  Erscheinungen  durch  ihre  Mannigfaltig- 
keit und  durch  die  Schärfe  aus,  mit  der  sie  aufgefasst  werden  können. 
Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  wird  schon  von  demjenigen  zuge- 
geben werden,  der  sein  Auge  nie  anders  als  zu  den  Yerrichtuugen  des 
gewöhnlichen  Lebens  gebraucht  hat;  aber  evidenter  noch  tritt  sie 
hervor,  wenn  man  bedenkt,  was  Alles  durch  Fernröhre  und  Mikro- 
skope dem  Auge  sichtbar  wird,  wenn  man  die  Erscheinungen  der 
Interferenz  und  der  Polarisation  kennen  lernt,  von  denen  im  gewöhn- 
lichen Leben  nur  selten  eine  Spur  sich  zeigt,  die  geeignete  Apparate 
aber  glänzend  hervortreten  lassen. 

Bei  der  Durchforschung  des  weiten  Gebietes  der  Optik  haben  als 
Wegweiser  vorzugsweise  zwei  Theorieen  gedient,  die  Emissions-  oder 
Emanaiionsiheorie  und  die  Undulationstheorie.  Als  der  Schöpfer  jener 
pflegt  Newton  (1643 — 1727),  als  der  Begründer  dieser  Huyghens 
(1629 — 1695)  genannt  zu  werden,  oh^ohl  Descartes  schon  vor  Newton 
den  Gedanken,  welcher  der  Emanationstheorie  zu  Grunde  liegt,  aus- 
gesprochen hat,  und  von  HooTce  vor  Huyghens  behauptet  ist,  dass  das 
Licht  in  Schwingungen  bestehe. 

Nach  der  Emissionstheorie  sendet  ein  leuchtender  Körper  fort- 
während kleine  Theilchen,  Lichtkörperchen,  aus,  die  in  geraden  Linien 
mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit  fortgehen,  bis  sie  einen  anderen 
Körper  treffen,  von  dem  sie  zurückgeworfen  werden,  oder  in  den  sie 
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eindriDgeu ;  um  in  veränderter  Richtung  ihren  Weg  fortzusetzen,  und 
die,  wenn  sie  in  unser  Auge  gelangen,  durch  den  Stoss,  den  sie 
auf  die  Retina  ausüben,  die  Empfindung  des  Lichtes  erregen.  Die 
Undulationstheorie  geht,  wie  ihr  Name  schon  sagt,  von  der  Uypothese 
aus,  dass  das  Licht  in  Schwingungen  besteht,  in  den  Schwingungen 
eines  Mittels,  das  man  Lichtäther  genannt  hat,  das  die  Räume  erfüllt, 
die  wir  leer  nennen,  und  das  sich  in  allen  Körpern  zwischen  deu 
wägbaren  Molekülen  befindet,  aus  denen  man  sich  diese  zusammen- 
gesetzt denkt. 

§  2. 

Nahe  anderthalb  Jahrhunderte  war  die  Emanationstheorie  die 
altgemein  angenommene;  jetzt  ist  sie  durch  die  Undulationstheorie 
verdrängt,  der  hauptsächlich  die  Arbeiten  von  Thomas  Voung  und 
Fresnel,  die  in  die  ersten  Decennien  unseres  Jahrhunderts  fallen, 
den  Sieg  verschafft  haben.  Trotzdem  aber  verdient  sie  auch  jetzt 
noch  erwähnt  zu  werden,  da  sie  von  gewissen  Erscheinungen  in  sehr 
einfacher  Weise  Rechenschaft  giebt.  Vor  Allem  gehört  iiierher  die 
auffallendste  aller  optischen  Thatsachen,  die  Thatsache,  dass  das 
Licht  in  geraden  Linien  sich  fortpflanzt,  dass  es  aus  Strahlen 
besteht.  Nach  dieser  Theorie  ist  nämlich  eine  Metallplatte  für  die 
Lichtkörpercheu  undurchdringlich,  befindet  sich  also  vor  ihr  ein 
leuchtender  Punkt,  so  herrscht  hinter  ihr  Dunkelheit;  wird  in  ihr 
eine  Oefinung  angebracht,  so  wird  gewissen  Lichtkörpercheu  der 
Weg  frei  gemacht,  und  diese  bewegen  sich  dann  gerade  so,  als  ob  der 
ganze  Schirm  nicht  vorhanden  wäre;  wir  haben  hinter  diesem  einen 
Lichtstrahl,  wenn  die  Oeffnung  als  unendlich  klein  bezeichnet  werden 
darf,  ein  Strahlenbündel  bei  endlicher  Oefinung. 

Im  Jahre  1676  entdeckte  Olaf  Romer y  ein  Däne,  dass  das  Licht 
Zeit  zu  seiner  Fortpflanzung  braucht;  aus  seinen  Beobachtungen 
über  die  Verfinsterungen  der  Jupitersmonde  konnte  er  schliessen, 
dass  das  Licht  15  Minuten  gebraucht,  um  den  Durchmesser  der  Erd- 
bahn zu  durchlaufen;  daraus  berechnet  sich  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Lichtes  zu  etwa  40000  geographischen  Meilen  in 
der  Sekunde.  Es  war  auch  die  Entdeckung  Kömers  eine  Bestlitigung 
der  Hypothese  der  Emissionstheorie. 

Aus  der  Thatsache,  dass  das  Licht  zu  seiner  Fortpflanzung  Zeit 
gebraucht,  erklärte  sich  auch  im  Sinne  der  Emanationstheorie  die 
1727  von  dem  englischen  Astronomen  Bradley  entdeckte  Erscheinung, 
die  mit  dem  Namen  der  Aberration  belegt  worden  ist.  Bradley  fand,  dass 
die  Richtung,  in  der  ein  Fixstern  uns  erscheint,  in  gewissem  Grade 
von  der  Bewegung  der  Erde  beeinflusst  ist,  so  dass  im  Laufe  eines 
Jahres  jeder  Stern  eine  kleine  geschlossene  Bahn  an  der  Ilimmels- 
kugel  zu  beschreiben  scheint.    Vom  Standpunkte  der  Emissionstheorie 
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wird  diese  Erscheinung  leicht  verstätidlich  durch  ein  oft  angeführtes 
Gleichniss:  Man  denke  sich  ein  Schiff ,  welches  in  der  Richtung 
seiner  Länge  fortschreitet,  und  eine  Kanonenkugel,  welche  etwa  senk- 
recht zu  dieser  Richtung  und  horizontal  gegen  dasselbe  abgefeuert 
ist.  Die  Kugel  durchbohrt  das  Schiff  und  macht  zwei  Locher  in 
seinen  beiden  Seitenwänden.  Die  Richtung  der  Verbindungslinie  der- 
selben werden  die  auf  dem  Schiffe  befindlichen  Menschen  für  die  Richtung 
halten,  in  der  das  Geschütz  aufgestellt  ist;  diese  beiden  Richtungen  wür- 
den aber  nur  dann  genau  übereinstimmen,  wenn  das  Schiff  stillgestanden 
hätte;  da  es  sich  vorwärts  bewegte,  während  die  Kugel  seinen  Rumpf 
durchflog,  müssen  sie  einen  Winkel  mit  einander  bilden,  der  durch 
das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  von  Schiff  und  Kugel  bedingt 
ist.  Dem  Schiff  entspricht  die  Erde  oder  genauer  das  optische  In- 
strument, mit  dem  der  Stern  beobachtet  wird  und  das  die  Bewegung 
der  Erde  theilt,  der  Kugel  ein  jedes  von  den  Lichtkörperchen,  welche 
das  Gestirn  uns  zusendet;  wegen  der  Bewegung  der  Erde  'scheinen 
diese  aus  einer  andern  Richtung  zu  kommen,  als  die  ist,  aus  der  sie 
wirklich  kommen;  der  Winkel  zwischen  beiden  Richtungen  hängt 
von  dem  Verhältniss  zwischen  der  Geschwindigkeit  der  Erde  und  der 
des  Lichtes  ab.  Mau  muss  gestehen,  dass  die  Undulationstheorie 
auch  heute  noch  nicht  im  Stande  ist,  die  Aberration,  wie  der  genannte 
Winkel  heisst,  in  gleich  befriedigender  Weise  zu  erklären. 

Die  Gesetze,  welche  die  Richtungen  der  Strahlen  beherrschen, 
die  durch  Reflexion  und  durch  einfache  Brechung  an  der  Oberfläche 
eines  Körpers,  eines  Glaskörpers  z.  B.  entstehen,  leitete  Newton  aus 
der  Annahme  von  Kräften  ab,  welche  die  Moleküle  des  Körpers  auf 
die  Lichtkörperchen  ausüben,  wenn  diese  in  unmessbar  kleiner  Ent- 
fernung von  der  Oberfläche  sich  befinden.  Aber  schon  die  Erklärung 
der  Thatsache,  dass  zugleich  ein  reflektirter  und  ein  gebrochener  Strahl 
sich  bildet,  machte  ihm  grosse  Schwierigkeiten ;  er  musste  annehmen, 
dass  ein  jedes  Lichtkörperchen  periodisch  seinen  Zustand  wechselt, 
so  dass  es  bald  leichter  reflektirt,  bald  leichter  durchgelassen  wird, 
dass  es,  wie  man  sich  ausgedrückt  hat,  abwechselnd  Anwandlungen 
des  leichteren  Durchgangs  und  der  leichteren  Reflexion  hat.  Je  ge- 
nauer man  die  optischen  Thatsachen  kennen  lernte  und  je  mehr  man 
sich  bemühte,  die  Emissionstheorie  mit  ihnen  in  Einklang  zu  bringen, 
um  so  zahlreicher,  verwickelter  und  unklarer  wurden  die  Hypothesen, 
die  zu  Hülfe  gezogen  werden  mussten.  So  hätte  man  die  Emissions- 
hypothese aufgeben  müssen,  selbst  wenn  es  Foucaull  (i.  J.  1854)  nicht 
gelungen  wäre,  eine  noth wendige  Annahme  derselben  durch  directe 
Beobachtung  zu  widerlegen,  die  Annahme  nämlich,  dass  sich  das  Licht 
im  Wasser  schneller  fortpflanzt  als  in  der  Luft.  Um  so  mehr  können 
wir  aber  darauf  verzichten,  diese  Theorie  näher  zu  betrachten.  Es  ist 
vielmehr  die  Undulationstheorie ,  mit  der  wir  uns  in  diesen  Vorlesungen 
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beschäftigen  wollen;  auj  Annahmen  von  bewunderungswürdiger  Ein> 
fachheit  erlaubt  diese,  die  grosse  Mehrzahl  der  optischen  Erschei- 
nungen^ die  die  Erfahrung  kennen  gelehrt  hat,  zu  entwickeln. 

§3. 

Wir  gehen    also    von    der   Annahme  aus,    dass    das  Licht    in 
Schwingungen,    in  Schwingungen  des   Aethers  besteht     Der   Schall 
besteht  in  Schwingungen  der  Luft.     Der  Schall  geht  in  der  Sekunde 
etwa  durch  1000  Fuss,   das  Licht  durch  40000  Meilen;  da  nun    di<f 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  einer  Bewegung  in  einem  Mittel  um   so 
grosser  ist,  je  kleiner  seine  Dichtigkeit  und  je  grösser  seine  Elasticitat 
ist,  so  werden  wir  uns  den  Aether  im  Vergleich   mit  der   Luft    als 
von  geringer  Dichtigkeit  und  grosäer  Elasticitat  vorzustellen   haben. 
Einem    Tone    von    bestimmter   Hölie    kommt    eine    gewisse    Schwing 
gungsdauer  zu,   einem   solchen   Tone   entspricht   Licht   von   gewisser 
FarbCy   das  auch  eine   bestimmte  Schwinguugsdauer  hat.    Bei  einem 
Tone    von    mittlerer  Höhe    werden    in    der   Sekunde    einige    hundert 
Schwingungen  ausgeführt,  bei  Licht  von  mittlerer  Farbe  aber  mehrere 
hundert   Billionen.     Zu    diesen   Unterschieden    zwischen   den  Schall- 
und   den  Lichtschwingungen  kommt  noch  ein  anderer:    Die  Schall- 
Schwingungen  sind   sogenannte  iongiiudma/e  ]  nur  solche  kennen  wir 
beiden  Flüssigkeiten,   bei  den  tropfbaren,  wie  bei  den  gasförmigen. 
Die  Liclitschwinguügen   aber  sind,  wie  aus   den  Polarisationserschei- 
uungen   hat  geschlossen    werden  müssen,  transversale.     Wir   kennen 
solche  nur  bei  den  festen  Körperu,  wir  müssen  also  schliessen,  dass 
der  Aether   in    Bezug   auf   die  Lichtbewegung   sich   wie    ein    fester 
Körper   verhält.     Dass  dies  trotz   der  geringen   Dichtigkeit  der  Fall 
ist,  die  wir  dem  Aether  zuschreiben,   können  wir  als  eine  Folge  der 
Schnelligkeit    der    Lichtschwiugungen    ansehen.      Bei    so    schnellen 
Schwingungen  würde  auch  bei  der  Luft  und  beim  Wasser  die  charakte- 
ristische Eigenschaft  der  Flüssigkeiten,   in  Folge  deren  nur  longitu- 
dinale  Schwingungen  möglich  sind,  nämlich  die  Gleichheit  des  Druckes 
in   verschiedenen  Kichtungen,   aufhören;   es  würden   auch   diese   wie 
feste  Körper  sich  verhalten. 

Wir  untersuchen  zuerst  die  Lichtbewegung  im  leeren  Räume 
oder  in  einem  homogenen^  isotropen  Körper^  wie  Luft,  Wasser, 
Glas;  wir  nehmen  an,  dass  der  Aether  hier  selbst  als  homogener, 
isotroper,  fester  Körper  angesehen  werden  kann,  auf  dessen  Theile 
keine  Kräfte  wirken,  ausser  denjenigen,  die  seine  Elasticitat  be- 
dingen, und  gehen  aus  von  den  Gleichungen,  die  für  die  unendlich 
kleine  Bewegung  eines  solchen  gelten*),     x,  y,   z  nennen   wir  die 

•)  Für  die  Herleitung  dieser  Gleichungen  vergl.  z.  B.  Kirchhoff,  Vorlesungeu 
über  Mechanik,  XI.  Vorlesung,  bes.  §  7. 
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Coordinaten  der  Gleichgewichtslage  eines  seiner  materiellen  Punkte, 
Uy  t\  w  die  Componenten  der  unendlich  kleiuen  Verrückung  desselben 
zur  Zeit  t.     Wir  setzen: 


du    \     cv     .     dw^ 

dx  '^  dy  "^  dz 


du 


r. 

-Z,--K  {%  +  \^ 

z. 

-f.--*(S+n) 

X,. 

-''.--  <t  +  f> 

X^ 'iK^  —  La 

y,=  -2J^Jl-L0      z.  =  jr,  =  -^G^+nj      (1) 

dz 

Es  bezeichnen  dann:  a  die  räumliche  Dilatation,  AT  und  L  die  Con- 
stanten  der  £lasticität  des  Aethers;  Äx,  JCy,  .  .  *  Zg  die  durch  die 
Verschiebung  erzeugten  Druckcomponenten.  Nennt  man  noch  /i  die 
Dichtigkeit  des  Aethers,  so  hat  man  bekanntlich: 

c^u  dX^       dX^       dX^ 


^ 


ct^  dx         dy  dz 


^'1      __^Z-_^^^  _  ^^-  n^) 

^'dt^  ^         dx  dy  iz  ^    ^ 

d*w      __  dz^  ^  dZy      dz^ 

^  dt^  "^         dx  dy  dz 

Substituirt  man  für  die  Druckcomponenten  ihre  Werthe  aus  (1),  so 
werden  diese  Gleichungen: 

a«u         K    .       ,     K+L    d<f 

et-  iL  '  /X  ex 

d^v         K    .       .      K+L     da 
ct^         yi>  11        dy 

d'tv         K    .       .     K+L    da 
(jt*         (i  '         fi        dz^ 

wobei    allgemein    Jf  für  \-^  j  +  >   «~  4-  -^  r)  geschrieben  ist;   oder 

A  A         K+L         ]•>  o 

1^  =  «^^. +  (**-«*)!?-  (2) 

l> = «Mt. + (ö' - «')  I' 


wenn  wir 


setzen : 


cz 
Für  a  folgt  hieraus: 


dt* 
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bezeichnen  wir  also  durch  |,  12,  S  ^i^*  Componeuten  der  Drehun^' 
im  Punkte  {xyz)  zur  Zeit  /,  so  ergeben  sich  für  diese  ähulieh»* 
Diöerentialgleichungen;  nämlich 

Es  ist  leicht,  partikuläre  Lösungen  der  Gleichungen  (2a)  uiiJ 
(2b)  für  6y  g,  7if  5  zu  finden;  sind  diese  bekannt,  so  bedarf  es  aber 
noch  neuer  Integrationen,  um  w,  r,  w  zu  ermitteln.  Leichter  fiuih^t 
man  auf  einem  andern  zuerst  von  Clehsch*)  bemerkten  Wege  parti- 
kuläre Lösungen  der  Gleichungen  für  t/,  r,  w.     Man  hat  nur 

cx     ^     cy  (Z 

t;  =   .   -  H — r (3 ) 

cy     ^      CZ  (  X  ^   ^ 

cP     ,     cV         rU 

CZ      '      cx  f  y 

zu  setzen,  J*  gemäss  der  Gleichung 

ct^  ^    ' 

zu  wählen  und  für  U,   F,  Jf  Losungen  der  (ileichung 

zu  nehmen.     Dass  die  so  bestimmten  Functionen  1/,  t;,  iv  den  Diffe- 
rentialgleichungen (2)  genügen,  zeigt  sich  leicht;  es  ist  dann  nämlich: 

c*u  ^  ^c*P    ,    J^c^/^V  __    ^J'V  ^i.'irJJl4.a^  rJW  _^./rJV 
Ct^         cx  di^   ''"  cy    ct^         cz  ct^  fx    "'  ly  cz  * 

und 


}JP    .     cJW 
cx    "•"     dy 

cJV 

CZ      ' 

da          ?JP 

cx            cx     ' 

*)  Ciebsch,  lieber  die  Reflexion  an  einer  Kugelfläche.    Borchardt's  Journal 
für  die  reine  u.  angew.  Math.    Bd.  61. 


§  3.    LoDgitudinale  und  traDsvenale  Schwingangen.  ^ 

woraus  sich  die  Gleichung  (2)  für  u  ergiebt;  ähnlich  folgen  diejenigen 
für  V  und  tv.  Dieselben  Functionen  ergeben  aber,  wie  Clebsch  a.  a.  0. 
nachgewiesen  hat,  auch  die  allgemeine  Lösung  jener  Differentialglei- 
chungen, d.  h.  man  kann  die  Functionen  Pj  /7,  T,  W  den  Gleichungen 
(4)  und  (5)  gemäss  stets  so  bestimmen,  dass  die  Gleichungen  (3)  eine 
jede  Lösung  von  (2)  darstellen. 

Eine  Bewegung,  die  durch  die  Clebsch'schen  Ausdrücke  für 
Uy  V,  lü  darstellbar  ist,  kann  angesehen  werden  als  zusammengesetzt 
aus  zweien,  von  denen  die  eine  durch  P,  die  andere  durch  P,  F,  W 
bestimmt  ist.     Für  die  erste  ist 

dP  dP  cP  fa\ 

dx  ^  oy  '  da  ^  .       \  / 

die  Differentialgleichungen  lauten  in  diesem  Falle: 

dt^  '      dy         dz 

■W-"^"^"'    W-dx-^         <i  =  ^P.  (6a) 

o'^w        ,«    .  dv  du         n 

-y^.-  =  ftM,«,     g-.  -   gj,  =0 

Da  in    diesem   Falle    die  Coraponenten  der  Drehung  verschwinden, 
während   die   räumliche  Dilatation   ö   von  Null    verschieden   ist,    so 
erkennt  man,  dass  bei  dieser  Bewegung  keine  Drehungen,  wohl  aber 
Dichtigkeitsänderungen  stattfinden. 
Für  die  zweite  Bewegung  ist 

dw     dv  du      dw  dv      dU   ^     f.     ,„. 

dy         cz^  dz         dx  '  dx         dy  '     v  / 

hier  treten  keine  Dichtigkeitsänderungen,  wohl  aber  Drehungen  auf. 
Man  nennt  jene  eine  longiiudinaie ,  diese  eine  transversale  Be- 
wegung; es  werden  sich  diese  Namen  bei  der  Betrachtung  specieller 
Fälle  rechtfertigen.  Die  Lichtbewegungen,  so  nehmen  wir  an,  sind 
ausschliesslich  von  der  zweiten  Art;  die  Differentialgleichungen  für 
sie  können  wir  also  nach  (2)  und  (7)  schreiben: 


d^u 

dt*  "" 

•  a^ 

ydu 

d^v 

dt^  "~ 

:ö2 

^dv 

d^vj 

a"' 

/iw 

du 
ex 

1     ^^ 
"^  dy 

+ 

cz 

0. 

(7  a) 


g  Knie  Vorlesung. 

§•*. 

Untersuchen  wir  zunächst  iiilher    eine    einfache   Bewe^ng 
ersten  Art,   für  welche  iiilnilich  P  vin  x  und  y  unabhängig  is»t;    J. 
Gleichung  (4)  für  P  wird  dann: 


> 


et*         "      '•-«  ' 


ihr    allgemeines  Integral    ist    bekanntlich   (ygl.  z.  B.  Mech.    XXllI 

Vorles.  §  2) 

P  =  f(z^bn  +  F{z  +  hl), 

wo  /  und  F  willkürliche  Functionen  bedeuten;  wegen  (6)  folgt  <lani'.- 


oder 


wenn 


w,  =  0, 

«,  =  0, 

w^  =  /■'!,?  —  '") 

«2  =  0, 

f.  =  0, 

M-, --  F'{z  4-  /-/) 

gesetzt  wird.     Die  Bewegung  kann   also   in  diesem  Falle  angesehen 
werden  als  zusammengesetzt  aus  den  beiden  einfacheren  in  (8  a).     ße; 
beiden  hängen  die  Verrückungeu  von  z  und  /  allein  ab,  sind  also  in 
jedem   Augenblick  dieselben    für  alle    Punkte  einer    zur   ory- Ebene 
parallelen  Ebene.    Durch  die  Gleicbungeu  (8j  werden  daher  zwei  ebene 
zur  xy -Ebene  parallele  Wellensysteme  dargestellt.    Setzt  man  ferner 
in  (8a)  /+  1   *^   Stelle   von  /  und  zugleich  z  -f*  ^  beziehungsweise 
z  —  b  für  z,  so  bleiben  die  Verrückungscomponenten  der  ersten  be- 
ziehungsweise der  zweiten  Bewegung  ungeän«lert.    Jene  Wellensjstenie 
schreiten   also   beide  mit  der  gleichförmigen  Geschwindigkeit  b  fort, 
und  zwar  die  erste  in  der  Richtung  der  positiven,  die  zweite  in  der 
Richtung  der  negativen  z- Achse;  da  die  Richtung  der  VerrOckungen 
die   der  Fortpflanzung  der   Wellen   oder  die  dieser  entgegengesetzte 
ist,  so  nennt  man  eine  solche  Bewegung  eine  longitudinale. 

Man  findet  leicht  eine  Bewegung  der  zweiten  Art  von  gleicher 
Einfachheit.     Man  setze 

und  nehme  V  von  x  und  y  unabhängig  an;  für   V  hat  man  dann: 

also 

r=  ~  A^  -at)-  F{z  +  at), 

und  es  ergiebt  sich  aus  (7): 

u=r{z —  at)'{' F'{z  +  at),     i;  =  0,     w;=0. 

Durch  diese  Gleichungen  sind  zwei  ebene  Wellensysteme  dargestellt, 
die  mit  der  Geschwindigkeit  a  in  der  Richtung  der  positiven  uad  der 
negativen  z -Achse  fortschreiten;  die  Richtung  der  Verrückung  ist  die 


'H 


§  4.    Ebene  geradlinig  polarisirte  Lichtwellen.  9 

der  rc- Achse,  ist  also  parallel  der  Wellenebene,  senkrecht  zur  Fort- 
pflanzungsrichtung; daher  heisst  die  Bewegung  eine  transversale. 

Indem  wir  diesen  Fall  noch  weiter  specialisiren,  können  wir  setzen : 

u  =  Asm{~^^—  + 8)271,     t;  =  0,     w  =  0, 

oder  wenn 

k=aT 
gesetzt  wird: 

u  =  ^sin(y  -  ^  +  *)2;r,     i;  =  0,     w  =  0.  (9) 

Die  durch  diese  Gleichungen  dargestellte  Bewegung  pflanzt  sich  also 
mit  der  Geschwindigkeit  a  in  der  Richtung  der  positiven  2- Achse 
fort;  sie  ist  in  Bezug  auf  z  und  auf  /  periodisch  mit  den  Perioden 
A  und  r,  es  giebt  also  A  die  Länge  einer  Welle,  T  die  Dauer  einer 
vollständigen  Schwingung. 

Durch  die  Gleichungen  (9)  wird  eine  gewisse  Lichtbewegung  dar- 
gestellt; das  Licht  kommt  dann  von  einem  leuchtenden  Punkt,  für 
den  z=  —  oo  ist;  man  nennt  X  Aie  Wellenlänge  des  Lichtes,  T  seine 
Schwingungsdauer  und  a  seine  FortpflanzungsgeschwindigTceit,  Durch 
den  Werth  der  Constanten  T ,  d.  h.  durch  die  Schwingungsdauer 
des  Lichtes  ist  seine  Farbe  gegeben  (vgl.  §  3),  die  hier  betrachtete 
Bewegung  entspricht  also  Licht  von  bestimmter  Farbe  oder  homo- 
genem Licht;  endlich  bewegen  sich  die  Theilchen  stets  in  derselben 
Richtung,  nämlich  in  der  der  o;- Achse,  man  nennt  daher  jenes 
Licht  polarisirt  und  zwar  geradlinig  polansirt.  Es  herrscht  eine  Ver- 
schiedenheit der  Meinung  darüber,  ob  die  experimentell  bestimm- 
bare Polarisationsebene  die  xz-  oder  die  yz- Ebene  ist,  ob  die 
Schwingungen  also  in  der  Polarisationsebene  oder  senkrecht  zu  ihr 
erfolgen.  Wir  kommen  später*)  auf  diese  Frage  zurück;  wir  wollen 
der  ersten  Ansicht  folgen.     Der  Winkel 

heisst  die  Phase,  die  den  Werthen  von  z  und  t  entspricht,  die  Grösse 
A  die  Amplitude  der  Schwingung.  Von  dieser  hängt  die  Intensität  /des 
Lichtes  ab.  Als  Maass  derselben  führen  wir  den  Mittelwerth  des  Qua- 
drates der  Verrückung  eines  Aethertheilchens  ein;  d.  h.  es  ist  hier 

y  =  -l  Cu^dt  =  ijr  fsm'^^dt  =  -  ~l  Ain^^rfO-==4^, 
wenn  zur  Abkürzung 

gesetzt  wird. 

•)  Vgl.  VIII.  Vorlesung  §  1. 


10  Erate  Vorlesung. 

Man  pflegt  die  Intensität  auch  als  den  Mittelwerth  der  leben* 
digen  Kraft  eines  AetbertheilcbenS;  in  diesem  Falle  also  als  den  halben 
Mittelwerth  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  desselben  zu  definiren ; 
der  so  bestimmte  Werth  der  Intensität  uutei  scheidet  sich  von  dem  oben 
erklärten  nur  durch  einen  Factor,  der  bei  derselben  Farbe  constant 
ist.     In  der  That  erhalten  wir  hiernach 


Hier  schon  ist  darauf  aufmerksam  zu  machen,  dass  die  Folgerungen 
aus  den  Annahmen,  welche  wir  gemacht  haben ,  nicht  vollständig 
mit  der  Erfahrung  in  Uebereinstimmung  sind.  Aus  unseren  Be- 
trachtungen hat  sich  nämlich  ergeben: 

1)  dass  die  Intensität  ebener  Lichtwellen  überall  dieselbe  ist, 

2)  dass    die    Fortpflanzungsgeschwindigkeit    verschiedenfarbiger 
Lichtwellen  in  demselben  Mittel  dieselbe  ist. 

Beides  ist  der  Erfahrung  gemäss  richtig  im  leeren  Räume,  aber 
nicht  genau  in  den  durchsichtigen  Körpern;  hier  findet  Absorption 
und  Dispersion  statt.  Beide  Erscheinungen  sind  zuverlässig  auf  die- 
selbe Grundursache  zurückzuführen,  auf  den  Einfluss  nämlich,  den 
die  wägbaren  Theile  der  Körper  auf  die  Bewegung  des  Aetbers  aus- 
üben. Wir  sehen  für  jetzt  von  diesem  Einfluss  und  damit  von  Ab- 
sorption und  Dispersion  ab,  werden  aber  in  der  zehnten  Vorlesung 
ausführlich  auf  die  Theorie  dieser  Erscheinungen  eingehen. 

§5. 

Wir  haben  Ausdrücke  für  die  Verrückungen  u^  v,  w  bei  dem 
einfachsten  Falle  ebener  Lichtwellen  aufgestellt;  es  ist  leicht,  diese 
zu  verallgemeinern,  üie  Difi'erentialgleichungeu  für  die  Verrück- 
kungen  bei  einer  Lichtbeweguug  sind  linear  und  homogeii  (eine 
Folge  davon,  dass  die  Verrückungen  als  unendlich  klein  ange- 
nommen   sind);    daraus  folgt,    dass,    wenn   wir  zwei   Werthsjsteme 

w, ,  r,,  w^       und       w^,  v^,  w.^ 

haben,  die  ihnen  genügen ,  ihnen  auch  durch 

w  =  w,  -f-  w^ ,  t;  =  t;,  +  1^2  9  w  =  w^  -\'  w.^ 

genügt  wird,  dass  diesen  Gleichungen  gemäss  aus  zwei  Licht- 
bewegungen also  eine  neue  zusammengesetzt  werden  kann.  Es  pflegt 
dieser  Satz  das  Ptincip  der  Coexistenz  kleiner  Bewegungen  genannt  zu 
werden.     Wir  wollen  ihn  auf  einige  einfache  Beispiele  anwenden. 


§  5.    Princip  der  Coexistenz  kleiner  Bewegungen. 


11 


(10) 


Es  sei  zunächst  : 

Wj  =  A^  sin  (y  —  Y  +  6^)27t    v,  =  0    m;,  =  ü, 

1/2  =  ^  sin  (y  —  7^  +  d.J  ^^     ^2  =  ^    t^2  =  ^^' 

Diese  Gleichungen  stellen  zwei  Wellensysteme  von  derselben  Rich- 
tung, derselben  Farbe  und  derselben  Polarisationsebene  dar;  man 
sagt  von  ihnen,  sie  haben 

den  Phasenunlerschied  (^2  —  *i)2ä, 

den  Ganguntei'schied  {S^ — *i)^» 

die  relative  Verzögerung    —  {d^  —  ^1)  ^« 

Wie  man  leicht  erkennt,  giebt  die  erste  dieser  Zahlen  die  Diffe- 
renz der  beiden  Phasen  an,  welche  ein  bestimmter  Punkt  zu  einer 
bestimmten  Zeit  bei  beiden  Bewegungen  besitzt,  die  zweite  den  Orts- 
unterschied zweier  Punkte,  die  zu  derselben  Zeit  gleiche  Phase 
haben,  die  dritte  endlich  giebt  die  Zeit  au,  nach  welcher  ein  Punkt 
bei  der  ersten  Bewegung  dieselbe  Phase  besitzt,  wie  sie  derselbe  bei 
der  zweiten  hatte.  Alle  drei  Zahlen  sind  von  z  und  t  unabhängig; 
da  ferner  beide  Bewegungen  periodisch  sind,  so  behalten  jene  Zahlen 
die  soeben  angegebene  Bedeutung,  wenn  man  die  erste,  zweite  und 
dritte  beziehlich  um  beliebige  ganzzahlige  Vielfache  von  2ä,  X  und  T 
vermehrt  oder  vermindert. 

Für  die  resultirende  Lichtbewegung  ist  dann 

1/  =  i/j  -}-  t/2  =  ^  sin  (^ j  +  V  ^^»    r  =  0, 

wenn  A  und  S  aus  den  Gleichungen 

A  cos  d2Ä  =  ^1  cos  d^2n  +  ^2  cos  dj 2% 
A  sin  827t  =  A^  sin  d,2;r  +  -'^2  sin  8.,27C 

bestimmt  werden.  Die  beiden  Wellensysteme  setzen  sich  also  zu 
einem  von  derselben  Richtung,  Farbe  und  Polarisationsebene  zu- 
sammen. Die  vorstehenden  Gleichungen  zeigen,  wie  man  die  Am- 
plitude und  die  Phase  desselben  durch  eine  einfache  Construction 
finden  kann.  Zeichnet 
man  nämlich  von  einem 
beliebigen  Anfangs- 

punkte aus  eine  gerade 
Linie,  zieht  man  ferner 
von  demselben  Punkte 
aus  zwei  Strecken  gleich 
A^  und  A^j  welche  mit 
jener  die  Winkel  8^2% 
und  8^2%  bilden,  vervollständigt  man  endlich  das  durch  den  Anfangs- 
punkt und  die  Endpunkte  von  A^  und  A^  gebildete  Dreieck  zu  einem 


w 


0, 


(11) 


Fig.  1. 


12  ErHtc  Vorlesung. 

Parallelogramm,    so    ist    A   die    durch    den    Anfangspunkt    g'eheiid*-' 
Diagonale   desselben,   d27c   der  Winkel,  den  sie  mit  jener  geracleii 
Linie  einschliesst.     Diese  elegante  Construction  rührt  von  Fresnel  her. 
Aus  (11)  ergiebt  sich 

A^  =  ^2  ^  ^7  _|.  2A^A^  co8.*2  —  d^)2n. 
Bezeichnet  also  h  eine  beliebige  ganze  Zahl,  so  ist  hiernach 

A^  =  ^,2  ^  ^^7^    ^enn    *,  —  «,  «  *'^^  *- 
A-  =  {A^-^-aIY,    wenn     Äj  —  d,  =  ä 
A-  =  {A^  —  A.,)'^,     wenn     d.^  —  tfj  =   "  *  "^.    . 

Danach  geben  die  beiden  Wellensysteroe,  je  nach  ihrem  Fhasenunter- 
schiede,  eine  verschiedene  Intensität;  man  sagt,  sie  inierferiren  mit 
einander. 

Wir  nehmen  zweitens  an: 

M,  =  ^^sin(Y  —  y +*i)2n',   r,  =0,  u;,  =»(> 

Durch  diese  Gleichungen  sind  zwei  Wellensysteme  dargestellt,  deren 
Polarisationsebeuen  senkrecht  auf  einander  stehen.  Für  die  resul- 
tirende  Lichtbewegung  ist 

w  =  w,  ==  A^  sin  (-r -«,  +  d,)  2;r 

V  =  v^  ^  Z?.,  sin  (~  —  j  +  Ä2)2;r 
w  =0. 

Man  nennt  das  resultirende  Licht  eiliptisch  polansirt.    Aus 

^  sin  tf22;r  —  v^-  sin  d,2;r  =  sin  (Äj  —  d,)23r  sin^^   —  r)^* 
-^  cosdj2;r  —  ^   cos  d,2;r  =  sin  (d,  —  0.^)2»  cos  y. „ji% 

folgt  nämlich  durch  Elimination  von  t  als  Gleichung  der  Bahn  eines 
Aethertheilchens 

(^)'  +  (y  -  2^-J;  °°« (*^  -  *^')  ^'^  =  «^"^^  (*'  -  *'^2''' 

diese  Bahn    ist   also    eine  Ellipse.     Bilden    wir    die  Intensität  des 
resultirenden  Lichtes: 


T 


ff{^'  +  V^)  dt  =  \;CuC^cU+-\,Cv.;'dl  =  J,  +  /„ 


2 

0 


so  sehen  wir,   dass  diese  sich  immer  gleich  der  Summe  der  Intensi- 
täten J,  und  J^  der  beiden   einzelnen  Wellensysleme  ergiebt.    Seuk- 


X  X  4/»  +  1 

wenn  O2  —  0,  =  — ^ 


A  X         4^—1 

wenn  o.^  —  o^  =^  —    — 


/( 


§  5.    ElliptiBch  und  kreisförmig  polarisirtes  Licht.  13 

recht  aufeinander  polarisirte  Wellensysteme  interferiren   also    nicht, 
welches  auch  ihr  Pbaseuunterschied  sein  möge. 

Das   resultirende  Licht  ist    kreisförmig    oder    circular   polarisirt, 
d.  h.  die  Bahn  eines  jeden  Aethertheilchens  ist  ein  Kreis ;  wenn 

A^  =  B^    und  zugleich     *2  ~"  ^1  "=  ~  4      > 
und  zwar  ist 

w  =       A^  sin  (y  —  ^  +  6^2% 

V  =       Ai  cos  (y  —  ^  +  *i)2ä 
und  (13) 

u=       A^  sin  (y  —  Y  +  *i)  2ä 

t'  =  —  ^,  cos  (y  -  ^  +  d,)  2ä 

In  beiden  Fällen  ist  die  Geschwindigkeit  eines  Aethertheilchens 

^-)  +  (^,  -)    constant  und  dieselbe;  die  Richtung  der  Bewegung 

aber  ist  eine  entgegengesetzte.  Man  unterscheidet  hiernach  rechis 
und  links  circular  polarisirtes  Licht. 

Das  resultirende  Licht  ist  geradlinig  polarisirt^  wenn 

und  zwar  ist 

1/  ==       A^  sin  (  j-  —  yt  +  ^^J2n 

v=       B^^\n{'^-^  +  d)2n 
und  (14) 

w  =       A^  sin  (-f  —  y  +  *i)  2ä 

V  =  --  B^  sin  (y  —  I?  +  Ä|)2;r 

Der  zweite  Fall  kann  auf  den  ersten  reducirt  werden,  entweder 
dadurch,  dass  man  die  Richtung,  in  der  v  positiv  gerechnet  wird, 
in  die  entgegengesetzte  verkehrt,  oder  dadurch,  dass  man  positive 
und  negative  Amplituden  zulässt. 

In  dem  ersten  Fall  (zu  dem  auch  der  Fall  Ä  =  0  gehört)  ist 

u        Ai  o     ' 

wenn  cc  das  Polarisalionsazimuth  der  resultirenden  Wellen,  von 
der  :rz- Ebene  an  gerechnet,  bedeutet.  Bedeutet  A  die  Amplitude  der 
resultirenden  Wellen,  d.  h.  das  Maximum  von  j/w'^-j-t;^,  so  ist 


wenn  d^  —  *i  =  /* 


X  X  27*4-1 

wenn  o«  —  o.  =   -    ^- — 
2         1  2 


a^Va;'  +  b.;', 

Gonstruirt  man  daher  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  A^  und  B.,,  so  ist  ^gleich 
der  Diagonale  desselben,  und  a  ist  der  Winkel,  den  diese  mit  A^  bildet. 


14  Ersto  Vorleuiing. 

Die  Wellen,  deren  Amplitude  A  und  deren  Polariäaiionsazimuti:  . 
ist,  kann  mau  auch  zerietjen  in  die  beiden  Welleusystenie  y*  : 
gleicher  Phase,  die  nach  der  x- Achse  und  der  ^- Achse  poli^rii;..-* 
sind  und  die  Amplituden 

A  cos  a    und     A  sin  a 

haben.  Solche  Zerlegungen  werden  sich  als  von  der  höchsten  \Vicht._'- 
keit  in  den  verschiedensten  Theilen  d(?r  Optik  zeigen. 

Nach   einer  andern   Richtung  hin   können    wir  die  für  den    eiii- 
fachsten    Fall    einer    Liciitbewcgung    aufgestellten    Gleichungen     <! ' 
verallgemeinern,  indem    wir   die   ürösseu   A  und  ä^  die  wir   in   dtrr 
Function  /"    als  Constanten    eingeführt    haben,    als    Functionen     Vf»ii 
z  —  at,  also  für  ein  gegebenes  z  als  Functionen  der  Zeit  annehiiieii. 
Das  müssen   wir  in   der  That,   wenn  die  Gleichungen   ebene,    bomo- 
gene,    geradlinig    polarisirte    Lichtwellen,    wie    sie  wirklich    erzvnist 
werden  können,    darstellen  sollen;    bei  diesen  verlinderu    sich    iium- 
lieh   A  und  ö   in   weiten   Grenzen   innerhalb    eines   Zeitraumes,    der 
für   unsere   Sinne  unwahrnehmbar  klein   ist,    in   der  complicirtesteu 
Weise,  man  möchte  sagen  gesetzlos,  aber  doch  so,  dass  sie  noch  Tlr 
Zeiträume  von  vielen  tausend  »Schwingungen  als  coustant  angesehen 
werden    können.     Das  sogenannte    ualürlkhc  Lieht,    das    die   selb-t- 
leuchtenden  Körper  aussenden,  ist  aber  auch  nicht  einmal  polarisirt ; 
die  leuchtenden  Punkte  wechseln  fortwllhreiid  die  Richtung  ihrer  lie- 
wegung.     Wir  können  das  natürliche  Licht  ansehen  als  polarisirtes, 
dessen    Polarisationsebene    fortwährend    wechselt,    so    dass   in  einem 
Zeitraum,    der   für    unsere    Sinne    unwahrnehmbar    klein    ist,    keine 
Richtung  über  die  andere   überwiegt,   dass  trotzdem   aber  in  einem 
Zeitraum    von    vielen   tausend   Schwingungen   die    Polarisationsebene 
als  constant  angesehen  werden  kann. 

§6. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Untersuchung  hufjclfOrmiyer  WellcHj 
d.  h.  solcher  Wellen,  welche  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
von  oder  nach  einem  im  Kridlichen  liegenden  Punkte,  z.  B.  dem  An- 
fangspunkte des  Coordinatensystems  bewegen.  Wir  erhalten  solche,  bei 
denen  Verdichtungen  und  keine  Drehungen  stattfinden,  wenn  wir  in 

cP  cP  (P 

c'x  '  cy  ^  tz 


annehmen,  dass  P  nur  von  t  und  r  =  Yx^  -j-  y"  -\-  ^^  abhängig  ist. 
Man  hat  dann 


ü 


dP  X  cP  y  (  P 

er   r  '  er   r  '  (  r    r  ' 

also 

n  :  V  :  tv  =  X  '.  y  :  z, 
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d.   h.    die   Verrückung    bat    die   Richtung    des    Radius;    die   Wellen 
heissen  daher  long'Uudinale. 

Wir  erhalten  Wellen  ohne  Verdichtungen,  mit  Drehungen,  wenn 

wir  in 

dW       dV  dU       dW  cV       dU 

Cy  dz  '  dz         dx  '  dx        oy 

ü,   V,  W  als  nur  von  /  und  r  abhängend  annehmen*,  es  ist  dann 

dW  y        dV  z 


u 


dr    r 

er    r 

dU  z 
'        dr    r 

dW  X 
dr    r 

cV  X 

w  — 

er    r 

dU  y 

dr    r 

(15) 


also 

ux  "{'  vy  -^  WZ  =  0, 

d.  h.  die  Verrückung  ist  senkrecht  zum  Radius;  die  Wellen  verdienen 
daher  den  Namen  der  transversalen. 

Die  specielle  Voraussetzung,  welche  wir  eben  über  die  Beschaffen- 
heit der  Functionen  Uf  V,  W  gemacht  haben,  zieht  eine  bemerkens- 
werthe  Eigenschaft  'der  durch  die  vorstehenden  Gleichungen  dar- 
gestellten Veränderung  des  Aethers  nach  sich.  Wir  stellen  uns  einen 
starren  Körper  vor,  welcher  eine  unendlich  kleine  Drehung  um  eine 
durch  den  Coordinatenanfangspunkt  gehende  Achse  erleidet.  |,  17,  g 
seien  die  Componenten  dieser  Drehung,  u,  v,  w  die  unendlich  kleinen 
Aenderungen,  welche  die  Coordinaten  x,  y,  z  eines  Punktes  des 
betrachteten  Körpers  durch  sie  erfahren;  es  ist  dann  bekanntlich 

u  =  ty  —  n^}     V  =  iz  —  tx,    lü  =  rix  —  ly. 

Diese  Ausdrücke  sind  von  derselben  Form  wie  die  in  (15)  erhaltenen; 
sie  werden  mit  ihnen  identisch,  wenn  man  setzt: 

r    (  r  ^      '         r    er  ^     ^         r    dr 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Verrückungen  der  Theile,  für 
welche  r  «=  const.  ist,  in  einer  Drehung  um  den  Anfangspunkt  be- 
stehen, deren  Componenten 

1^/,  ±1^,  ia»F 

.  r    dr  ^     r   dr  '     r    dr  ^       ^ 

sind. 

Jede  der  Grössen  U,   V,  W  soll  der  Gleichung 

genügen.  Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  (p  nur  von  t  und  r  abhängig  so 
haben  wir 
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f  fp  ^  rqp  X      r^fp r*qp  J*'    I    r'p  fj^ x*\ 

ex        er   r  '     cjc*        cr^  r*  '^  er  \r  rv 


also 

^         ^r*     *     r  er         r      er*     ^ 
mithin  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  in: 

oder  in 

c*(rfp)  nr^(rq>) 

eO     '^^      er^    ' 

eine  Gleichung  von  derselben  Form,  wie  wir  sie  schon  im  §  4  zu 
behandeln  hatten.     Eine  Losung  derselben  ist  also: 

wo  f  eine  willkürliche  Function  bedeutet.  Eine  Lichtbeweguu^  der 
einfachsten  Art,  die  von  dem  Anfangspunkte  der  Coordinateu  aus- 
geht,  erhalten  wir  daher,  wenn  wir 

6^=  -^  cos(^  —  ^, +«)23r,     J'  =  0,     fr  =  0 

annehmen,  wo  wieder 

ist,  mithin 

setzen;  die  Drehung  der  Kugeltiächen  r»=const.  findet  dann  nach  (15a) 
immer  um  die  a;-Ach8e  statt;  das  Liclit  ist  geradlinig  polarisirt;  die 
Schwingungsrichtuug  ist  tiberall  senkrecht  zur  x- Achse  und  zu  r. 
Es  ist  k  für  Licht  von  mittlerer  (grüuer)  Farbe  in  der  Luft  unge- 
fähr die  Hälfte  eines  Tauseudtheiles  eiues  Millimeters;  wir  können  daher 
schon  bei  sehr  massigen  Werthen  von  r  k  als  unendlich  klein  be- 
trachten. Bilden  wir  also  die  Ausdrücke  für  v  und  w  und  behalten 
nach  der  Differentiation  nur  die  Glieder  höchster  Ordnung  bei,  so  wird  : 

*i.7i  er  A    •     o. 
t;  =  —    ,    -.     —  sm  ^ 

l    cz   r 

2n  er  A     .     ^  ^      ' 

m;  ==  -  -   811,  ^ 

k   ey  r  ' 

wo  zur  Abkürzung: 

gesetzt  ist. 

Die  Intensität  J  wird  hiernach: 

Ü  0 

ist  also  {rx)  der  Winkel,  den  der  Radius  r  mit  der  positiven  x -Achse 
bildet,  so  ergiebt  sich  aus 
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für  die  Intensität  der  Werth 

j^  «^\^-'A  .  consi;  (17) 

dieselbe  ist  also  umgekehrt  proportional  dem  Quadrat  der  Ent- 
fernung des  Punktes  vom  Anfangspunkt  und  proportional  dem  Quadrate 
des  Sinus  desjenigen  Winkels ^  den  r  mit  der  Drehungsachse  bildet; 
sie  erreicht  daher  ihren  grossten  Werth,  wenn  jener  Winkel  ein 
rechter  ist. 

§7- 

Einen  Ausdruck  für  U,  der  sich  auf  einen  leuchtenden  Punkt 
allgemeinerer  Art  bezieht^  erhalten  wir,  wenn  wir  den  vorher  für  U 
angenommenen  Ausdruck  nach  x,  y  oder  z  einmal,  oder  wiederholt 
differenziren,  jedesmal  die  Constanten  A  und  a  ändern  und  die  Summe 
der  so  gebildeten  Ausdrücke  dem  U  gleichsetzen;  denn  diese  Summe 

genügt,    wie  jeder  ihrer  Terme,  der  Gleichung  ^^  =  a^^q),     Sie 

lässt  sich  sehr  einfach  schreiben,   wenn   man  X  als  unendlich  klein 
betrachtet  und  nur  die  Glieder 'höchster  Ordnung  beibehält;  nämlich 

^co8('^-|,)2«  +  f-'sm(|-i.)2«,  (18) 

WO  />  und  D'  aber  variabel  sind,  nämlich  von  -x^ ,   -t^  ,   -J-.  d.  h. 

'  dx  '    cy  '    dz  ' 

von  der  Richtung  der  Linie  r  abhängen.  Man  kann  sich  den  all- 
gemeineren Ausdruck  von  U  aus  dem  vorher  aufgestellten  einfacheren 
auch  dadurch  abgeleitet  vorstellen,  dass  man  in  diesem  x^y,z  durch 
X — 0?!,  y  —  y, ,  0 — Zj  ersetzt,  ihn  einmal  oder  wiederholt  nach  oc^y^z^ 
differenzirt,  jedesmal  die  Constanten  A  und  a  ändert,  und  die  Summe 
der  so  erhaltenen  Ausdrücke  bildet.  Das  Resultat  ist  dann  dasselbe 
wie  vorher,  da  die  Differentialquotienten  nach  x^  y^  z  abgesehen  vom 
Vorzeichen  den  nach  x^  y^  z,  genommenen  gleich  sind.  Bei  dieser 
Ableitung  erkennt  man  aber,  dass  der  neue  Ausdruck  von  ü  an- 
gesehen werden  kann  als  eine  Summe  von  Ausdrücken  der  alten  Form, 
die  sich  auf  verschiedene  aber  unendlich  nahe  Anfangspunkte  von  r 
beziehen.  Aehnliche  Ausdrücke  mit  anderen  Werthen  der  Coefficicnten 
D,  D'  können  wir  auch  für  V  und  PT  annehmen  und  dann  nach 

^'^dy        dz'    ^""ds        dx'   ^^"^dx        dy 

itj  V,  w  berechnen.  Berücksichtigt  man  hierbei  wiederum  nur  die 
(iliedor  höchster  Ordnung,  so  erhält  man  atich  für  w,  v,  w  Aus- 
drücke derselben  Form,  also 

Kirclihof  f.  Optik.  '  2 
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v=  f-  cos  ({-  -  \)2n  +  -f-  sin  {\  -  ^  2*  (If 

u;  =  ^C08({--^)2«  +  f  8m(^-{)2«, 

wo  ^,  ^'y  Bf  B\  Cf  C  von  der  Richtung  der  Linie  r  abhängen. 
in  einer  Weise  ^  die  ganz  unbestimmt  bleibt  und  bedingt  ist  durch 
die  Bewegung  des  leuchtenden  Punktes.  Streng  genommen  werden 
sich  diese  Grossen  A,  A\  B,  B\  C,  C  mit  der  Zeit  ändern ,  aber 
verhältnissmässig  langsam,  so  dass  sie  för  viele  tausend  Schwingun^^en 
als  constant  anzusehen  sind.    Für  die  Intensität  /  ergiebt  sich,  da 

itt  2h  tn 

^  Tcos^  d  </d-=.  ^  Ain'  d  J^  —  2  ,        /cos  ^  sin  d  Jd  —  O 

0  ^  0 

ist, 

/=  ±-^  (^  +  A"'  +  ^*  +  B'^  +  C^  +  C"^).  (2<M 

Es  ist  also  /  in  jeder  Richtung  proportional  mit  --^,  d.  h.  umgekehrt 

proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  beleuchteten  Tom 
leuchtenden  Punkte.  Diese  Proportionalität  hat  die  Erfahrung  er- 
geben^  und  dadurch  ist  die  Annahme,  die  wir  über  die  Intensität 
gemacht  haben,  gerechtfertigt.  Ferner  wird  durch  diöse  Gleichung 
ausgesprochen,  dass  die  Lichtintensitat  mit  der  Richtung  der  Linie  r 
in  einer  Weise  variirt,  die  durch  die  Bewegung  im  leuchtenden 
Punkte  bedingt  ist. 

Denken  wir  uns  nun  zwei  leuchtende  Punkte  von  derselben 
Farbe  an  verschiedenen  Orten;  beziehen  wir  auf  sie  die  beiden  Indiri^s 
1  und  2,  so  dass  wir  haben: 

.    «.  =.  ^  cos  (^  -  5.)  2«  +  ^;'  sin  (;•  _  ^)2« 


tu  = 
2         r. 


1  -*  -'  r^ 


Sosp;-A)2^+f;'sin(;«^;)2;r, 


und  die  entsprechenden  Gleichungen  für  v^V2f  tv^w^  bestehen.    Dann 
sind  nach  §  5 

die  Componenten  der  aus  jenen  beiden  resultirenden  Lichtbewegung; 
ihre  Intensität  /  ist  also: 

T 


T 


'f\    +  J'l  +    f    I  ("1  ^2  +  ^\  V'l  +  ^^'\  ^2)  ^^  » 

u 


J 
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wo  /,  und  J,2  die  Tntensitaten  bezeichnen,  welche  die  leuchtenden 
Punkte  einzeln  an  dem  betrachteten  Orte  hervorbringen  würden,  um 
das  übrig  gebliebene  Integral  zu  berechnen  y  muss  man  die  Formel 

co8(^i-|,)2«co8(-J^  -1)2«=  ico8('i±^?-?!)23t+|co8^:^*2« 

und  die  drei  entsprechenden  bekannten  Formeln  der  Trigonometrie 
benutzen,  welche  man  aus  ihr  erhält,  wenn  man  auf  der  linken 
Seite  für  einen    oder   für  beide   Cosinus   den  entsprechenden   Sinus 

setzt.     Diese  Formeln  sind  dann  mit  -^   zu   multipliciren   und  von 

0  bis  T  zu  integriren;  die  ersten  Glieder  auf  der  rechten  Seite  ver- 
schwinden dann  jedes  Mal,  die  letzten  aber  nicht,  und  man  erhält 

/  =  /,  +/j  +  6Jco8^^2ff  +  6J'sin^^i^*23r, 

wo  G  und  G'  von  den  Längen  r^,  r^  und  den  Richtungen  dieser 
Linien,  also  überhaupt  von  x^  y,  z  abhängen.  Da  aber  A  in  den 
Ausdrücken  von  G  und  G'  nicht  vorkommt,  so  ändern  sich  diese 
unendlich  wenig,  wenn  der  betrachtete  Punkt  auf  irgend  einer  Linie 
unendlich  wenig  verschoben  wird;  schreibt  man  für  den  erhaltenen 
Ausdruck  von  / 

y  =  /j  +  ^3  +  ^  cos  {^^^  •^e)2jt, 

so  gilt  dasselbe  von  E,  €  und  auch  von  /^  und  /j*  Aber  der  Cosinus 
ändert  sich  bei  einer  Verschiebung  von  der  Ordnung  des  unendlich 
kleinen  k  um  eine  endliche  Grosse,  und  die  Intensität  hat  daher  auf 
jeder  Linie  unendlich  nahe  Maxima  und  Minima,  die  wir  nicht  wahr- 
nehmen können.  Sind  aber  Tj  und  Tj  unendlich  gross,  während  der 
Abstand  der  beiden  leuchtenden  Punkte  als  endlich  vorausgesetzt 
wird,  so  können  die  Aenderungen,  die  r^  — r^  bei  einer  endlichen 
Verschiebung  von  (x,  y,  z)  erfährt,  von  der  Ordnung  von  k  werden; 
bei  einer  solchen  Verschiebung  ändert  sich  dann  erst  der  Cosinus  um 
eine  endliche  Grosse,  während  die  entsprechenden  Aenderungen  von 
/|',  J^f  E  und  s  unendlich  klein  sind;  die  Maxima  und  Minima  der 
Intensität  rücken  dann  also  in  endliche  Entfernungen.  Dieselben 
sind  bestimmt  durch  die  Gleichung 

cos(-*-^'^  +  £)2ä«=  +  1; 

man  kommt  daher  von  einem  Maximum  zu  dem  nächsten  Minimum 
oder  umgekehrt,  wenn  man 

r,  —  r^  um    - 

zu-  oder  abnehmen  lässt. 

Es  seien  die  Coordinaten  der*  leuchtenden   Punkte 

—  c,    0,    0 
+  e,    0,    0; 
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dann  ist 

oder,  wonn  wir  z  als  unendlich  gross,  x,  y^  e  als  endlieh  annehmen 

es  wird  also 

vorausgesetzt ,  dass  z  gross  genug  ist,  um  die  fortgelassenen  (vlicHler 
vernachlässigen  zu  können.  Ist  die  durch  den  Werth  von  z  be- 
stimmte Ebene  eine  weisse  Tafel,  so  erscheinen  auf  dieser  der  y-Ach'f^e 
parallele  helle  und  dunkle  Fransen,  Der  Abstand  eines  Maximnnis 
und  des  darauf  folgenden  Minimums  der  Helligkeit  ist 

zl 
ie  ' 

Diese  Erscheinung  lässt  sich  verwirklichen.  Einen  leuchtendeii 
Punkt  kann  man  freilich  nicht  erzeugen;  statt  desselben  kann  aber 
eine  Lichtquelle  von  kleinen  Dimensionen  dienen,  das  Bildchen, 
welches  eine  Sammellinse  von  kleiner  Brennweite  von  der  Sonne  oder 
einer  andern  fernen  Lichtquelle  entwirft,  oder  auch  eine  feine  Oeflfnung 
in  einem  Schirm^  durch  welche  die  Sonne  oder  eine  andere  Licht- 
quelle scheint  Mit  zwei  von  einander  unabJiängigen  leuchtenden 
Punkten  kann  der  Versuch  nicht  gelingen;  da  sich  nämlich  die 
Schwingungen  derselben  in  verschiedener  Weise  ändern,  so  variirt  die 
Grösse  b  und  mit  ihr  der  Ort  der  Maxima  und  Minima  fortwährend. 
Es  müssen  daher  die  leuchtenden  Punkte  aus  einem  erzeugt  werden; 
die  Möglichkeit  hierzu  bietet  die  Reflexion  und  Brechung. 

Denken  wir  uns  zwei  ebene  Spiegel,  CD  und  CD'  (Fig.  2),  die  einen 
kleinen  Winkel  %  mit  einander  bilden,  und  vor  ihnen  einen  leuditenden 
Punkt  Ay  so  entstehen  von  diesem  Spiegelbilder  in  zwei  ganz  bestimmten 
Punkten  B  und  B\  wie  später  weiter  ausgeführt  werden  wird.  In 
einem  Räume,  der  ungefähr  durch. die  beiden  Ebenen  ^^und  B'E' 
begrenzt  ist,  die  durch  die  Schnittlinie  der  beiden  Spiegel  und  D 
bezw.  B'  gehen,  ist  dann  Licht  vorhanden,  welches  von  beiden  Spiegeln 
reflectirt  ist,  und  dieses  verhält  sich  gerade  so,  als  wäre  es.  von  zwei 
leuchtenden  Punkten  in  B  und  B'  ausgegangen,  während  die  Spiegel 
fehlten.  Eine  Tafel,  die  in  dem  genannten  Räume  an  passender 
Stelle  aufgestellt  ist,  zeigt  jene  Fransen.  Es  ist  dieses  der  sogenannte 
Fresnetsche  Spiegelversvch*)     Statt    der    Spiegel    kann   auch   ein   so- 

*.)  V^l.  liierzn  VI  Vorlesung,  §  9  Endf. 
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genanntes  Inierferenzprisma  oder  ein  Paar  Billefscher  Halblinsen 
benutzt  werden,  um  die  beiden  leuchtenden  Punkte  B  und  B'  aus 
einem  einzigen  zu  erzeugen. 


Fig.  2. 


n'-^-- 


Sendet  der  leuchtende  Punkt  weisses  Licht  aus,  so  sind  die 
Fransen  farbig  und  in  geringer  Zahl  vorhanden,  nur  da  nämlich,,  wo 
r^  —  Tj  wenige  Wellenlängen  nicht  übersteigt.  Farben  treten  auf,  weil 
für  die  verschiedenfarbigen  Bestandtheile  des  weissen  Lichtes  A  verschie- 
dene Werthe  hat,  für  roth  die  grossesten,  für  violett  die  kleinsten, 
weil  also  die  Licbtmaxima  in  diesem  Falle  verschiedene  Lagen  haben. 
Nur  eine  geringe  Anzahl  von  Fransen  sieht  man,  weil,  wenn  die 
ÜiÖerenz  r^  —  Tj  wenige  Wellenlängen  überschreitet,  die  Maxima 
und  Minima  benachbarter  Farben  einander  decken.  Man  kann  Licht 
herstellen,  welches  sehr  nahe  homogen  ist;  die  Verschiedenheit  der 
Farbe  ist  dann  nicht  vorhanden,  und  daher  die  Zahl  der' Fransen 
eine  grössere;  sie  ist  aber  auch  hier  nicht  unbegrenzt,  da  das  Licht 
nicht  ganz  homogen  ist. 


Zweite  Yorlesnng. 

Einwirkung  fremder  Körper  auf  die  Lichtbewegung.  —  Der  Greenachc  Satz.  — 
Das  Uuygbcns'ccho  Princip.  —  Speciellc  Fälle  desüelben.  —  Liclitbewcgun^^  ^m 
der  Grenze  fester  Körper.  —  Der  Körper  wird  als  undurchsichtig  Toraiia- 
geaetzL   —    Specieller   Fall   eines    vollkommen   schwarzen   Körjiers.   —   Bewci- 

eines  Hülfssatzes.  —  Schatten  schwarzer  Körper. 

§1. 

Die  BechnuDgen,  die  vrir  bis  jetzt  durcbgefQhrt  haben,  bezogen 
sich  auf  den  Fall,  dass  der  unendliche  Baum  von  einem  homogenen 
Mittel  erfüllt  ist,  in  dem  nur  einzelne  leuchtende  Punkte  Hieb  befinden. 
Dieser  Fall  ist  nur  eine  Abs traction;  bei  jeder  optischen  Erscheinung 
ist  die  Mitwirkung  verschiedeDartiger  Körper  unerlasslich.  Schon  bei 
den  Vorgängen^  die  im  Auge  stattfinden,  wenn  wir  einen  leuchtenden* 
Punkt  sehen,  ist  es  wesentlich,  dass  dabei  das  Licht  verschiedenartige 
Korper  durchläuft;  entsteht  doch  erst  durch  die  Brechung,  die  das 
Licht  im  Auge  erfährt,  das  Netzhautbild  des  leuchtenden  Punktes. 
Ferner  werden  die  an  sich  dunklen  Korper,  wenn  sie  vom  Licht  ge- 
trofi'en  werden,  erst  sichtbar  in  Folge  einer  Einwirkung,  die  sie  auf 
dasselbe  ausüben.  Bei  jedem  optischen  Versuche  braucht  man  weisse 
und  schwarze  Schirme,  Linsen,  Spiegel  und  andere  Vorrichtungen. 
Wir  wenden  uns  daher  nun  zur  Untersuchung  der  Wirkung,  welche 
verschiedenartige  Körper  auf  das  Licht  ausüben.  Wir  werden  dabei 
die  Bildung  der  Lichtstrahlen  zu  erklären  und  die  Gesetze  ihrer 
Beflexion  und  Brechung  abzuleiten  haben. 

Wir  denken  uns  einen  Theil  T  eines  homogenen  durchsichtigen 
Mittels,  der  durch  eine  geschlossene  Fläche  s  begrenzt  ist;  ausser- 
halb desselben  mögen  leuchtende  Punkte  und  verschiedenartige  Kör|)er 
in  beliebiger  Anordnung  vorhanden  sein;  wir  betrachten  die  Licht- 
bewegung in  seinem  Innern  und  untersuchen,  wie  dieselbe  durch  jene 
fremdartigen  Körper  modificirt  wird.  Ein  wesentliches  Hülfsmittel 
bei  dieser  Untersuchung  wird  ein  Satz  darbieten,  den  die  Anwendung 
des  Greenschen  Satzes  auf  solche  Functionen  9  ergiebt,  welche  der 
für  die  Lichtbewegung  geltenden  Differentialgleichung 


H 
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genügen.  Derselbe  lässt  sich  kurz  dahin  aussprechen,  dass  die  Be- 
wegung des  Aethers  in  jedem  Punkte  des  von  der  Flache  s  um- 
schlossenen Raumes  T  angesehen  werden  kann  als  hervorgebracht 
durch  eine  Schicht  von  leuchtenden  Punkten  in  der  Fläche  s.  Zu 
diesem  Satze  führen  die  folgenden  Ueberlegungen. 

Ist  JF  eine  Function  der  rechtwinkligen  Coordiuaten  eines  Punktes 
X,  y,  Zf  die  einwerthig  und  stetig  ist  in  einem  vollständig  begrenzten 
Kaume  T,  ist  dz  ein  Element  dieses  Raumes,  ds  ein  £lement  der 
Grenzfläche  s,  N  die  nach  dem  Innern  von  T  gerichtete  Normale 
Yon  ds,  so  ist  bekanntlich 

Cdr  ^^  =  —  CdsWeos  (Nx) 
fdr^=^-JdsWcos(Nfj)  (2) 

l'dt  ^^  =  —  fdsfr  cos  (Nz), 

wo  die  Integration  links  über  den  ganzen  Raum  T,  rechts  über  seine 
Grenzfläche  s  auszudehnen  ist. 

Sind  nun  U  und  V  zwei  Functionen  von  x^  y^  z,  &o  bestehen 
die  identischen  Gleichungen 

■^  ^  a«»  ~  dx  \r  dxf 

Wir  addiren  diese  Gleichungen,  multipliciren  mit  dt  und  integriren 

über  den  oben  betrachteten  Raumtheil  Ti  sind  dann  ü.    o— i  ^-»  -!r- 

innerhalb  desselben  einwerthig  und  stetig,  so  ergiebt  sich  bei  Be- 
nutzung der  Formeln  (2) 

j^^WJi  +  %ä^  +  aJä?)  °  -JdxUz1V--JdsU-^^,  (4) 
eine  Gleichung,  die  unter  dem  Namen  des  Greenschen  Satzes  be- 
kannt ist.     Sind  auch  F,  -^ry  "q~'  "p — innerhalb  T  einwerthig  und 

stetig,  so  kann  man  in  den  Schlüssen,  durch  welche  (4)  abgeleitet 
worden  ist,  V  mit  ü  vertauschen  und  erhält  dadurch 

uud  hieraus  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  (4) 

j'ds{u^^-V^^)=Jdt{VJU-UJV).  (5) 

Von   dieser  Form  des  Greenschen  Satzes  wollen  wir  jetzt  Ge- 


dx 

dx 

dU 

dv 

dy 

8y 

dV 

dV 

de 

de 
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brauch  machen,  um  gewisse  Eigeiiscbafien  derjenigen  Fonctioneu  q 
iierzuleiten;  welche  der  Differentialgleichung  (l)  genügen. 

Bei  der  Lichtbewegung  treten  eine  ganze  fieihe  solcher  Kaue- 
tionen  auf,  so  z.  B.  die  Verrückungscomponenten  u^  v,  w  eines  Aetber- 
theilchens,  ihre  Ableitungen  nach  der  Zeit,  die  Componenten  der 
Drehung  i,  rit  tf  sowie  die  Functionen,  die  wir  oben  ü,  F,  ^P  ge- 
nannt und  durch  deren  Differentialquotienten  wir  Uf  v,  w  ausgedrückt 
haben.  Wir  wollen  nun  in  (5)  U  ^^  tp  setzen  und  unter  9  irgend 
eine  jener  Grössen  verstehen;  auch  Ton  der  Function  V  wollen  wir 
voraussetzen,  dass  sie  der  Differentialgleichung  (\)  genüge.  I>axiij 
folgt  aus  (5) 


<«»• 


oder,  wenn  mau  durch  t"  irgend  einen  positiven,  durch  —  /'  irgend 
eineu  negativen  Werth  von  /  bezeichnet  und  die  vorige  Gleichung 
iu  Bezug  auf  /  zwischen  diesen  Grenzen  iutegrirt 

j-ä.fä.w%  -  .|j)-  :.[/^.(r*,?-.|DJ.     a. 

Wir  wollen  nun  über  die  Ilülfsfunctiou  V  so  vcrfUgeu,  dass  der  im 
Anfange  dieser  Vorlesung  erwälmte  allgemeine  8atz  aus  der  Uut* 
Wickelung  von  (7)  sich  ergiebt;  zu  dem  Zwecke  setzen  wir 

wo 

r,  ^  yx^  +  r  +  z^ 

die  Entfernung  des  betrachteten  Punktes  vom  Coordinatcuaufang»- 
punkte  bedeutet;  dieser  Anfangspunkt  soll  ein  beliebiger  Punkt  iu  dem 
begrenzten  Räume  T  sein.  Nach  §  6  der  ersten  Vorlesung  genügt 
dann  V  der  Differentialgleichung  (1).  Ueber  die  Function  F  setzen 
wir  voraus,  dass  sie  für  alle  endlichen  positiven  und  negativen 
Werthe  ihres  Arguments  verschwinde,  für  unendlich  kleine  Werthe 
desselben  positiv  sei  und  zwar  so,  dass 


/ 


AS)  ^5=1  t«a) 


ist,  wenn  das  Integral  von  einer  endlichen  uc^utiven  bis  zu  einer 
endlichen  pqsitiven  Grenze  genommen  wird.  Dass  eine  Function, 
die  diesen  Anforderungen  genügt,  wirklich  existirt,  erkennt  man 
leicht;  setzt  man  z.  B: 


^ 


§  1.     Der  üreensche  Salz.  25 

wo  (i  eiue  sehr  grosse  positive  Constante  bedeutet,  ao  ist  die  Function 
/^(g)  für  jeden  endlichen  Werth  von  f  verschwindend  klein,  für 
g  =s  0  wird  sie  unendlich  wie  ft  selbst,  und  es  ist  bekanntlich 


—  00  —  QO 


wenn  ii^  ^=  z  gesetzt  wird  (vgl.  VI.  Vorlesung  §  9).  Endlich  ist, 
was- hier  besonders  hervorgehoben  werden  muss,  F{i)  nebst  seinen 
Ableitungen  für  alle  Werthe  von  ^,  die  Null  mit  eingeschlossen^  end- 
lich und  eine  stetige  Function  ihres  Argumentes. 

Nach  diesen  Festsetzungen  wenden  wir  die  Gleichung  (7)  auf  den 
Baum  an,  der  von  dem  ursprünglich  gedachten  übrig  bleibt  nach  Aus- 
schluss einer  unendlich  kleinen,  um  den  Anfangspunkt  als  Mittelpunkt 
beschriebenen  Kugel;  hier  erfüllen  (p  und  V  die  nöthigen  Stetigkeits- 
bedingungen. Den  Werth  von  t'  wählen  wir  so  gross,  dass  auch 
für  den  grössten  Werth ,  den  Tq  innerhalb  T.  erhält, 

einen  endlichen  negativen   Werth  anninimt.     Auf  der  rechten  Seite 

der  Gleichung  kommen  dann  nur  Werthe  von  V  und    ^ .-  vor,  für 

welche  Vq  -{-  ai  endlich,  positiv  oder  negativ  ist,  welche  also  ver- 
schwinden.   Wir  haben  mithin 

Jä^jäs(^l^~V^-)+£ätfäS(4l-  f||)=0,      (9) 

wenn  wir  durch  ds  wie  vorher  ein  Element  der  ursprünglich  ge- 
dachten Oberfläche,  durch  dS  ein  Element  der  unendlich  kleinen 
Kugelfläche  bezeichnen.  Das  zweite  von  diesen  beiden  Integralen  lässt 
sich  leicht  berechnen.  Nennen  wir  nämlich  B  den  Radius  der  un- 
endlich kleinen  Kugel,  so  lässt  sich  setzen 

dS=R^Qmd^d»dw, 

wo  die  Grenzen  von  ^  0  und  ?r,  die  von  w  0  und  2n  sind;  wählt 
man  ferner  B  so  klein,  dass  der  numerische  Werth  von  RF{j;)  und 

von  BF'a)  vernachlässigt  werden  kann  (in  dem  angeführten  Beispiele 
also  etwa  von  der  Ordnung  von  —i),  und  vernachlässigt  man  end- 
lieh,  was  mit  B^  multiplicirt  unendlich  Kleines  ergiebt,  so  erhält  man 

also 

WO  9>Q  sich  auf  den  Punkt  r  «=  0  bezieht.  Da  nun  F(at)  nur  für 
unendlich  kleine  Werthe  von  t  nicht  verschwindet,  und  da  nach  (8  a) 
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r 


F(ai)di  ^  l 
ist,  80  wird  das  zweite  Glied 


An  f. 

wo  q>o{0)  sich  auf   den  Punkt  r^=()   und  die  Zeit  /  »» o  bezieht. 

Wir  haben  also 

t" 


<p^(^)-:^JfJM^^^^^^ 


Auf  der  rechten  Seite  yertauschen  wir  nun  die  Reihenfolge  der  In- 
tegrationeu;  dies  ist  gestattet,  weil  die  Functionen  unter  dem  Integral* 
zeichen    endlich   und  stetig  sind;   die  Integration    nach  /  lasst   sich 

dann  ausführen,  da  V  und  -^-y  von  Null  verschiedene  Werthe   nur 

haben,  wenn  Tq  -j-  a/  unendlich  klein  ist.     Zunächst  hat  man 

fo  dN  °^  Tq   cN  a  ' 

-<•  -t' 

wo  in   ^  j^  nach  ÄusfQhrung  der  Differentiation  /  «=>  —     ''zu  setaKeu 
ist.    Femer  ist 

und  daher 


1"  r 

fä,  y  ll  -f,, 


ß'^ii-i%^(~i)+  'A.';iß''":t'-" 


dt 


Formt  man  das  letzte  Integral  durch  partielle  Integration  um  und 
erwägt,  dass  F  für  jeden  endlichen  Werth  des  Arguments  verschwin- 
det, so  findet  man  denselben  Ausdruck 


.lifo   „,(^  I^l\  _  1    J_  i^o 


WO  auch  in  ~     /«= zu  setzen  ist.    Also  folgt  aus  (10) 

".('»  -  h.  ß'  ll-f  » (-  2)  -  i  -r;  ^  -5?  -  ;.- 15}  ■  ('  n 

Hiernach  kann  man  für  r^  =  0  und  /  «a  0     (p  berechnen ,  wenn  für 

alle  Werthe  von  /  und  alle  Elemente  ds  der  Oberfläche    w  und  -.  ?, 

'  c  jy 

bekannt  sind.   Da  aber  der  Anfangspunkt  von  r^  und  der  von  /  be- 
liebig ist,  so  kann  unter  der  genannten  Voraussetzung  9  allgemein 
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gefunden  werden.  Um  dies  deutlicher  hervortreten  zu  lassen^  wollen 
wir  in  der  hierzu  dienenden  Formel  (11)  die  Bezeichnung  etwas 
ändern:  In  Bezug  auf  einen  variabeln  Punkt  (x^  t/y  z)  und  die  Zeit 
t  wollen  wir  die  bisher  mit  9) ' bezeichnete  Grosse  q)(t)  nennen,  in 
Bezug  auf  den  Anfangspunkt ,  den  wir  als  den  Punkt  0  bezeichnen 
wollen,  9)0  (0*  ^^^  Abstand  jenes  variabeln  Punktes  von  diesem  festen 
werde  wieder  r^y  genannt.    Endlich  setze  man  fQr  jedes  Element  ds 

Dann  schreibt  sich  die  gefundene  Gleichung,  wenn  man  den  Anfangs- 
punkt der  Zeit  verlegt,  folgen dermassen 

9»«  W  °=  li.J  '^MFjv  "fV-TJ-'JTi^TW dt t/v  -  ir)} 

Die  beiden  ersten  Glieder  des  Factors  von  ds  lassen  sieb  in  da    eine 

dN         ro 
zusammenziehen,  wo  die  Differentiation  so  auszuführen  ist,  dass  nur 
Tq,  wo  es  explicite  auftritt,  als  variabel  angesehen  wird,  dagegen  den 
Grössen,  von  denen  q>(i)  sonst  noch   abhängt,    die  Werthe  gelassen 
werden,  die  ihnen  in  dem  Elemente  ds  zukommen.     Man  hat' hiernach 


oder,  wie  wir  kürzer  schreiben  wollen 
worin 


(12) 


si^i 


gesetzt  ist. 

Hieraus  ist  zu  schliessen,  dass  die  Bewegung  des  Aethers  in  dem 
von  der  Fläche  s  umschlossenen  Baume  angesehen  werden  kann  als 
hervorgebracht  von  einer  Schicht  von  leuchtenden  Punkten  in  der 
Fläche  s,  da  ein  jedes  von  den  beiden  Gliedern,  aus  denen  Sl  zu- 
sammengesetzt ist^  sich  bezeichnen  lässt  als  einem  leuchtenden  Punkte 
entsprechend,  der  am  Orte  von  ds  sich  befindet. 

§  2. 

Die  abgeleitete  Gleichung  (12)  setzt  zunächst  voraus,  dass  der 
Punkt  0  innerhalb  y  die  Erschütterungsmittelpunkte  und  heterogenen 
YAri^et  ausserhalb  der  geschlossenen  Flächen  liegen.    Wir  wollen  jetzt 
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zeigeD,  dass  sie  auch  in  dem  umgekehrten  Falle  gilt,  dasb  di«;  Be- 
wegung innerhalb  der  Flache  erzeugt  wird  und  der  Punkt  i^  auj^st-r- 
halb  liegt|  falls  man  noch  eine  gewisse  Annahme  macht,  die  ihr 
Analogon  in  dem  andern  Falle  nicht  hat. 

Wir  wenden  die  bewiesene  Gleichung  auf  einen  Itaum  an,  der 
innen  durch  die  Fläche  «,  aussen  durch  eine  Kugelflacbe  6*  begr«*Eizt 
ist|  deren  sammtliche  Punkte  im  Unendlichen  liegen;  wir  erhalten 
dann  eine  Gleichung,  die  wir  der  Kürze  wegen  schreiben  wollen 


4ä^Po  =  /  dsSl  4-  jdSSl, 


und   bei  der  die  Normale  N  von  s  nach  aussen  gerichtet  sein  iuu2>:<. 
Wir  nehmen  nun  an,  dass  in  und  an  der  Kugelfläche  S  lluhe  herrselit 
bis  zu  einem  endlichen  Werthe  der  Zeit,  dass  also  hier  q>{t)  und  fi^/  • 
für  jeden  unendlich  grossen  negativen  Werth   des  Argumentes    ver- 
schwinden.    Es  würde  das  z.  B.  stattfinden,  wenn  bis  zu  einem  end- 
lichen Werthe  der  Zeit  überall  Ruhe  herrschte  und  dann  erst  in  dem 
von  8  umschlossenen  Itaume  Bewegung  erzeugt  würde.     Nehmen  wir 
dann   den  Punkt  0  im   Endlichen    an   und   betrachten  nur   endliclie 
Werthe  der  Zeit,  so  verschwindet  Sl  für  jedes  EUemcut  d  S^  weil  hier 

/  —  —  unendlich  gross  ist,  und  wir  haben  wieder  die  Gleichung 

Denkt  man  sich  also  in  einem  homogenen  Mittel  beliebig  viele 
leuchtende  Punkte  und  verschiedenartige  Kor|>er  gegeben,  welche 
durch  eine  beliebig  gestaltete  Fläche  s  umschlossen  sind,  so  kanu 
man  die  Bewegung  irgend  eines  Punktes  ausserhalb  s  ansehen  als 
hervorgebracht  durch  kugelförmige  Wellen,  welche  von  allen  Punkten 
von  s  ausgehen.  Die  Beschränkung,  dass  der  Punkt  0  im  Emllicheu 
liegen,  und  t  endlich  sein  soll,  ist  nur  eine  scheinbare:  es  können  / 
und  die  Entfernung  des  Punktes  0  von  6^  beliebig  gross  sein;  immer 
kann  der  Radius  von  S  so  gross  angenommen  werden,  cluss  die  durch- 
geführte Betrachtung  gilt. 

Auf  diesen  Fall  bezogen  bildet  unsere  Gleichung  eine  Prä- 
cisirung  und  Verallgemeinerung  eines  Satzes,  der  mit  dem  Namen  des 
Huyghens'schen  Principes  belegt  ist;  wir  wollen  sie  selbst  das 
Iltu/ghens'sche  Princip  nennen. 

Für  die  Betrachtungen,  die  wir  anzustellen  haben  werden,  ist  es 
von  Wichtigkeit,  den  Werth  zu  kennen,  welchen  das  Integral  fdsSl 
erhält,  wenn  die  geschlossene  Fläche  «,  über  die  es  erstreckt  wird,  den 
Punkt  0  und  die  leuchtenden  Punkte  entweder  umschliesst  oder  beide 
ausschliesst.  Wir  werden  beweisen,  dass  in  dem  einen  wie  in  dem 
andern  Falle  das  in  Rede  stehende  Integral  verschwindet. 

Betrachten  wir  zunächst  den  ersten  Fall.     Man  denke  sich  eine 
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geschlossene  Linie  auf  der  Fläche  ^  beschrieben  und  durch  diese  eine 
Fläche  C  so  gelegt,  dass  von  den  beiden  Theilen,  in  welche  der  von 
s  umschlossene  Baumtheil  durch  sie  zerlegt  wird,  der  eine  nur  den 
Punkt  0;  der  andere  nur  die  leuchtenden  Punkte  enthalt  Es  seien 
A  und  B  die  beiden  Flächenstücke,  in  welche  s  hierbei  zerfallt.  Mit 
Aj  B^  C  mögen  die  Werthe  von  fdsSl  bezeichnet  werden,  die  sich 
ergeben,  wenn  dieses  Integral  beziehlich  über  A,  B,  C  ausgedehnt 
wird.  Die  Normale  von  C  möge  dabei  nach  der  Seite  gerichtet  an- 
genommen werden,  auf  welcher  sich  der  Punkt  0  befindet.  Nach 
(12)  und  (12a)  erhält  man  alsdann 

also 

A  +  B^O, 

d.  h.  fds  Sl  verschwindet,  wenn  es  über  die  geschlossene  Fläche  s  er- 
streckt wird. 

In  ähnlicher  Weise  erledigt  sich  der  zweite  Fall.  Man  denke 
sich  hier  durch  eine  auf  s  gezogene  geschlossene  Linie  eine  Fläche  C 
so  gelegt,  dass  nur  der  Punkt  0  in  dem  von  C  und  s  begrenzten 
Ilaumtheil  liegt;  unter  Anwendung  derselben  Bezeichnungen  wie  im 
ersten  Fall  ist  dann 

also 

A  +  B  =  0, 

Die  Anwendung,  die  von  der  Gleichung  (12  a)  bei  dem 
in  §  1  dieser  Vorlesung  bezeichneten  Problem  zu  machen  ist,  liegt 
auf  der  Hand.  Man  denke  sich  in  dem  homogenen  Aether,  der  den 
unendlichen  Raum  erfüllt,  einen  leuchtenden  Punkt  1;  auf  die  Be- 
wegung, die  er  hervorbringt,  beziehe  sich  die  Function  (p*.  Wird 
ein  fremdartiger  Körper  in  den  Raum  gebracht,  so  wird  die  Bewegung 
geändert:  es  werde  dadurch  g)  aus  q)*]  es  handelt  sich  dann  darum,  (p  zu 
ermitteln  für  irgend  einen  Punkt  0,  der  ausserhalb  des  Körpers  liegt. 
Es  wird  q>  unendlich  gross  im  Punkte  1;  um  also  die  Gleichung  (12  a) 
anwenden  zu  können,  müssen  wir  einen  den  Punkt  1  enthaltenden 
Raumtheil  aus^chliessen.  Es  sei  daher  dS  ein  Element  einer  unend- 
lich kleinen  Kugelfläche,  die  um  den  leuchtenden  Punkt  beschrieben 
ist,  ds  ein  Element  der  Oberfläche  des  Körpers;  der  Gleichung  (12a) 
zufolge  ist  dann 

47t (f^^  =  I  dSSl  4-  /  dsSl. 
Das  erste  dieser  beiden  Integrale  hat  einen  leicht  angebbaren  Werth. 
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Die  Aenderang  der  Bewegung  au  dem  Elemente  dS,  die  durch  die 
EinfQhruDg  des  Korpers  heryorgerafen  wird,  ist  bei  Ausschluss  g^nz 
specieller  Fälle,  z.  B.  desjenigen,  dass  der  fremdartige  Korper  ein 
Hohlspiegel  ist,  in  dessen  Mittelpunkt  der  leuchtende  Punkt  1  sich 
befindet,  nicht  unendlich  gross,  und  da  die  Kugelfläche,  der  dS  an- 
gehört, unendlich  klein  ist,  so  ist  ihr  Einfluss  auf  den  Werth  des» 
Integrals  unendlich  klein.  Es  kann  in  diesem  also  9>*  f&r  9  gesetzt 
werden,  wodurch  dasselbe  nach  der  Gleichung  (12a)  gleich  4x^^^  wird, 
wenn  (p^*  den  Werth  von  9*  im  Punkte  0  bezeichnet  Man  hat  daher 

Nach  dieser  Gleichung  kann  q>^^  fQr  jeden  Punkt  des  Baumes  berechnet 

werden,  wenn  mau  (p*  und  ausserdem  (p  und   ^^   für  die  Oberflache 
des  Körpers  kennt. 

§3. 

Ueber  die  Werthe,  welche  9  und   ,ji    an  der  Oberfläche   eines 

fremdartigen  Korpers  annehmen,  müssen  wir  uns  also  nun  ein  Ur- 
theil  zu  verschaffen  suchen ;  ist  das  geschehen,  so  ist  durch  die  Formel 
(13)  die  im  §  1  dieser  Vorlesung  gestellte  Aufgabe  gelöst.  Wir 
gehen  dabei  von  dem  einfachsten  Falle  aus,  dass  ein  durchsichtiges 
Mittel  in  einer  Ebene  an  ein  anderes  grenzt  und  dass  auf  diese 
ebene  Lichtwellen  fallen.  Erfahrungsmässig  bilden  sich  dann  reflec- 
tirte  und  gebrochene  ebene  Wellen,  deren  Richtungen  durch  dit^ 
bekannten  Gesetze  der  Reflexion  und  Brechung  bestimmt  sind.  Wir 
werden  uns  in  der  achten  Vorlesung  ausführlich  mit  diesem  Falle  zu 
beschäftigen  haben  und  werden]  sehen,  dass  sich  die  Existenz  der 
reflectirten  und  gebrochenen  Wellen  erklärt,  wenn  man  als  Grenz- 
bedingungen irgend  welche  lineare,  homogene  Relationen  zwischen  den 
Verrückungen  der  Aethertheilchen  und  ihren  Differentialquotienten 
an  der  Grenze  annimmt.  Wir  denken  uns  das  Coordinatensystem  .so 
gewählt,  dass  2:  »»  0  die  Gleichung  der  Grenze,  dass  für  das  erste 
Mittel  2:  <  0,  für  das  zweite  z  >  0  ist.  Es  sei  dann  9  irgend  eine 
der  Functionen  die  wir  bisher  so  bezeichnet  haben,  und  es  beziehe 
sich  (fe  auf  die  einfallenden,  q)r  auf  die  reflectirten  Wellen.  Es  seien 
nun  /,  m,  n  die  Cosinus  einer  Richtung,  und 

es  bedeuten  dann  /,  m,  n  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Wellen* 
normale  des  einfallenden  Lichtes  mit  den  Coordinatenaxen  macht. 
Dann  ist 

q>r  =»  cA  cos  ^-  -i--^^ ^    -TJ  j  2n.  (l); 
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Dadurch  ist  in  Uebereinstimmung  mit  den  oben  erwähnten  £r- 
fabrungssätzen  ausgesprochen,  dass  die  Reflexionsebene  mit  der  Ein- 
fallsebene zusammenfällt  y  der  Reflexionswinkel  dem  Einfallswinkel 
gleich  ist,  die  Amplitude  von  97  in  dem  Verhältniss  von  c:lj  die 

Phase  um  -^  2^  durch  die  Reflexion  geändert  ist.    Danach  ist,  wenn 

man  g>(/)  für  q>  schreibt,  für  die  Grenze  z  =  0 


oder 


9r(ß)  =  €ip,{t  +  y),    -j^^  —  C ^—  — 

(Prit)  =  C(pe{t  +  y)  ,      -gj^  =  -C ^j^ 


WO  N  wie  früher  die  nach  dem  Inneren  des  ersten  Mittels  gerichtete 
Normale  bedeuten  kann. 

Sind  im  einfallenden  Licht  gleichzeitig  Wellen  von  verschiedenen 
Richtungen  vorhanden,  so  ist  sowohl  9«  als  (pr  eine  Summe  solcher 
Ausdrücke,  wie  sie  eben  diesen  Zeichen  gleichgesetzt  sind,  und  für  die 
einzelnen  Glieder  dieser  Summen  bestehen  entsprechende  Gleichungen. 

In  unserem  Falle  haben  wir  als  zweites  Mittel  einen  Körper, 
der  durch  eine  krumme  Oberfläche  begrenzt  ist;  aber  auch  auf 
diesen  werden  wir  die  eben  angeführten  Sätze  unmittelbar  anwenden 
dürfen,  wenn  wir  die  Wellenlänge  X  als  unendlich  klein  voraussetzen. 
Innerhalb  eines  Raumes,  dessen  Dimensionen  von  der  Ordnung  von  A 
sind,  wird  dann  nämlich  die  Oberfläche  des  Korpers  als  eben  betrachtet 
werden  dürfen,  und  die  vorhandene  Bewegung  als  aus  ebenen  Wellen 
bestehend.  Entsprechend  der  Annahme,  die  wir  für  den  Fall  der 
ebenen  Grenze  gemacht  haben,  müssen  wir  dann  aber  auch  hier  vor- 
aussetzen, äass  in  dem  zweiten  Mittel,  an  dem  betrachteten  Orte, 
einfallende  Wellen  nicht  vorhanden  sind.  Unsere  Gleichung  stellt 
%  (d.  h.  den  Werth  von  9  für  einen  beliebigen  Punkt  0)  als  eine 
Summe  von  Gliedern  dar,  die  herrühren  von  dem  leuchtendlBn  Punkte 
1  und  von  leuchtenden  Punkten  in  der  Oberfläche  des  Korpers.  Man 
nehme  den  Punkt  0  unendlich  nahe  an  dieser  Oberfläche  an,  so  nahe, 
dass  sein  Abstand  von  ihr  auch  gegen  X  unendlich  klein  ist.  Die 
Lichtwellen,  die  ihn  treffen,  können  dann  theils  als  einfallende  theils 
als  reflectirte  bezeichnet  werden  (gebrochene  sind  nach  der  gemachten 
Voraussetzung  nicht  vorhanden);  sie  sind  einfallende,  wenn  sie  nach 
der  Grenze  hinlaufen,  reflectirte,  wenn  sie  von  der  Grenze  fortgehen. 
Man  denke  sich  durch  den  Punkt  0  eine  Ebene  gelegt,  die  parallel 
dem  unendlich  nahen  Element  der  Grenzfläche  ist;  diejenigen  von 
jenen  leuchtenden  Punkten,  die  auf  der  einen  Seite  dieser  Ebene 
liegen,  bilden  die  einfallenden  Wellen,  die,  welche  auf  der  andern 
Seite  liegen,  die  reflectirten.  Es  beziehe  sich  9^  auf  jene,  q>r  auf 
diese  und  q>  auf  die  ganze  Bewegung;  dann  ist 
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Zugleich  gelten  zwischen  tp^  und  9^  die  fQr  eine  ebene  Grenze  aut- 
gestellten Gleichungen  I  wenn  das  einfallende  Licht  aus  nicht  mehr 
als  einem  Wellensysteme  besteht,  und  es  gelten  die  eotsprechendeLi 
oben  bezeichneten  Gleichungen  im  anderen  Falle.  Das  erste  findrt 
überall  statt,  wenn  die  Lichtquelle  ein  leuchtender  Punkt  am  Orte  1 
und  wenn  die  Oberfläche  des  Körpers  überail  convex  ist.  Die  gaoz»- 
Oberfläche  liegt  dann  auf  derselben  Seite  einer  solchen  Ebene. 
die  leuchtenden  Punkte  in  ihr  können  dann  immer  nur  etwas  zu  ^r^ 
aber  nie  etwas  zu  9,  beitragen;  9«  ist  ausschliesslich  durch  den 
leuchtenden  Punkt  1  bestimmt,  und  zwar  ist  entweder  q>,  — '  q>*  od«fr 
9>«s=0.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Kegelfläche,  die  ihre  Spitze  in  1  hat 
und  die  Oberfläche  des  Kt>rpers  berührt,  so  theilt  die  Berührungslinic 
diese  in  zwei  Theile,  Ton  denen  der  eine  dem  Punkte  1  zugewandt, 
der  andere  Ton  diesem  abgewandt  ist;  für  ein  Element  ds  des  ersten 
Theils  ist  dann  97«  e»  97*,  für  ein  Element  des  zweiten  9«  «»  0.  Für 
den  ersten  Theil  ist  daher 

9  —  9«  +  9^r  —  9*(.'^  +  <'9*('  +  y^ 

für  den  zweiten  Theil  ist 

Dabei  ist  der  Korper  als  undurchsichtig  vorausgesetzt,  nur  dann  können 
wir  das  Nichtvorhandensein  einfallender  Lichtwellen  in  seinem  Innern 
annehmen.     Nach  der  Gleichung 

kann  man  nun  97  fQr  jeden  Punkt  des  durchsichtigen  Raumes  berechnen. 
Wir  wollen  das  thun,  nachdem  wir  den  betrachleton  Fall  noch  weiter 
specialisirt  haben.  Es  giebt  undurchsichtige  Körper,  welche  von  auf- 
fallendem Lichte  nichts  Merkliches  reflectireu,  das  sind  die  schwarztn 
Körper;  ein  solcher  schwarzer  Körper  möge  der  dem  leuclileud«»n 
Punkte  1  gegenübergestellte  sein;  dann  ist  c  =  0,  also  ist  für  den 
dem  Punkte  1  zugewendeten  Theil  der  Oberfläche 

während  für   den   abgewendeten    wie  im    allgemeinen    Falle   q>  und 

^l   verschwinden. 

Um  nun   q>Q  berechnen   zu   können,   müssen   wir    uns   erinnern, 
dass  nach  (12) 

«-/i,N('-?)-;7^('-:').   /v."ä 


also 


§  4.    Beweis  eines  Hfilfssatzes.  33 

ist,  wo  in  dem  ersten  Gliede  die  Differentiation  nach  N  so  ausgeführt 
werden  muss,  dass  allein  r^,  wo  es  explicite  auftritt,  als  variabel 
anzusehen  ist. 

Wir  wollen  zuerst  annehmen 

y*_±co8(^-4)2«;  (16) 

für   jedes  Element  ds  des  dem  Punkte  I  zugewandten  Theiles   der 
Oberfläche  ist  dann 

^''('-^)-Tr^-('4^-T)2- 

W  (^  "(' -  t))  — iv^  Ä  -  (H^  -  t)2' 

+^5(is-w)-(n-^-T)2«- 

Für  alle  Punkte  des  zweiten  Theiles  der  Oberfläche  ist  iß  =  0, 
und  daher 

wo  die  Integration  nur  über  den  ersten,  d.  h.  den  dem  leuchtenden 
Punkte  zugewendeten,  Theil  der  Oberfläche  auszudehnen  und  für  i^ 
der  eben  abgeleitete  Werth  zu  setzen  ist. 

§4. 

Das  Integral  (18),  welches  wir  jetzt  auszuführen  haben,  erhält  in 
Folge  davon,  dass  k  unendlich  klein  ist,  im  Allgemeinen  einen  Werth, 
der  sehr  leicht  anzugeben  ist,  wie  wir  nun  zeigen  wollen.  Zu  diesem 
Zwecke  beweisen  wir  zunächst  den  folgenden  Hülfssatz: 

Bezeichnet  F(^  eine  Function  von  i,  die  stetig  ist  innerhalb 
desjenigen  Intervalles,  in  welchem  g  von  g^  bis  g'  wächst,  und 
d  eine  Constante,  so  verschwindet  das  Integral 


(17) 


"-f 


r 

^sin(^g  +  *)rfg. 


wenn  k  unendlich  gross  wird. 
Zum  Beweise  gebrauchen  wir  ähnliche  Betrachtungen,   wie  sie 
Dirichlet  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Fourier'sche  ßeihe  benutzt 

Kirchhoff,  Optik.  3 
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hat.    Wir  bezeichnen  die  Werthe  von  t  zwischen  ^  und  i\  für  welche 

sin  (>te  +  d)«0 
isty  der  Reihe  nach  durch 

SO  dass  allgemein 

ist;  dann  lässt  sich  unser  Integral  als  die  Summe  von  (m  -{-  1)  ähn- 
lichen darstellen,  deren  Grenzen  je  zwei  aufeinander  folgende  Glieder 
der  Reihe 

So  >  «i ;  »2 '  ••••>«»»>£ 

sind,  und  deren  absolute  Werthe  mit 

bezeichnet  werden  mögen.  Wir  wollen  nun  zunächst  voraussetzen,  dass 

dF 

-j^  zwischen  gg  und  g'  nie  negativ  ist;  dann  ist 

+  Ä  =  «0  —  «i  4*  ^^2  ""  •  •  •  +  ^mi    wenn  m  gerade, 

=  00  —  ö|  +  «2  —  *  •  •  —  ötm»    wenn  m  ungerade  ist, 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  gilt,  je  nachdem   sin  (At^q  -f~  ^) 

positiv  oder  negativ  ist.  Setzen  wir  ferner  voraus,  dass  -^r-  bei 
wachsendem  S  stets  abnimmt  oder  coustant  bleibt,  so  ist 

^i  ^  ^2  ^  •'  *  ^  um- 
schreibt man  also  das  zu  untersuchende  Integral  in  der  Form 

H-  Ä  =  Äo  —  (flfi  —  flj)  —  • (flfro-i  —  flfm),    wenn  m  gerade, 

=  ÜQ  —  (a,  —  Ö2)  ~"  •  •  •  —  ^my    wenn  m  ungerade  ist, 

so  ergiebt  sich 

schreibt  man  es  dagegen 

-j-  Ä  =  öTq  —  öl  +  (^2  ~  ^3)  +  •  •  •  +  ^m;  wenn  m  gerade, 

—  «0  —  «1  +  («2  —  Ö3)  + h  l^m-i  —  «m);  wenn  m  ungerade, 

so  erhält  man 

Es  sind  aber  a^  und  a^  die  absoluten  Werthe  des  Integrals  R,  ge- 
nommen zwischen  den  Grenzen 

i^  und  g,         und        gj  und  g^, 

und  diese  sind  wiederum  kleiner  als  die  Werthe  von 


s 


zwischen  denselben  Grenzen  genommen,  d.  h.  von 

F{i,-)-F{t,)    und     /-Xg,)  _ /'(g,). 
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Beide  DiiFerenzen  nähern  sich  mit  wachsendem  k  der  Null;  weil 
dann  gj  —  1^  sowie  £2  —  Si  unendlich  klein  werden ,  und  F(X)  stetig 
ist;  also  verschwindet  R^  wenn  h  unendlich  gross  wird. 

Machen  wir  jetzt  statt  der  Annahme,  dass     ,.    zwischen  g^  und 

g'  nie  negativ  ist,  die^   dass  es  nie  positiv  ist;   oder  statt  der  An- 

/2  J5'' 

nähme,  dass  —.j  mit  wachsendem  g  immer  abnimmt,  die,  dass  es 

immer  zunimmt,  so  lehren  ganz  ähnliche  Betrachtungen,  dass  R  für 

Xr  =  00  verschwindet.    Geht  endlich  -rz-  eine  endliche  Zahl  von  Malen 

vom  Abnehmen  ins  Zunehmen  über  und  umgekehrt,  und  wechselt  es  eine 
endliche  Zahl  von  Malen  sein  Vorzeichen,  so  kann  man  R  als  Summe 
einer  endlichen  Zahl  von  Integralen  darstellen,  deren  jedes  hiernach  für 
Ar  =a  cx)  verschwindet.  Es  verschwindet  also  auch  dann  Ä,  wenn  h  ins 
Unendliche  wächst. 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt  leicht  auch  der  folgende: 

/7  TP 

Ist  -jtT  in  dem  Intervall  von  6= So  ^^  6=*5'  stetig,   so  ist 
für  A:  =  00 

R^^kJ ^.f-^\n{n+d)di=-[^-^co^{n^8)'^^  (19) 

Co 

In  der  That  wird  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  durch  partielle 
Integration 

und  das  neue,  hier  auftretende  Integral  verschwindet  für  A:  =  00 
nach  dem  vorigen  Satze. 

Auf  die  beiden  Formen  R  und  Ry^  lassen  sich  nun  die  Integrale 

bringen,  in  die    1  Hds  in  (18)  sich  zerlegt,  wenn 

gesetzt  wird,  wie  jetzt  nachgewiesen  werden  soll. 

£s  sei  ds  ein  Elemeut  einer  stetig  gekrümmten,  vollständig  be- 
grenzten Fläche  s,  r^  und  r^  die  Entfernungen  des  Elementes  von 
zwei  festen  Punkten  1  und  0,  g  «=s  r^  +  Tq  und  G  eine  sich  stetig 
ändernde  Function  des  Ortes  von  ds]  es  soll  der  Werth  untersucht 
werden,  den  das  Integral 


/ 


ö  sin  (Arg  +  d)ds 


annimmt,  wenn  k  unendlich  gross  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  stelle  man   sich  die  Flächen  g  »=  const.  vor, 
d.h.  die  Rotationsellipsoide,   deren  Brennpunkte  1   und  0  sind,   und 

3* 
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ihre  Schuittlinien  mit  der  Fläche  s.  Man  zeichne  eine  beliebige  von 
diesen,  in  der  t='  Z  sein  möge,  vor  den  übrigen  aus,  und  definire 
F{t,)  durch  die  Gleichung 

F{t)'^±   C Gds,  (20) 

wo  die  Integration  über  den  Theil  der  Fläche  s  zwischen  den  Linien 
g  BS  Z  und  g  «=  g  zu  erstrecken  und  das  positive  oder  negative  Vor- 
zeichen zu  wählen  ist,  je  nachdem  i  >  Z  oder  g  <  Z  ist,  so  dass, 
wenn  z.  B.  G  positiv  ist,  F  mit  £  wächst,  mag  {;  grösser  oder  kleiner 
als  Z  sein.    Bei  dieser  Festsetzung  ist,  wenn  d^  positiv  gewählt  wird, 

^^^dl^Jcds,  (20  a^ 

WO  die  Integration  über  den  Theil  der  Fläche  s  zwischen  den  beiden 
Schnittlinien  auszudehnen  ist,  die  den  Werthen  von  t  und  g  -^  d( 
entsprechen.  Ist  gg  ^^^  kleinste,  i'  der  grosste  Werth  von  i  in  der 
Fläche  s,  so  ist  also 

Jg  sin  Qci  +  ö)ds  =  y    df  ^^^  t*S  +  *^^S, 

d.  h.  gleich  dem  Integrale  R\  es  verschwindet  daher  nach  dem  voraus- 
geschickten Satze,  falls  Fi^)  in  der  Fläche  s  stetig  ist,  sich  also  un- 
endlich wenig  ändert,  wenn  t,  unendlich  wenig  wächst.  Da  G  als 
stetig,  also  auch  als  endlich  vorausgesetzt  ist,  so  ist  diese  Bedingung 
nach  der  Definition  von  F  gleichbedeutend  mit  der,  dass  für  keinen 
endlichen  Theil  der  Fläche  $   i  constant  ist.    Diesem  Integrale  gleich 

wird  der  erste  Theil  von  1  ds&l  in  (18),  wenn  man 

rifo   ^n    cN  To    öN/^  T  '2 

setzt;  es  ist  also  bewiesen,  dass  dieser  verschwindet,  falls  für  keinen 
endlichen  Theil  von  s    r,  +  ''o  constant  ist. 

/ 

h  JG^\n{H+ö)ds, 
wenn  man  (21) 

^'  =   r\r,  (y^   -    di)'     *=  -  ^  2;r 

setzt;  durch  Einführung  von  F{^  und  mit  Berücksichtigung  des 
zweiten  Hülfssatzes  dieses  Paragraphen  verwandelt  sich  dasselbe  in 


Der  zweite  Theil  von   1  dsSl  nimmt  die  Form  an 


t 


f^Jsin  {H  +  <J)rfg=  -  [  j|'cos(/;g  +  (J)][,         (21a) 
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falls   -jY^  in  der  Flache  s  sich  stetig  mit  J  ändert.     Unstetig  kann 

^p  nach  (20a)  nur  werden: 

1)  wenn  für  einen  endlichen  Theil  der  Grenze  von  s    g  ^  const.  ist,- 

2)  wenn  .für  einen  Punkt  von  s  e?5  =  0  ist,  d.  h.  wenn  g  keine 
Aenderung  erleidet,  falls  der  bezügliche  Punkt  irgend  wie 
unendlich  wenig  auf  der  Fläche  s  verschoben  wird. 

Es  mag  gleich  hier  erwähnt  werden,  dass  der  zweite  Fall  eintritt, 
wenn  die  Fläche  $  von  einem  der  Rotationsellipsoide  {;=  const.  berührt 
oder  wenn  sie  von  der  geraden  Verbindungslinie  von  1  und  0  ge- 
schnitten wird  (vgl.  III.  Vorlesung  §  2).  Schliessen  wir  alle  diese 
Fälle  vorläufig  aus,  so  hat  die  Gleichung  (21a)  Gültigkeit,  und  aus 
dieser  folgt  weiter,  dass  der  Ausdruck  (21)  verschwindet.  Unter  den 
gemachten  Voraussetzungei)  liegen  nämlich  die  Punkte,  für  die  t'=to 
und  g  =  5'  ist,  nothwendig  in  der  Grenze  von  s,  und  für  jeden  von 

ihnen  ist  1  ds  und  daher  auch  /  Gas  von  höherer  Ordnung  unendlich 

klein  als  d^^   woraus  folgt,  dass  für  beide  Punkte  ^  =  0  ist,   und 

mithin  auch  der  zweite  Theil  von  j  dsSl  verschwindet. 

Somit    haben  wir  gezeigt,  dass    IdsSl,    ausgedehnt    über  die 
Fläche  Ä,  für  k  =  oo  verschwindet,  falls 

1)  für  keinen  endlichen  Theil  der  Fläche  oder  ihrer  Grenze 
Tj  4"  '*o  constant  ist, 

2)  die  Fläche  von  keinem  der  Ellipsoide  ^i  +  ^o  =  const.  be- 
rührt, und  endlich 

3)  diese  nicht  von  der  geraden  Verbindungslinie  der  Punkte 
1  und  0  geschnitten  wird. 

Einige  der  hier  genannten  Einschränkungen    des  Satzes,    dass 

I  dsSl  verschwindet,  lassen  sich  aber  noch  als  unnöthig  erweisen.  Wir 

haben  gesehen,  dass  dieses  Integral  für  irgend  eine  geschlossene  Fläche, 
die  keinen  der  Punkte  1  und  0  umschliesst,  verschwindet,  wenn  die  Nor- 
male N  überall  nach  Innen  oder  überall  nach  Aussen  gekehrt  ist.  Denken 
wir  uns  nun  zwei  Flächen ,  die  durch  dieselbe  geschlossene  Linie  be- 
grenzt sind,  und  zwischen  denen  weder  1  noch  0  liegt,  und  nehmen 
wir  N  für  die  eine  nach  dem  Inneren,  für  die  andere  nach  dem 
Aeusseren  des  von  beiden  begrenzten  Raumes  gerichtet  an,  so  folgt 

hieraus,  dass    /  dsSl  für  die  eine  Fläche  so  gross,  wie  für  die  andere 

ist.  Hat  also  unsere  Fläche  s  die  Eigenschaft,  dass  für  einen  end- 
lichen Theil  derselben  r,  +  r^  =  const.  ist,    so    lässt  sie  sich   ohne 
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AenderuDg  des  Werthes  von  j  dsSl  ersetzen  durch  eine  andere  gleich- 
begrenzte,  die  diese  Eigenschaft  nicht  hat.  Wird  die  Fläche  s  durch 
eines  der  Ellipsoide  r^  -{-  Tq'^  const.  berührt ,  so  lässt  sie  sich  ebenso 
durch  eine,  bei  der  eine  solche  Berührung  nicht  vorkommt,  ersetzen. 
Daraus  folgt  dann,  dass  unser  über  s  ausgedehntes  Integral  ver- 
schwindet, falls 

1)  für  keinen  endlichen  Theil  der  Grenze  r^  -f~  ^o  constant  ist, 
und 

2)  die   Fläche   s   nicht   von   der  geraden  Verbindungslinie   von 
1  und  0  geschnitten  wird. 

Den  ersten  dieser  Ausnahmefälle  wollen  wir  einstweilen  aus- 
schliessen;  welchen  Werth  unser  Integral  in  dem  zweiten  hat,  lässt 
sich  dann  leicht  angeben. 

Für  eine  geschlossene  Fläche,  die  den  Punkt  1  umschliesst,  den 
Punkt  0  aber  ausschliesst,  ist,  wie  wir  im  §  2  gesehen  haben, 


/  dsSl  =  43t(p*y 


wenn  an  ihrer  Oberfläche  g>  =  y*,  ö;S"*ö^  und  wenn  die  Nor- 
male iV^  nach  Aussen  gekehrt  ist.  Es  werde  nun  die  Fläche  s 
einmal  von  der  von  1  nach  0  gezogenen  Geraden  geschnitten, 
und  mit  dieser  Linie  bilde  die  Normale  iV^  im  Schnittpunkt  einen 
spitzen  Winkel.  Man  ergänze  s  zu  einer  geschlossenen  Fläche  der 
eben  bezeichneten  Art  so,  dass  die  Ergänzung  von  der  Geraden 
1,  0  nicht  geschnitten  wird;  das  über  die  Ergänzung  genommene 
Integral  ist  dann  Null  wie  soeben  bewiesen  vnirde ;  also  ist  das  über  s 
genommene  Integral  nachdem  ebenerwähnten  Satze  <=43r9>*.  Hat 
die  Normale  N  die  entgegengesetzte  Richtung,  bildet  sie  also  einen 
stumpfen  Winkel  mit  1,0,  wie  in  dem  sogleich  zu  betrachtenden 
Falle,  so  ist  der  Werth  des  Integrals  der  entgegengesetzte.  In  dem 
Grenzfalle,  dass  jene  Gerade  durch  die  Grenze  von  s  hindurch  oder 
unendlich  nahe  an  ihr  vorbeigeht,  bleibt  der  Werth  des  Integrals 
einstweilen  unbestimmt.  Auch  diesen  Fall  wollen  wir  für  jetzt  aus- 
schliessen. 

Dass    /r/5Ä«=  +  43r9*  oder  =  0  in  den  drei  unterschiedenen 
Fällen  ist,  haben  wir  unter  der  Annahme  bewiesen,  dass 

(p*  =  lcos(^i- j,)2jr 

ist.  Bei  der  Art,  wie  £1  aus  (p*  zu  berechnen  ist,  gilt  dasselbe  aber 
auch,  wenn  dieser  Ausdruck  mit  einer  Constanten  multiplicirt,  zu  t 
in  ihm  eine  Constante  hinzugefügt,  wenn  er  ferner  beliebig  oft  nach 
^it  y\}  ^1  differenzirt  und  die  Summe  so  gebildeter  Ausdrücke  dem 
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9>*  gleichgesetzt  wird,  d.  b.  jene  Gleichungen  gelten  auch,  wenn 
9>*  den  allgemeinen  Ausdruck  hat,  den  wir  schrieben 

R  cos  CJ-  _  ±)  2«  +  ^  sin  (^  -  |-)  2  n , 

d.  h.  den  allgemeinsten  Ausdruck  einer  Verrückungsfunction,  die  sich 
auf  einen  leuchtenden  Punkt  am  Orte  1  bezieht. 

§5. 

Kehren  wir  nun  zu  der  VorstelluDg  zurück,  dass  ein  schwarzer, 
durch  eine  convexe  Oberfläche  begrenzter  Korper  dem  Lichte  des 
leuchtenden  Punktes  1  in  den  Weg  gestellt  ist.  Wir  haben  ge- 
funden, dass  dann 

ist,  wo   j  ds  Sl  das  eben  berechnete  Integral ,  ausgedehnt  über  den 

dem  Punkte  1  zugewandten  Theil  der  Oberflsiche  des  Korpers  ist. 
Wird  dieser  Theil  nicht  geschnitten  von  der  von  1  nach  0  gezogenen 
Linie,  so  fanden  wir 

fds  a  =  0 , 
also  ist 

wird  er  geschnitten,  so  war 

ds  Sl  =  —  4t3tq>Q*, 

da  hier  die  nach  Aussen  gerichtete  Normale  N  in  jenem  Schnitt- 
punkte mit  der  Geraden  1 ,  0  einen  stumpfen  Winkel  bildet,  also  ist 

Da  man  unter  <p  irgend  eine  der  Yerrückungen  u^  v^to  verstehen 
kann^  so  ist  hierdurch  ausgesprochen,  dass  in  dem  ersten  der  beiden 
unterschiedenen  Fälle  die  Lichtbewegung  im  Punkte  0  dieselbe  ist, 
wie  wenn  der  schwarze  Körper  fehlte,  im  zweiten  am  Orte  von  0 
Dunkelheit  stattfindet.  So  ha\  uns  die  Rechnung  auf  die  bekannte  That- 
Sache  gefühi-t^  dass  der  schwarze  Körper  einen  Schatten  wirft,  in  dem 
das  Licht  überall  yemichtet  ist,  und  dass  ausserhalb  des  Schattens  das 
Licht  der  Quelle  nicht  verändert  ist.  Bildet  der  schwarze  Körper  einen 
kleinen  Schirm,  welcher  den  leuchtenden  Punkt  rings  umgiebt  und  nur 
eine  unendlich  kleine  Oeffnung  frei  lässt,  deren  Dimensionen  aber  un- 
endlich gross  gegen  die  Wellenlänge  sind,  so  wird  ausserhalb  des  Schirmes 
in  allen  Punkten  der  von  dem  leuchtenden  Punkte  ausgehenden  und 
durch  die  kleine  Oeffnung  hindurch  gelegten  Geraden,  und  nur  in  diesen 
Licht  vorhanden  sein,  und  dieses  wird  in  allen  Punkten  verschwinden, 
sobald  ein  schwarzer  Schirm  dicht  vor  die  Oeffnung  geschoben  wird. 


ß 
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Eine  geometrische  Gerade^  dereu  Punkte  in  dieser  Beziehung  zu  einander 
stehen,  wollen  wir  einen  Strahl  nennen ;  wir  können  dann  das  in  dieser 
Vorlesung  abgeleitete  Resultat  auch  so  ausdrücken,  dass  das  Licht  in 
geradlinigen  Strahlen  besteht,  die  unabhängig  von  einander  sind. 
Handelt  es  sich,  wie  hier,  um  Licht,  welches  direct  Yon  einem  leuch- 
tenden Punkte  ausgegangen  ist,  so  sind  die  Strahlen  die  von  dem- 
selben ausgehenden  und  durch  ihn  begrenzten  Linien. 

Es  werde  daran  erinnert,  dass  wir  bei  unserer  Rechnung 
vorausgesetzt  haben,  dass  nicht  für  einen  endlichen  Theil  des  Ran- 
des von  s  r^  •\-  r^  constant  ist,  und  dass  die  Gerade  1,  0  nicht 
unendlich  nahe  bei  diesem  Rande  vorbeigeht.  Ist  eine  dieser  Vor- 
aussetzungen nicht  erfüllt,  so  treten  in  der  That  auch  Erschei- 
nungen auf,  welche  jenem  Satze  nicht  gemäss  sind,  die  sogenannten 
Beugungserscheinungen  j  mit  denen  wir  uns  später  zu  beschäftigen 
haben  werden,  und  deren  Theorie  schon  in  den  Formeln,  die  wir 
aufgestellt  haben,  enthalten  ist. 

Ist  die  Oberfläche  des  schwarzen  Körpers  nicht  überall  convex, 
sondern  irgendwie  gestaltet,  so  genügt  man  den  für  seine  Oberfläche 
zu  erfüllenden  Bedingungen 

9,,  =  0.     g5  =  ^'  (22) 

indem  man  für  alle  Punkte,  in  denen  die  Oberfläche  zum  ersten 
Mate  von  den  von  1  aus  gezogenen  Geraden  geschnitten  wird 

für  alle  anderen  Punkte  der  Oberfläche  aber 

9  =  0        |j^--0 

setzt.     Unter  dieser  Annahme  folgt  nämlich  aus  dem  am  Ende  des 

vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Satze,  dass  das  Integral  j  dsSl,  aus- 
gedehnt über  die  ganze  Oberfläche,  verschwindet,  wenn  der  Punkt  0 
unendlich  nahe  an  dem  ersten  Theile,  und  dass  es  —  4n<pQ*  ist, 
wenn  der  Punkt  0  unendlich  nahe  an  dem  zweiten  Theile  der  Ober- 
fläche gewählt  wird,  woraus  sich  dann  mit  Hülfe  von  (13)  die  Glei- 
chungen (21)  für  die  ganze  Oberfläche  ergeben. 

Aus  der  eben  erwähnten  Gleichung  folgt  aber  weiter,  dass,  wo 
auch  der  Punkt  0  in  dem  durchsichtigen  Mittel  sich  befinde,  <Pq  =  g>Q* 
ist,  falls  die  gerade  Verbindungslinie  von  1  und  0  die  Oberfläche  des 
Körpers  nicht  trifft,  und  q>Q  =3  0,  falls  diese  Linie  die  Oberfläche 
zweimal  oder  öfter  schneidet,  und  damit  sind  die  vorher  gefundenen 
Sätze  über  die  Einwirkung  eines  schwarzen  Körpers  auf  das  Licht 
eines  leuchtenden  Punktes  auch  in  diesem  allgemeinen  Falle  bewiesen. 


Dritte  Vorlesang. 

EinwirkuDg  eines  nicht  schwarzen  Körpers  auf  das  Licht  eines  leuchtenden 
Punktes.  —  Bildung  der  reflectirten  Lichtstrahlen.  —  Brennpunkte  derselben. 
—  Untersuchung  eines  unendlich  dünnen  reflectirten  Strahlenbundels.  —  Be- 
ziehung desselben  zu  seiner  Wellenfläche.  —  Reelles  und   virtuelles  Bild  eines 

leuchtenden  Punktes. 

§  1- 

Wir  untersuchen  nun  die  Wirkung  eines  nicht  schwarzen  Körpers 
auf  das  Licht  eines  leuchtenden  Punktes.  Wir  haben  diesen  Fall 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Körper  undurchsichtig  ist;  in  §  3 
der  zweiten  Vorlesung  in  Betracht  gezogen  und  als  die  Bedingungen, 
die  an  der  Oberfläche  s  desselben  zu.  erfüllen  sind,  die  Gleichungen 

g>  =  g>*{t)  +  c(p*{t  +  y) 

djp_  _  _a<p* W   __  ^  dq>*{t  +  Y)  (1) 

'öN  ~     TN'         ^        dN 

für  den  Theii  von  s  aufgestellt,  der  dem  leuchtenden  Punkte  zuge- 
wandt ist;  während  die  Gleichungen 

für  den  abgewandten  Theil  der  Oberfläche  gelten.  Als  undurchsichtig 
hatten  wir  den  Korper  vorausgesetzt,  um  die  Annahme  zu  recht- 
fertigen, dass  in  dem  Körper  keine  einfallenden  Wellen  vorhanden 
sind.  Die  Voraussetzung,  dass  der  Körper  undurchsichtig  ist,  wollen 
wir  jetzt  fallen  lassen  und  die  letzte  Annahme  nunmehr  dadurch  recht- 
fertigen, dass  wir  uns  den  Körper  in  eine  schwarze  Hülle  ein- 
geschlossen denken,  die  nur  einen  kleinen  Theil  der  dem  leuchtenden 
Punkte  zugewandten  Oberfläche  desselben  frei  lässt,  einen  Theil,  den 
wir  jetzt  die  Fläche  s  nennen  wollen.  An  der  inneren  Seite  der  Hülle 
bilden  sich  dann  nirgends  reflectirte  Wellen,  in  Folge  dessen  kann 
die  Fläche  s  von  der  Seite  des  Körpers  her  von  keinen  einfallenden 
Wellen  getroffen  werden,  und  es  gelten  für  6^  auch  dann  die  Glei- 
chungen 
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,,  =  ^*U)  +  cv*^t  +  y),      {^  «  '-l*j;^   -  c  -^'•jy-''^  .     (2) 

Für  die  äussere  Seite  der  schwarzen  Hülle  ist,  soweit  sie  dem  leuch- 
tenden Punkte  zugekehrt  ist, 

uud  für  den  abgewandten  Theil 

Wäre  auch  die  Fläche  s  geschwärzt,  so  hätte  q>Q  eiuen  Werth,  den 
wir  nach  dem  Früheren  leicht  angeben  können,  und  den  wir  durch 
(pQ^  bezeichnen  wollen.  Wir  wollen  darauf  ausgehen,  die  Differenz 
9^0  —  9^0^  ^^  berechnen,  die  gerade  die  durch  die  Reflexion  an  der 
Fläche  s  bewirkte  Veränderung  Yon  <Pq  darstellen  muss.  Da  allge- 
mein die  üleichung  besteht 

so  wird 

4ä(9?o  —  O  =  J  ds{Sl  —  ßO),  (3) 

wo  die  Integration  jetzt  nur  über  die  Fläche  s  auszudehnen  ist,  und 
wo  sich  Sl^  auf  den  Fall  bezieht^  dass  auch  diese  geschwärzt  ist. 

Wir  müssen  uns  nun  daran  erinnern^  dass  in  (12)  der  vorigen 
Vorlesung 

gesetzt   war;   nach  (2)  und  (2a)  erhalten  wir  also  Sl  —  ^2**,    wenn 
wir  diesen  Ausdruck  von  £1  für 

bilden.     Ist  wieder 

9»-=^co8ß  --5.-)2;r,  (4) 

SO  wird  hiernach 

(-) 

(5) 


J  "^'irifo^rN  +  cN) "'^V— i i^pn. 

Diese  beiden  Integrale  sind  von  derselben  Form  wie  diejenigen  in 
(17)  der  zweiten  Vorlesung,  auf  die  wir  bei  der  Betrachtung  eines 
schwarzen  Körpers  kamen ;  ein  wesentlicher  Unterschied  ist  der,  dass, 

während  dort  die  mit  -..-^  und  -^^  behafteten  Glieder   in  jedem  der 

Integrale  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  auftraten,  sie  hier  durch 
Addition  verbunden  sind.    Die  a.  a.  0.  durchgeführten  Betrachtungen 
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zeigen,  dass  hier  wie  dort  das  erste  iBtegral  verschwindet,  also  fort- 
gelassen werden  kann,  wenn  für  keinen  endlichen  Theil  der  Fläche  s 
Tf  -f~  ^0  constant  ist;  ist  diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt,  so  ist  das- 
selbe allerdings  Yon  Null  verschieden,  auch  dann  kann  es  aber,  wenn  der 
Punkt  0  in  endlichem  Abstände  von  der  Oberfläche  sich  befindet,  gegen- 
über dem  zweiten  Integral  vernachlässigt  werden,  da  dieses  von  der 

Form  des  ersten  multiplicirt  mit  dem  unendlich  grossen  Factor  ~^- 

ist;  wir  erkannten  ferner,  dass  auch  das  zweite  Integral  verschwindet, 
wenn  für  keinen  endlichen  Theil  des  Randes  Tj  -{-  r^  constant  ist, 
und  die  Fläche  weder  von  der  Geraden  1,  0  geschnitten,  noch 
von  einem  EUipsoid  r,  -f-  r^  «=  const.  berührt  wird.  Endlich 
überzeugten  wir  uns  durch  iudirecte  Betrachtungen,  dass  es  einen 
von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  wenn  die  Fläche  s  von  der 
Linie  1,  0  geschnitten  wird,  dass  es  aber  auch  verschwindet,  wenn 
eine  Berührung  der  genannten  Art  stattfindet.  Hier  muss  sich  genau 
das  Umgekehrte  ergeben,  wie  aus  dem  durch  die  Erfahrung  bekannten 
Gesetze  für  die  Reflexion  der  Lichtstrahlen  hervorgeht.  Wir  wollen 
uns  davon  durch  directe  Rechnung  überzeugen. 
Es  sei  wieder 

wird  dann  ähnlich  wie  in  (21)  der  vorigen  Vorlesung 

^ ""  T;r~  \dN  '^  d-wJ^     ^  == T^  ^^ 

und  /» 

gesetzt,  so  verwandelt  sich  das  allein  zu  untersuchende  zweite  Inte- 
gral in  (5)  in 

kj  G  sin  {ki  +  d)ds  =  >t  r4f  s^^  (^ß  +  *)^S. 

Co 

Wird  der  Fall  ausgeschlossen^  dass  für  einen  endlichen  Theil  der 
Grenze  von  j;  ^  constant  ist,  so  verschwindet  jenes  Integral,  falls 
für  keinen  Punkt  der  Fläche  dt  verschwindet;  es  soll  jetzt  untersucht 
werden,  welchen  Werth  es  in  diesem  Falle  hat. 

§2- 
Es  sei  in  dem  Punkte  (x,  y,  z)  der  Fläche  5  </g  «=  0  für  eine  beliebige 
Verschiebung  desselben  auf  der  Fläche;  dann  bestehen  die  Gleichungen 

di dr^   ^     du  j  dg 

(7) 


dx          dx 

~  dx      ^  dx 

di          du 
dy         dy 

1  dr^        f  dg 
"^  dy        ^  dy 

dt          du 

dz   "^  dz 

'  cz              et 
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wenn  g{xyz)  <»  0  die  Uleichung  der  Fläche  s  ist,  und  L  einen  vorläufig 
nicht  weiter  bestimmten  Factor  bedeutet.  Wir  wollen  diese  Gleichungen 
noch  in  einer  anderen  Form  schreiben,  in  der  ihre  geometrische  Be- 
deutung deutlicher  hervortritt;  es  seien  er,,  /S, ,  y^  und  a^j  ß^^  y^  die 
Richtungscosinus  der  von  den  Punkten  1  und  0  nach  {x,  y,  z)  ge- 
zogenen Linien  und    a,  ß^  y   diejenigen  der  Normale  A^  im  Punkte 

{X,  y^  z)\  setzt  man  dann  noch 

1 


Z=  M' 


/(|f)'+(|pV(?f)* 

80  gehen  die  Gleichungen  (7)  über  in 

«j  -j-  «^  =  Ma 

ß,+ß,^Mß  (7  a) 

Y\  +  yü  =  ^Y  • 

Diese  drei  Bedingungsgleichungen  für  das  Verschwinden  von  dj^ 
können  in  zwei  wesentlich  verschiedeuen  Weisen  erfüllt  werden; 
entweder  durch 

^  =  0     und     «0  =  —  c, ,  /Jo  =  —  /J, ,  n  =  -  yi  > 

oder  dadurch  y  dass 

JU^O     und      |L:|I:|f-  =  |^-:|?-:|^ 

dx     dy      dz  ox      dy      dz 

ist.  Im  ersten  Falle  schneidet  die  Gerade  1,  0  die  Fläche  s  im  Punkte 
(Xf  yj  z),  im  zweiten  berührt  sie  ein  EUipsoid  {;  =»  const.  in  diesem 
Punkte.  Es  werde  jetzt  das  Coordinatensjstem  so  geändert,  dass 
der  Punkt  {x,  y,  z),  für  den  rfj;  =  0  ist,  der  Anfangspunkt  und  N 
die  z- Achse  wird.     Es  sollen   femer  die  Dimensionen  der  Fläche  s 

unendlich  klein,  aber  unendlich  gross  gegen  -r-  angenommen  wer- 
den; es  ist  ausreichend,  unser  Integral  unter  dieser  Annahme  zu 
berechnen,  da  sein  Werth,  wie  wir  schon  wissen,  durch  Hinzu- 
fügung  neuer  Theile  zu  s  nicht  geändert  wird.  Die  Gleichung  der 
Fläche  s  ist  dann  bekanntlich 

z  =  a^^x'^  +  2ay^xy  +  032^^»  (ß) 

wo  a^^,  a,2;  ^32  Oonstanten  sind,  und  zugleich  ist 

ds  =  dxdy . 

Um  die  Schnittlinien  der  Fläche  s  mit  den  Flächen  g  =  const.  zu 
finden,  muss  nun  der  Ausdruck  von  g  gebildet  und  nach  Potenzen 
von  X  und  y  entwickelt  werden.  Es  seien  Xq,  y^,  Zq  die  Coordinaten 
des  Punktes  0,  also  

seine  Entfernung  vom  Anfangspunkte,  dann  ist 
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Bezeichnet  mau  x  und  y  oder  die  Dimensionen  der  Fläche  s  als  unendlich 
klein  von  der  ersten  Ordnung  und  entwickelt  r^  bei  Benutzung  des  Aus- 
drucks von  z  in  (8)  bis  auf  Grössen  zweiter  Ordnung,  so  ergiebt  sich 

oder,  wegen 

9o  9o  9o 

»"o  =  Po  +  «0»;  +  /Joy  +  (.«II  a;'''  +  2a,ja;y  +  ajj.y')yo 
Setzt  man  entsprechend  (8  a) 


so  findet  man  ebenso 

Bei  dem  gewählten  Coordinatensjstem  ist  aber 

also  nach  (7  a) 

es  ergiebt  sich  daher  für  g  der  Ausdruck 

e  c=  r,  +  To  =  //„  +  ^,, a:^  +  2J^^^xy  +  ^^^J/'^  l^) 


wo 


^0   =  9i  +  9o 

^22  =  «22  (yi  +  yo)  +  '  Y^-^  (-^  +  ^;) 


(9a) 


gesetzt  ist.  Die  Schnittlinien  der  Flächen  g  =»  const.  mit  der  Fläche  s , 
oder  genauer,  ihre  Projectionen  auf  unsere  xy- Ebene,  sind  hiernach 
ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegelschnitte,  deren  Mittelpunkt  der 
Anfangspunkt  unserer  Coordinaten  ist.  Ihre  Gleichung,  bezogen 
auf  die  Hauptaxen,  sei 

t  -  Ao  =  ^,x^  +  ii,y\  (10) 

d.  h.  es  seien  fi]  und  fij  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(A,,  -  (i)  {A,,  -  fi)  -  A,^'^  =  0,  (10a) 

die  stets  reell  sind ,  da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  fQr  fi  =:  +  oo 
positiv,  für  (A  =^  A^^  oder  /n  =  ^^^  negativ  ist. 

Nehmen  wir  zunächst  an,    dass  ft,   und  ftj  ^^^  gleichem  Vor- 
zeichen, dass  die  Kegelschnitte  also  Ellipsen  sind.  Sind  ^^  und  fi^  positiv. 
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SO  ist  Af)  das  Minimum  von  g ,  sind  sie  negativ,  so  ist  es  das  Maximum ; 
im  ersten  Fall  ist  also  der  Flächeninhalt  der  Ellipse ,  die  einem  be- 
stimmten Werthe  von  {;  entspricht , 

im  zweiten 

wo  die  Wurzel,  wie  immer  die  Quadratwurzel  aus  einer  positiven 
Grosse,  positiv  verstanden  werden  soll. 

Nun  war  in  (20)  der  vorigen  Vorlesung 


nt)  =  ±f 


Gds 


gesetzt,  wo  die  Integration  über  den  Theil  der  Fläche  s  zwischen 
1=^  Z  und  S  =  S  auszudehnen  und  das  positive  oder  negative  Vor- 
zeichen zu  wählen  ist,  je  nachdem  t  >  Z  oder  %  <  Z  ist.  Wählen 
wir  also  hier  die  willkürliche  Grosse  Z  gleich  A^^  so  wird  für  Werthe 
von  Ij  bei  denen  die  entsprechenden  Ellipsen  ganz  innerhalb  der 
Fläche  s  liegen,  da  G  als  constant  betrachtet  werden  kann,  in  beiden 
fallen 


K/it 


t^t 


sein,  wo  G  den  Werth  dieser  Function  im  Coordinatenanfangs- 
punkte  bezeichnet. 

Fällt  kein  Theil  der  Grenze  von  s  mit  einer  der  Ellipsen  zu- 
sammen, so  ist  in  der  ganzen  Fläche  s    —ry-    stetig    und    daher    nach 

(19)  der  vorigen  Vorlesung 

C 

kj^-^^-  siu  (ki  +  S)dt  =  -  ['5f  cos(A-e  +  d)\ 

Unter  derselben  Voraussetzung  findet  der  zweite  Grenzwerth  von  { 
in  der  Grenze  der  Fläche  s  statt,  und  es  ist  für  ihn  -,^  es  0.  Der 
erste,  schon  in  Betracht  gezogene  Grenzwerth  von  g  ist  A^j  für  ihn  ist 

^l.  —  r-'^   - 
und  es  ergiebt  sich  in  diesem  Fall  das  zu  untersuchende  Integral 

/c 
4|:  sin  {ki  +  8)dt  =  +  Gj^  coB  [kA,  +  d),      (U) 

wo  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
fi}  und  fij  heide  positiv  oder  beide  negativ  sind. 
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§  3. 

Verwickelter  ist  die  RechDung,  wenn  /i^  und  ftj  ungleiches  Vor- 
zeichen haben,  die  Kegelschnitte   also  Hyperbeln  sind,  in  welchem 

Falle  -j^  bei  5  =  ^  unstetig  wird.    Dieser  Werth  von  g  findet  nach 

(10)  in  den  Linien  statt,  deren  Gleichungen 

sind;  wenn  die  Goordinatenachsen  die  Hauptachsen  sind  und  /ij  posi- 
tiv, fij  negativ  ist;  diese  Linien  sind  die  gemeinschaftlichen  Asymp- 
toten des  Systems  von  Hyperbeln  in  (10).  Die  reelle  Hauptachse 
der  einem  Werthe  von  ^  entsprechenden  Hyperbel  {allt  in  die  o;- Achse, 
wenn  i  —  A^  positiv,  in  die  y -Achse,  wenn  g  —  Aq  negativ  ist.  Wir 
wollen  hier  der  Fläche  s  eine  bestimmte  Gestalt  beilegen,  was  wir 
ja  nach  der  vorhin  gemachten  Bemerkung  dürfen,  nämlich  die  Ge- 
stalt eines  Rechtecks,  dessen  Seiten  die  Gleichungen 

a;  =  4-fl,    y  =  +  b 

haben,  und  dessen  £cken  auf  den  Asymptoten  liegen,  was  er- 
fordert, dass 

ist,  wo  c  eine  positive  Constaute  bedeutet,  die  gegen   j-  unendlich 

gross  sein  muss.  Setzt  man  wieder  jene  Constante  Z,  die  bei  der 
Definition  von  F(X)  vorkommt,  gleich  Aq  und  betrachtet  ebenfalls  G 
als  constant,  so  hat  man  für  g  >  ^ 

a 

yczÄo 

Daraus  folgt,  da  der  Differeutialquotient  des  bestimmten  Integrals 
nach  seiner  unteren  Grenze  verschwindet 

dF  ^    2G      /•"  dx 

oder  da 

ist,   so   ergiebt  sich   für  a:  «=»  z  l/  ^  ^\ 
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Ebenso  findet  man   fQr  £  <  ^, 

Nun  findet  der  kleinste  Werth  von  g  in  den  Punkten  (x  =  0.  y  — =  -f-  Z>) 
statt  und  ist  =  ^4^  —  c,  der  grösste  in  den  Punkten  (^  =+  ö,  y  •=»  ^) 
und  ist  =  ^Q  -f<  {:;  daher  hat  man 

kf%  8in '(Ag  +  d)rf6  =  C  ^_  *  I  /'log  ^+f;  +  ^^-^  «.n  ^^-5  +  -» "^ J 

+y'log^  +,^^_;:^+^sin  (A-6+  *^^5| 

Setzt  man  in  dem  ersten  dieser  beiden  Integrale 

in  dem  zweiten 

so  wird  dieser  Ausdruck 

0  

^G~^^  k  /log^'-+J^^--^(sin(A:g+A:^o+*)~8iK^^ 


0 


=  g  ,*--  Ar  sin  (A:^,  +  *)  /'log  ''--+>^'-  ^  cos  fcgrfS. 

Durch  partielle  Integration  findet  man  aber 

*  J  log  -  -^  -    ^  cos  A:  6  rfg  =  [  sin  A-  g  log       :r__ «J^^ 

»  (14) 

0  c 

-  Jsin  Ag  ^''g-log  (^c  +  /c  ^)  dg  +  If  "Y^  dl . 


0 


Das  erste  von  diesen  drei  Gliedern  ist  für  jeden  Werth  von  k 
gleich  Null,  da  der  in  den  Klammem  stehende  Ausdruck  sowohl  für 
g  =  c  als  für  g  =  0  verschwindet;  das  zweite  ist  von  der  Form  des 
Integrals  i2,  das  wir  in  §  4  der  zweiten  Vorlesung  untersucht  haben, 

und  verschwindet  daher  für  Ar=cx>,  da  log(^^c  +  J^c  —  5)  stetig  ist 
auch  bei  S  =  c,  obwohl  sein  Differentialquotient  hier  unendlich  wird. 
Setzen  wir  also 
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und  erwägen  y  dass  hc  unendlich  gross  sein  sollte,  so  geht  der  Aus- 
druck (14)  über  in 

-  du. 


1     /  sin 


t^au 


COS 


Um  den  Werth  dieses  Integrals  zu  finden ,  gehen  wir  aus  von  den 
Gleichungen 

u  =  —  I  e-*^^  sin  udu  —  a  j  er^^  cos  udu 

^«"»8inw*=a — al«-«"  sin  udu  +       /  e-"«**  cos  m</m, 
aus  denen  sich  ergiebt 


I  e?~""  sin  u 
1  tf-««*  cos  u 


,  „  „   a  sin  w  +  C08  u 

,  ^.,   sinu  — acost« 

du  =        ^~""  — 


1  +  a«         ' 
für  ein  positives  a  erhalt  man  daher  die  beiden  Gleichungen 


0 


«"«"  sin  tttf w  = 


/ 


(14a) 


«-««*  cos  wrfw  «=  7   ** 


1  +  a« 


Die  erste  von  diesen  Gleichungen  multipliciren  wir  jetzt  mit  da  und 
integriren  sie  von  0  bis  a;  dann  folgt 


sin  udu  «=  arctg  a , 


wo  der  Bogen  zwischen  0  und  -^  anzunehmen  ist     Lassen  wir   end- 
lieh  a  ins  Unendliche  wachsen ,  so  erhalten  wir 


/^sin  u 


sin  u     ,  n 

du  =  — 

u  2 

u 

Hiernach  ergiebt  sich  in  diesem  Falle  fQr  das  iu  untersuchende 
Integral  die  Gleichung 

k  |*4f  Bin  (H  +  S)dt  =  G  y^=^  sin  (k^,  +  ö).  (15) 

Co 

§4. 

Wir  wollen  noch  einen  anderen  Weg  angeben,  auf  dem  man 
die  in  (11)  und  (15)  abgeleiteten  Ausdrücke  für 

J^k  f  G  sin  {ki  + 8)  ds 
erhalten  kann.    Wir  hatten  gefunden 

Kirchhoff,  Optik.  4 
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und  wir  wollen  jetzt  die  Fläche  s  so  klein  annehmen ,  dass  für  sie 
die  Glieder  dritter  Dimension  in  x  und  t/j  obwohl  sie  mit  k  multi- 
plicirt  sind,  als  unendlich  kleiu  angesehen,  also  unter  dem  Sinus- 
zeichen fortgelassen  werden  können.  Führen  wir  statt  x,  y  neue 
Coordinaten  |,  17  ein,  deren  Axen  den  Hauptaxen  der  Kegelschnitte 
%  =  const.  in  (16)  parallel  sind,  so  ergiebt  sich 

A^^x'^  +  2A^^xy  +  ^5jy'  =  |[t,  g«  +  p^i^^ 
ds  ^=  dx  dy  ^=^  d^  dtj , 

und  das  zu  untersuchende  Integral  /  geht  über  in 

h  CCg  sin  {fcA,  +  (J  +  Ä(^,  I»  +  i^^ri'))  dl  drj, 

oder,  da  die  Fläche  $  als  unendlich  klein  angenommen  wurde,  in 

J=G  sin  {kA^  +  *)  f  fk  cos  k(fi^l^  +  (i^ri^)dl  dtj 

+  G  cos (kA^  +  d)  I'  jk sin  k{(i^l^  +  ii^rj^)  dl  dri, 

wo  der  Function  G  derjenige  Werth  beizulegen  ist,  der  ihr  im  Coor- 
dinatenanfangspunkte  zukommt. 
Endlich  setzen  wir  noch 

ykl  =  u,      j/kfi^Vf 

und  wählen  die  Fläche  s,  deren  Gestalt  in  gewissen  Grenzen  beliebig 
angenommen  werden  kann,  als  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  den  Axen 
der  l  und  rj  parallel  sind  und  für  dessen  Seiten  u  und  v  gleich  +  cx) 
sind;  es  ist  dies  eine  Festsetzung  über  die  Grössenordnung  der  Seiten,  ' 
welche  mit  der  oben  über  s  gemachten  Voraussetzung  nicht  im  Wider- 
spruch steht.    Dadurch  gehen  die  beiden  Doppelintegrale  in  (17)  über  in 

-4-»  +00 

dudv  cos  {fiiU^  +  ftjt'^) 


// 


und  (18) 

4-»    4-» 


I    j  du  dv  sin  (iixU^  +  ft^r 


'). 


OD 


Setzt  man  zur  Abkürzung 

6'  ==  I  du  cos  (lu^j 


OD 

-f-oe 


S  =  j  du  sin  ftw'. 


— 00 


und  bezeichnet  durch  einen  Index,  dass  die  Constante  (i  den  Werth  fi, 


§  4.    Einwirkung  eines  nicht  schwarzen  Körpers  auf  das  Licht.  51 

oder  fi,    besitzt,    so  erhält  man   durch   die  EDtwicklung  der  beiden 
Doppelintegrale  in  (18)  für  sie  die  Werthe 

C'i  v/j  ~~"  '^i  '^2  ♦  ^1  '^2  "T"  '^1  ^2  ' 

Im  §  1  der  siebenten  Vorlesung  werden  wir  uns  eingehend  mit 
dem  Werthe  derjenigen  Integrale  zu  beschäftigen  haben,  welche  sich 
aus  C  und  S  für  fi  =  1  ergeben,  und  wir  werden  hier  die  Gleichungen 

cos  v^dv  =  y  -Y 

(19) 

sin  v'^dv  =  Jr  -Y 


-1 


/ 


00 


ableiten.  Wir  wollen  von  diesem  Resultate  hier  schon  Gebrauch 
machen,  um  unsere  Integrale  C  und  5  für  einen  beliebigen  reellen 
Werth    von    ft    zu   berechnen.     Ist  nämlich  £  =  +  1 ,   je   nachdem 

fi  ^  0  ist,  so  ergiebt  sich  aus  diesen  Gleichungen  für 

V  =  y  €(i  •  u 

+  00  +00 

/  cos  /itt' ,  du^=^  £  I  sin  fi 2/^  .  du  =  l/  J'— , 


OD  — OD 


wenn  man  berücksichtigt,  dass 

cos  e^u*  B»  cos  (lu^,        sin  s^u^  =  £  sin  ^u^ 

ist. 

Sind  also  £^  und  £2.^^^  Werthe,  welche  £  für  /üj  und  fi^  annimmt, 
so  gehen  die  Integrale  (18)  beziehungsweise  über  in 

^1  ^2  ( 1  —  *i  «2)  *=  >,»/    -— -  ( 1  -  «1  ^2) 
und 

^1^2  (^2  +  *i)  =  ^—  (^2  +  ^1). 

Setzt  man  diese  Werthe  in  (17)  ein,  so  erhält  man 

•^=  ^^-^  -  ^^  (* ^0  +  *)(!-  ^1  ^2)  +  cos  (JcA,  +  S)  {£,  +  £,)]• 

Haben  also  fi,  und  ftj  gleiches  Zeichen,  ist  also 

* 

«1^2  =  +  1;  ^2  +  «l=  +  2» 

80  Wird 

J=±G  -^=  cos  (^^0  +  *),  (20) 

wo  das  positive  oder  negative  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je  nachdem 
£]  und  c,  beide  positiv  oder  beide  negativ  sind.    Haben  ^t^  und  ft.^ 

4* 
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aber  entgegengesetzte  Zeichen,  so  wird 

«2  +  ^1=0,  «,«j  =  — 1, 

und  map  erhält 

/=  +  (?_^— 8in(t4o  +  *).  (20a) 

Es  sind  dies  dieselben  Ausdrücke,  die  wir  in  (11)  und  (15)  gefunden 
haben  ohne  die  Voraussetzung,  dass  h  multipb'cirt  mit  der  dritten 
Potenz  der  Dimensionen  von  s  verschwindet.  Wir  schliessen  daraus, 
und  wir  werden  später  davon  Gebrauch  machen,  dass  auch  bei  einer 
grosseren  Fläche  s  diese  Entwicklung  von  k  (r^  -{-  r^)  unter  dem 
Sinuszeichen  erlaubt  ist,  die  unmittelbar  nur  bei  einer  gerade  so 
kleinen  gerechtfertigt  erscheint,  dass  nämlich  die  Theile  einer  grösseren 
Fläche,  für  welche  die  Entwicklung  nicht  richtig  ist;  nichts  Merk- 
liches zu  /  beitragen. 

§  5. 

Die  in  den  vorigen  Paragraphen  durchgeführten  Rechnungen  be- 
zogen sich  auf  das  Licht  im  Punkte  0,  welches  von  dem  leuchtenden 
Punkte  1  ausgegangen  ist  und  an  der  kleinen  Fläche  s  eine  Reflexion 
erlitten  hat  unter  der  Annahme 

Wir  hatten  schon  gesehen,  dass  die  durch  dieses  Licht  bedingte  Aende- 
rung  im  Allgemeinen  verschwindet;  zweifelhaft  war  das  nur,  wenn  es 
einen  Punkt  in  der  Fläche  giebt,  für  den  di  -=  d(r^  -f-  Tq)  in  der 
Fläche  s  verschwindet,  d.  h.  in  dem  diese  entweder  von  der  Geraden 
1,  0  geschnitten,  oder  in  dem  sie  von  einem  EUipsoid  ^  <»  const.  be- 
rührt wird.  Mit  diesen  Fällen  beschäftigte  sich  die  Rechnung.  Be- 
ziehen wir  nämlich  das  Zeichen  <Pq  jetzt  auf  das  reflectirte  Licht  im 
Punkte  0,  so  ist  nach  (5)  (11)  und  (15) 

4ä9>o  ===  ±  ^  i>*  -  cos  {kA^  +  *), 

wenn  die  Grossen  f«  dasselbe  Vorzeichen  haben,     (21) 

4ä9o  =        G  ,/— — ^  sin  {kA^  +  *), 

wenn  die  Grössen  ft  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben, 

^ J_  (du     1      dro\ 

UU  ^cN  "T"   aiV^y 

Dabei  war  das  Coordinateosystem  so  gewählt,  dass  der  betrachtete 
Punkt  der  Fläche  mit  dem  Coordinateuanfangspunkte,  seine  Normale 
mit  der  z- Achse  zusammenfällt.     Dann  wird  aber 
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weun  Pi  und  Qq  ,  wie  früher,  die  Entfernungen  von  1  und  0  vom  An- 
fangspunkte bezeichen,  und  aus  den  Gleichungen  (7  a)  ergiebt  sich  hier 

«i+ao  — 0,     /J1  +  /J0  — 0,     also     y^  =  +  y^J 

im  ersten  dieser  beiden  Fälle  verschwindet  aber  y^  ^  y^,  also  auch 
G,  hier  ist  also  stets  ^o^^^i  i'eflectirtes  Licht  ist  demnach  nur  im 
zweiten,  d.  h.  für 

«i  =  — «o;     /^i  — — /^o;     yi=yo  (21a) 

vorhanden.  So  haben  wir  das  bekannte  Gesetz  abgeleitet^  dass  der 
reflectirte  Strahl  in  der  Einfallsebene  liegt,  und  dass  der  Reflexions- 
winkel dem  Einfallswinkel  gleich  ist. 

Wir  transformiren  nun  die  für  9>q  gefundenen  Ausdrücke  (21), 
um  zu  erkennen,  in  welcher  Weise  (p^  von  ^q  abhängt,  wie  sich  also  die 
Lichtbewegung  in  einem  und  demselben  reflectirten  Strahle  ändert. 
Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  für  Aq  seinen  Werth  q^  -f-  Qq,  Von  Qq 
sind  aber  auch  ft|  und  ft,  abhängig.  Es  waren  dies  nämlich  die 
Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  (10  a) 

(^11  —  f*)(^22  —  f*)  —  ^12*  ~  ö, 
und  daraus  folgt 

f*lf*2  '^  -^11-^22  -^12   • 

Bringt  man  also  die  Grossen  ^,1,  ^,2;  ^22  ^^  (^a)  auf  die  Form 

^ii'^^u  +  ";^i     -^12  *=^i2  +  "j^i     -^22  *==  ^22  +  — ; 
wo  die  Grossen  b  und  c  von  Qq  unabhängig  sind  und 

ist,  so  ergiebt  sich 

Q^^l^xH  =  (^i(>o  +  ^ii)(*22Po  +  ^22)  -  (finQo  +  ^12)^        ,„. 
=  ipxxh2  -  ^2')(Po  -  fx){9,  -  /i)5  ^     ^ 

es  sind  dann  /*,  und  /'2  <1^^  Werthe  von  (»q,  die  der  quadratischen 
Gleichung 

(*ii  Qfi  +  ^11)  (*22  Po  +  ^22)  —  (^2^0  +  ^12)^  =  0 
genügen.  Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  negativ  für  9^  «  —  ^ 

und  für  Pa  =  —  ~^>  ^^  Po  •==  ^  erhält  sie  dagegen  den  Werth 

Ml  *^22  *^12  4  4     > 

wird  also  positiv;  ihre  Wurzeln  /i  und  /"j  sind  daher  stets  reell,  sie 
können  aber  positiv  oder  negativ  sein. 

Bedeutet  also  K  eine  gewisse  von  q^  unabhängige  Grosse,  so  er- 
giebt sich  aus  (21)  für  ^q  der  Ausdruck 
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flPo  «  ,, ~- — ■  COS  (Ar(p,  +  Qq)  +  d) 

oder  (23) 

und  man  erkennt,  dass  diese  Gleichungen,  falls  A^und  d  unbestimmt 
bleiben ;  auch  für  den  allgemeineren  Ausdruck  von  9*  gelten,  wenn 
man  berücksichtigt,  auf  welche  Art  qpo  aus  9*  gebildet  wird.  Das 
Vorzeichen  unter  der  Quadratwurzel  in  (23)  ist  so  zu  bestimmen,  dass 
die  Wurzelgrosse  reell  ist,  während  die  Wahl  des  Cosinus  oder  Sinus 
und  des  Vorzeichens  beim  Cosinus  bedingt  ist  durch  die  Vorzeichen  von 
^,  und  (1^2 .  Geht,  während  Qq  wächst,  eine  dieser  Grossen  durch  Null 
hindurch — und  das  findet  nach  der  Gleichung  (22)  statt,  wenn  Qq  durch 
einen  der  Werthe  f^,  f.^  hindurchgeht  —  so  ist  einer  der  Ausdrücke 
von  9o  mit  einem  andern  zu  vertauschen,  der  Sinus  mit  dem  Cosinus 

oder  umgekehrt,  der  Art,  dass  sich  die  Phase  sprungweise  um  ^  ändert. 

Die  Punkte  po'^A  ^°^  Po"=A  ^^^  reflectirten  Strahles  heissen  die  Brenn- 
punJcte  desselben;  aus  (23)  ergiebt  sich,  dass  in  ihrer  Nähe  die  Ampli- 
tude von  q>Q  unendlich  gross  wird,  und  zwar  wie  77^--    -  bezw.    - 

Wir  sehen  hier,  dass  sich  auf  einem  Strahle  eines  reflectirten  Bün- 
dels die  Bewegung  im  Allgemeinen  nach  einem  anderen  Gesetze  ändert 
als  bei  einem  Strahlenbündel,  welches  direct  von  einem  leuchtenden 
Punkte  herkommt  und  durch  eine  kleine  Oeffnung  eines  undurch- 
sichtigen Schirms  gegangen  ist.     Bei  einem  solchen  würden  wir  haben 

^0  =  -p;  ^;  cos  {k  (pj  -1-  Po)  +  *)  •  (23  a) 

Der  Punkt,  für  den  Po  "^  —  9\  ^^^;  ^*  ^*  ^^^  Ausgangspunkt  des 
Lichtes  entspräche  also  hier  den  beiden  Brennpunkten. 

Um  eine  klarere  Einsicht  in  die  Natur  des  reflectirten  Strahlen- 
bündels zu  erlangen,  müssen  wir  neben  dem  einen  Strahle  desselben, 
den  wir  bisher  ins  Auge  gefasst  haben,  auch  seine  Nebenstrahlen 
betrachten.  Der  Strahl,  auf  den  unsere  Untersuchungen  sich  bezogen, 
und  der  vom  Anfangspunkte  unseres  Coordinatensystems  nach  dem 
Punkte  0  geht,  nimmt  diesen  Weg,  da  für  o;  «=  ü  und  y  «=  0  df  in 
der  Fläche  s  verschwindet.  Ist  auch  noch  für  andere  Punkte  dieser 
Fläche  dg  =s=  0,  so  müssen  auch  von  diesen  reflectirte  Strahlen  nach 
dem  Punkte  0  gehen.     Die  Bedingung  hierfür  ist  also 

"äl"  (^1»^"^  +  2^,2^^  +  A^^y^)  «  0,     d.  h.     A^^x  +  A^^y  =  0 

a  (24) 

-^y  Wi^^  +  2>4,2a:y  +  A^^y-^)  =  0,  A^^x  +  A^^y  =  0. 

Diese  Gleichungen  können  erfüllt  werden,  ohne  dass  x  und  y  ver- 
schwinden, falls 
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ist,  denn  unter  dieser  Bedingung  wird  ihnen  durch 

y :4il  =  __  :4i« 

genügt.  Jene  Gleichung  aber  ist  diejenige,  welche  die  Brennpunkte  des 
zuerst  betrachteten  Strahles  bestimmt,  des  Hauptsirahles,  wie  wir  diesen 
nennen  wollen.  Fällt  also  der  Punkt  0  in  einen  dieser  Brennpunkte, 
so  gehen  durch  ihn  unendlich  viele  reöectirte  Strahlen,  und  zwar 
solche,  die  in  einer  den  Hauptstrahl  enthaltenden  Ebene  liegen.  Jedem 
Brennpunkte  entspricht  eine  solche  Ebene. 

Diese  beiden   Ebenen  stehen  senkrecht  auf   einander.     Um  das 
zu  zeigen,  setzen  wir  für  einen  Strahl  der  ersten  Ebene 

für  einen  der  zweiten  Ebene 

d.  h.  wir  nennen  i^,  ri^  und  ^2>  V2  die  Cosinus  der  Winkel»  welche 
die  Schnitte  dieser  beiden  Ebenen  mit  der  xy- Ebene  und  die  Achsen 
der  X  und  y  mit  einander  bilden.  Dann  bestehen  nach  (24)  die 
Gleichungen 

(*.2+^)^.+(*«+-^)'?,-0 
und 

aus  denen  durch  Elimination  der  Grössen  b  die  Gleichung 

abgeleitet  werden  kann,  falls  die  beiden  Brennpunkte  nicht  zusammen- 
fallen. Ersetzt  man  in  dieser  Gleichung  die  Coefficienten  c  durch 
ihre  Werthe,  so  ergiebt  sich  mit  Berücksichtigung  von  (21a) 

(1  -  V)S,S2  -  «o/'o(ii'?2  +  la'J.)  +  (1  -  /Jo')i?,i72  =  0 
oder 

^o  ^0  7  ßoi  yo  ^^^  früher  die  Eichtungscosinus  des  Hauptstrahles  be- 
deuten.   Nennen  wir  für  den  Augenblick  die  Richtungen 

K»  ^0»  yo)f   (611  ^o  0),   (gj,  i?27  0) 

die  Richtungen 

0,1,2 

so  lässt  sich  diese  Gleichung  schreiben 
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C08  (1,  2)  =  cos  (0,  1)  cos  (0,  2); 

stellen  wir  uus  also  das  sphärische  Dreieck  vor^  dessen  Ecken  den 
Richtungen  0,  1,  2  entsprechen,  so  spricht  sie  aus,  dass  dieses  bei  O 
rechtwinklig  ist^  und  das  ist  es,  was  bewiesen  werden  sollte. 

§6. 

Das  soeben  betrachtete  System  der  reflectirten  Strahlen  ist  ein 
unendlich  dönnes  Strahlenbündel,  bei  dem  im  Allgemeinen  durch 
jeden  unendlich  nahe  an  dem  Hauptstrahle  liegenden  Punkt,  ein 
Strahl  geht;  dessen  Richtung  unendlich  wenig  von  der  des  Haupt- 
Strahles  abweicht.  Aber  ihm  kommen  gewisse  Eigenthümlichkeiten 
zu,  die  nicht  jedes  Bündel  dieser  Art  besitzt.  Um  diese  zu  erkennen, 
untersuchen  wir  das  allgemeinste  unendlich  dünne  Strahlenbündel. 
Einen  beliebigen  Strahl  desselben  nehmen  wir  als  Hauptstrahl  und  zu- 
gleich als  z- Achse  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  an;  die 
Coordinaten  zweier  Punkte  eines  andern  Strahles  seien 

WO  Xq,  y^j  x^,  ^1  unendlich  klein  von  derselben  Ordnung  sein  sollen. 
Die  Gleichungen  dieses  Strahles  sind  dann 

X  ^  Xq  -f-  Z\^X^         Xq) 

y  =  yo  +  ^(y\  —  yo)- 

Wir  erhalten  nun  das  allgemeinste  unendlich  dünne  Strahlenbündel, 
wenn  wir  x^y  y^  als  Functionen  von  Xq,  y^  annehmen,  die  mit  diesen 
von  gleicher  Ordnung  unendlich  klein  sind  und  gleichzeitig  mit 
ihnen  verschwinden,  d.  h.  wenn  wir  setzen 

a?!  —  a^o  —  ax^  +  jS^o 

yi  — yo«-y^o  +  *yo' 

-wo  a,  ß,  y^  d  irgend  welche  Constanten  sind.  Die  Gleichungen  des 
Strahles  werden  hierdurch 

a;  «=  (1  +  ttz)x^  +  ßzy^ 

y^yzxQ  +  {l  +  dz)yQ.  ^    ^ 

Fragen  wir,  ob  es  ausser  dem  Hauptstrahl  noch  Strahlen  giebt, 
die  durch  einen  Punkt  (0,  0,  z)  desselben  hindurchgehen,  so  &iden 
wir  hierfür  die  Bedingung 

(1  +  az)(l  +  dz)  -  ßyz^  =  0.  (25a) 

Wenn  z  dieser  quadratischen  Gleichung  genügt,  so  haben  die  ge- 
dachte Eigenschaft  alle  Strahlen,  für  die 

ist;   es  sind  das  also  Strahlen,  welche  in  einer  gewissen  durch  die 
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z- Achse  gehenden  Ebene  liegen.  Es  giebt  zwei  solche  Punkte  auf 
dem  Hauptstrahl,  die  den  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  (25a)  für  z 
entsprechen,  und  die  wieder  die  Brennpunkte  des  Strahles  heissen. 
Dieses  Eesultat  stimmt  also  mit  dem  bei  unserem  reflectirten  Strahlen- 
bündel gefundenen  überein;  aber  während  dort  die  Brennpunkte 
stets  reell  sind,  können  sie  hier  auch  imaginär  sein,  da,  a,  ß,  y,  S 
ganz  beliebige  Werthe  haben  können ;  und  während  dort  der  Winkel 
zwischen  den  Ebenen  der  durch  die  beiden  Brennpunkte  gehen- 
den Strahlen  ein  rechter  ist,  kann  er  hier  jeden  beliebigen 
Werth  haben.  Sind  nämlich  z^  und  Zj  ^i®  Werthe  von  z  für  die 
beiden  Brennpunkte,  so  sind  die  Tangenten  der  Winkel,  welche  die 
genannten  Ebenen  mit  der  a;z- Ebene  bilden,  beziehungsweise 

a  H «  H 

—  ''     und    —         **  ■ 


Es  ist  daher 


ß         —  ß 

und  es  sind  —  und  —  die  Wvirzelu  der  Gleichung  (25  a)  für  -— 

(T+«)(T+^)-/'y  =  o- 

i  +  i — («+Ä) 

=a  ad  —  ßy. 

Daraus  findet  man  für  die  Tangente  des   Winkels  zwischen  beiden 
Ebenen  den  Ausdruck 

1 1^  

sich  ergiebt. 

Der  genannte  Winkel  ist  hiernach  dann  und  nur  dann  ein  rechter, 
wenn  ß  *^  y  ist,  welche  Bedingung  auch  immer  zur  Folge  hat,  dass 
Zj  und  Z2  reell  sind.  Die  Eigenthümlichkeit  des  reflectirten  Strahlen- 
bündels besteht  also  darin ,  dass  bei  unserer  Bezeichnung  ß  =  y  ist. 
Sie  beruht  auf  einer  wichtigen  Eigenschaft,  die  immer  die  Strahlen 
besitzen,  die  von  einem  Punkte  ausgegangen  und  an  einer  beliebig 
gestalteten,  endlichen  Fläche  reflectirt  sind:  nämlich  auf  der  Eigen- 
schaft, senkrecht  zu  stehen  auf  einem  gewissen  Systeme  von  Ober- 
flächen, die  man  Wellenflächen  genannt  hat.  Wir  wollen  die  Glei- 
chungen dieser  Flächen  für  unser  reflectirtes  Strahlenbündel  aufstellen 
und  dann  beweisen,  dass  ein  jeder  Strahl  desselben  auf  ihnen  senk- 
recht steht 
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Es  seien  u  und  v  zwei  Variable,  die  einen  Punkt  der  reflectiren- 

den  Fläche 

gix,  y,  z)  =  0 

bestimmen,  durch  die  also  die  üoordinaten  x,  y,  z  eines  solchen 
Punktes  sich  ausdrücken  lassen;  {x^,  y,,  z^)  bestimme  wieder  den 
leuchtenden  Punkt  und  (x^,  y^y  z^j  einen  Punkt  auf  dem  Strahle, 
der  von  1  ausgegangen  und  in  {x^  y^  z)  oder  (t/,  v)  reflectirt  ist. 
Die  Gleichungen  dieses  Strahles  sind  dann  zwei  in  Bezug  auf  Xq,  y^y  Zq 
lineare  Gleichungen;  in  denen  u  und  v  als  Parameter  vorkommen, 
und  die  wir 

^=-0,     B~0  (26) 

schreiben  wollen.  Denkt  man  sich  in  diesen  Gleichungen  den  Yariabeln 
u  und  V  alle  Werthe  gegeben,  welche  ihnen  in  der  reflectirenden  Fläche 
zukommen,  so  stellen  sie  die  Gesammtheit  der  reflectirten  Strahlen  d^r. 
Es  seien  wieder 


9t  =/(^i  —  ^y  +  (yi  —  yy  +  i-i  —  ^)' 
Po  =V^^o  —  ^y  +  \yo  —  y)''  +  (^0  —  -y 

die  Entfernungen  der  Punkte  1  und  0  von  dem  Punkte  {x,  y,  z) 
oder  {u,  v)  der  Fläche.  Dann  ist  pj  eine  Function  von  u  und  v  allein, 
Qq  eine  solche  von  t/,  v  und  Xq,  ^q,  Zq,  wenn  wir  x^,  y, ,  z,,  oder 
die  Coordinaten  des  leuchtenden  Punktes,  als  Constanten  betrachten. 
Man  denke  sich  nun  u  und  v  mit  Hülfe  von  (26)  durch  x^j  y^,  z^ 
ausgedrückt  und  ihre  Werthe  in  q^  und  Qq  eingesetzt;  diese  werden 
dadurch  Functionen  von  Xq,  yQ,  z^  allein,  die  durch  (pj)  und  (qq) 
bezeichnet  werden  mögen.    Die  Gleichung  der  Wellenflächen  ist  dann 

(Pi)  +  (Po)  =  const., 

wenn  Xq,  y^,  Zq  die  Coordinaten  des  variabeln  Punktes  sind. 

Um  nun   den  augekündigten  Beweis  zu   führen,  bemerken  wir, 
dass  aus  der  Definition  von  {q^)  und  {qq)  folgt 

#-  ((9i)  +  (Po))  =  1^  +  ^"t^^  -■  -  +  1'^+-^-  1^.  (27) 

Für  einen  jeden  an  der  Oberfläche  ^  =  0  reflectirten  Strahl,  für  den 
also  die  Gleichungen  (26)  bestehen,  ist  aber  nach  (7) 

^(gi  +  Po)   f  dg       dipt  +^0^  T  dg        diQt  +  Qo)_  ,^  r  l9_ 

dx~       "~  ^  Jx'  dy      '  ~^  cy'  dz  ^  dz  ' 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  beziehungsweise  mit  ^     ^  ~d^~>  "gu 

oder  mit  X  —  ,  -^— ,  -^  ,  addirt  sie  jedesmal  und  erwägt,  dass  ^c«0 

eine  identische  Gleichung  werden  muss,  wenn  man  in  ihr  x,  y^  z  durch 

?/,  V  ausdrückt,   dass  also  4^    =»  0  und  -^  «  0  ist,  so  erhält  man 
'  '  du  öv  ^ 
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!(?!_+?<!).  «  0       und       i(?L+isL  =  0. 

du  ov 

Also  verwandelt  sich  die  Gleichung  (27)  in 

d{{Qt)  +  (Qo))    _    dQo   . 

ebenso  ist 


dxo 

8*0 

d{(Qt)  +  (Qo)) 

apo 

dy. 

dyo 

a((Pi)  +  (Po)) 

^Oo 

a^Po 

"^  ai?o 

Es  verhalten,  sich  aber  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  wie  die 
Richtungscosinus  der  Normale  der  Wellenfläche,  die  rechten,  wie  die 
Richtungscosinus  des  reflectirten  Strahles;  beide  Richtungen  fallen 
also  zusammen,  und  damit  ist  der  angekündigte  Beweis  erbracht. 

Was  den  Namen  fjWellenflächen*^  anbelangt,  so  ist  er  gewählt,  weil 
diese  Flächen  mit  denjenigen  zusammenfallen,  in  welchen  die  Phase 
in  demselben  Augenblick  dieselbe  ist.     Wir  hatten  nämlich  gefunden 

y±  (Po  -  A)  (Po  -  ^2)  sm  ^  ^^^  ^  ^"^  T         / ' 

die  Gleichung  einer  Fläche  gleicher  Phase  ist  daher 

^(Pi  +  Po)  —  ^  2ä  =  const. 

Nun  variirt  y  allerdings  auf  der  reflectirenden  Fläche,  aber  langsam, 
k  ist  unendlich  gross,  und  daher  lässt  diese  Gleichung  sich  schreiben 

Pj  -|-  p^  =  const. 

und  dieses  ist  eben  die  Gleichung  der  sogenannten  Wellenflächen. 

Da  die  reflectirten  Strahlen  die  Normalen  einer  Wellenfläche 
sind ,  so  besteht  ein  unendlich  dünnes  reflectirtes  Strahlenbündel,  wie 
wir  es  betrachtet  haben,  aus  den  Normalen  eines  unendlich  kleinen 
Stückes  einer  Wellenfläche.  Im  Allgemeinen  schneiden  sich  die  Nor- 
malen eines  unendlich  kleinen  Stückes  irgend  einer  krummen  Fläche 
bekanntlich  nicht;  es  wird  eine  Normale  nur  von  den  anderen 
geschnitten,  deren  Ausgangspunkte  in  einer  der  beiden  Krümmungs- 
Unten  liegen,  die  durch  den  Ausgangspunkt  jener  hindurchgehen;  ihre 
Schnittpunkte  sind  die  beiden  Hauptkrummungsmittelpunlcie ^  es  sind 
dieses  also  die  Brennpunkte  des  Strahles,  der  durch  sie  hindurchgeht. 
Die  beiden  Erümmungslinien  schneiden  sich  senkrecht,  und  daher 
bilden  die  Ebenen  der  Strahlen,  welche  durch  die  ßrennpunkte  eines 
Strahles  gehen,  einen  rechten  Winkel  mit  einander.  So  erklärt  sich 
also  die  Eigenthümlichkeit  eines  reflectirten  Strahlenbündels  aus  dem 
umstände,  dass  seine  Strahlen  die  Normalen  der  Wellenöächen  sind. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  schon  vorher  erwähnte  specielle 
Fall  eines  unendlich  dünnen  reflectirten  Strahlenbündels,  in  welchem 
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die  beiden  Brennpunkte  eines  seiner  Strahlen  zusammenfallen.  Bei 
einer  ßezeichnungsweise,  wie  wir  sie  soeben  angewandt  haben,  muss 
dann 

sein.    Wir  hatten  aber  gefunden 

I  « 

dabei  musste,  wenn  das  Bündel  ein  reflectirtes  sein  sollte, 

sein ;  die  Gleichung  Zy  »»  z^  wird  daher  nur  erfüllt,  wenn 

a  »>  d    und    ^  «B  };  B  0 
ist. 

In  diesem  speciellen  Falle  gehen  also  die  allgemeinen  Gleichungen 

(25)  eines  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  über  in 

a:  =  (1  +  az)x^ 

y  «=  (1  +  az)yoi 

sie  stellen  also  die  sämmtlichen  Geraden  dar,  die  durch  den  Punkt 


a 


gehen.  Das  Strahlenbündel  verhält  sich  hinter  diesem  Punkte  gerade 
so,  wie  wenn  es  von  einem  leuchtenden  Punkte  an  diesem  Orte  direct 
ausgegangen  wäre;  vor  ihm  verhält  -es  sich  in  geometrischer  Be- 
ziehung auch  so,  es  divergiren  hier  aber  die  Strahlen  nicht,  sondern 

sie  convergiren.    Man  nennt  den  Punkt  (O,  0, )   das   Bild  des 

Punktes,  von  dem  das  Licht  vor  der  Reflexion  ausgegangen  ist,  und 
zwar  ein  reelles  ^  wenn  es  einem  positiven  Werthe  von  p^  entsprich t, 
die  refiectirten  Strahlen  selbst  also  durch  dasselbe  hindurchgehen,  ein 
virtuelles^  wenn  q^  für  dasselbe  negativ  ist,  die  rückwärts  gezogenen 
Verlängerungen  der  refiectirten  Strahlen  also  dasselbe  treffen. 


Vierte  Vorlesmig. 

Brechnng  des  Lichtes.  —  Brechungsgesetz.  —  Wellenflächen.  —  Princip  der 
schnellsten  Ankunft.  —  Untersuchung  eines  unendlich  ddnnen  St<rahlenbündels 
nach  beliebig  vielen  Brechungen  und  Reflexionen.  —  Eigenschaften  seiner  Wellen- 
flächen.  ~  Optische  Wirkung  einer  sphärischen  brechenden  Fläche.  —  Brennpunkte, 
Zerstreuung,  Vergrösserung.  —  Optische  Wirkung  eines  centrirten  Systems 
sphärischer  Linsen.  —  Hauptpunkte  und  Knotenpunkte.  —  Berechnung  der 
Elemente  eines  Linsensystems  und  einer  einfachen  unendlich  dünnen  Linse. 

§  1. 

GaDz  ähnliche  Betrachtungen,  wie  wir  sie  in  der  dritten  Vor- 
lesung in  Bezug  auf  die  Reflexion  des  Lichtes  durchgeführt  haben, 
lassen  sich  auch  anstellen  in  Bezug  auf  die  Brechung  desselben. 

Denken  wir  uns  wieder  dem  leuchtenden  Punkte  1  einen  durch- 
sichtigen Körper  gegenübergestellt  und  untersuchen  die  Lichtbewegung 
in  einem  Punkte  0  dieses  Körpers.  Es  ist  dann  bei  der  früher  ge- 
brauchten Bezeichnungsweise 

A7tq>Q  =  /  dsSt,  (1) 

wo  ds  ein  Element  der  ganzen  Oberfläche  s  des  Korpers  bedeutet. 
Um  den  Fall  zu  vereinfachen,  denken  wir  uns  wieder  diese  Oberfläche 
mit  Ausnahme  eines  kleinen  dem  Punkte  1  zugewandten  Theiles  mit 
einer  schwarzen  Hülle  bedeckt.  Ueber  die  geschwärzte  Fläche  ge- 
nommen, verschwindet  dann  jenes  Integral,  da  für  sie  keiner  der  in 
§  4  der  zweiten  Vorlesung  hervorgehobenen  AnsnahmeföUe  eintritt, 
es  braucht  das  Integral  (1)  daher  nur  über  die  freie  Fläche  ausge- 
dehnt zu  werden,  die  nun  wieder  die  Fläche  5  heissen  möge.    Zunächst 

kommt  es  darauf  an,  für  diese  tp  und  -|^  zu  finden,  d.  h.  die  Werthe 

dieser  Grössen  auszudrücken  durch  diejenigen,  die  9>*  an  der  äusseren 
Seite  der  Fläche  s  besitzt.  Zu  diesem  Zwecke  müssen* wir  wieder 
von  dem  Falle  ausgehen,  dass  ebene  Lichtwellen  auf  die  ebene  Grenz- 
fläche zweier  durchsichtigen  Mittel  fallen.  Das  Coordinatensystem 
sei  wieder  so  gewählt,  dass  die  xy-Ebene  die  Grenze,  also  z  >»  0 
ihre  Gleichung  ist,  und  dass  für  das  erste  Mittel  z  <  0,  für  das 
zweite  z  >  0  ist.     Auf  die   einfallenden   Wellen    beziehen    wir    das 
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Zeichen  q>t,  auf  das  Mittel,  in  dem  sie  sich  bewegen,  den  Index  1 
und  setzen 

9.  -  >*  C09  (  ^* +-'?^y  +  «•'-  _  *  +  "-)  2«.  (2) 

Wie  wir  in  der  achten  Vorlesung  ausführlich  zu  erörtern  haben  wer- 
den, sind,  der  Theorie  und  der  Erfahrung  gemäss,  auch  im  zweiten 
Mittel  ebene  Wellen,  die  sogenannten  gebrochenen,  vorhanden;  be- 
ziehen wir  auf  diese  das  Zeichen  q>t  und  auf  das  zweite  Mittel  den 
Index  0,  so  können  wir  also  setzen 

Die  Wellenlängen  sind  in  den  beiden  Mitteln  yerschieden;  sie  ver- 
halten sich,  da  die  Schwingnngsdauer  dieselbe  ist,  wie  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten des  Lichtes  in  ihnen.  Zwischen  /|,  ^i»  n^ 
und  Iq,  m^f  n^  müssen  dabei  solche  Relationen  bestehen,  dass  die 
Phasendifferenzen  von  q>^  und  9»  in  demselben  Augenblicke  in  jedem 
Punkte  der  Grenze,  d.  h.  für  z  »^  0,  dieselben  sind;  nur  dann  kann 
den  Grenzbedingungen,  die  zu  erfüllen  sind,  überall  genügt  werden. 
Es  muss  also  für  alle  Werthe  von  x  und  y 

IjX  +  mxy   ^^    J,g  +  mo3f 
d.  h.  es  muss 

•i     ^^     »0  ^1     ^_     ''*0 

if  Ao  *i  4iO 

sein.     Sind  /|,  m^,  n^  gegeben,  so  sind  hierdurch  /g,  m^,  und  nach 

auch  Uq  bestimmt;  die  Unbestimmtheit  des  Vorzeichens  von  n^  wird  da- 
durch gehoben,  dass  die  gebrochenen  Wellen  in  das  Innere  des  zweiten 
Mittels  fortschreiten  müssen. 

Aus  den  für  q),  und  q)^  aufgestellten  Gleichungen  folgt  nun  für 
z  =  0 

dni^  no^  li    dq>,  (t  +  y) 

BN      ""^   n,  "io  '       dN  '"'  W 

wo  N  die  in  das  Innere  des  zweiten  Mittels  gerichtete  Normale  be- 
deuten kann. 

Diese  Gleichungen  sind  auch  bei  einer  gekrümmten  Grenze  an- 
wendbar; wenn  die  Wellenlängen  als  unendlich  klein  angenommen 
werden,  vorausgesetzt,  dass  nur  ein  einfallendes  Wellensjstem  vor- 
handen ist.  Das  findet  in  unserem  Falle  an  der  Fläche  s  statt,  und 
hier  ist 


femer  ist 


9>e  =9^*; 
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da  jetzt  jene  Normale  mit  der  früheren  positiven  z- Achse  zusammen- 
fallt;  und  hierdurch  hat  man  sich  n^  auf  die  vorher  bezeichnete  Weise 
ausgedrückt  zu  denken.  Nun  kann  man,  ganz  ähnlich  wie  bei  der 
Reflexion,  Sl  berechnen  und  damit  einen  Ausdruck  für  qj^  finden. 
Das  Resultat  lässt  sich  schreiben 

4«9.  =  *o/|j-  G  sin  {k,  r,  +  k,r,  -  i±^  2n),  (4) 

wenn 

,,•  =  ±008(^-4)2«,  (5) 

ferner  ahnlich  wie  früher 

2n        ,  2«         , 

fCi  m  — : —  «=  n# 


gesetzt  ist,  und  wenn  endlich  G  eine  gewisse  Function  des  Ortes  be- 
deutet, die  ebenso  wie  y  in  der  Fläche  s  langsam  variirt.  In  dem 
Ausdruck  von  4it(pQ  ist  hier  ein  zweites  Integral  fortgelassen,  welches 
von  derselben  Form  ist  wie  das  erste^  aber  den  Factor  k^  nicht  enthält 
und  statt  des  Sinus  den  Cosinus  hat;  aus  den  im  §  4  der  zweiten 
Vorlesung  gefundenen  Sätzen  folgt,  dass  dieses  immer  verschwindet, 
wenn  nicht  für  einen  endlichen  Theil  von  s 

*i'"i+*o'"o 
constant  ist;  ist  dieses  der  Fall,  so  verschwindet  es  nicht,   aber  da 

alsdann  das  oben  angegebene  Integral  selbst  unendlich  gross  wird, 

weil  es  mit  dem  unendh'ch  grossen  Uq  multiplicirt  ist,  so  kann  jenes 

auch  dann  gegen  dieses  vernachlässigt  werden. 

§2. 

Eine  Betrachtung,  welche  der  bei  der  Reflexion  durchgeführten 
völlig  analog  ist,  lehrt  nun,  dass  der  in  (4)  für  (p^  gegebene  Aus- 
druck im  Allgemeinen  verschwindet,  doch  ist,  hier  wie  dort,  ein  Fall 
auszuschliessen,  wo  jener  Ausdruck  von  Null  verschieden  ist.  Um 
diesen  Fall  leichter  characterisiren  zu  können,  verstehe  man  unter 
1/j  und  Vq  zwei  endliche  Zahlen,  weiche  den  Zahlen  Jc^  und  Jcq  propor- 
tional und  so  gewählt  sind,  dass  v  den  Werth  Eins  hat,  wenn  das  be- 
treffende Mittel  der  leere  Raum  ist;  man  nennt  dann  die  den  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeiten in  1  und  0  umgekehrt  proportionalen 
Zahlen  v^  und  Vq  die  Brechungsverhältnisse  für  die  Medien  1  und  0. 
Schliesst  man  dann  den  Fall  aus,  dass  für  einen  endlichen  Theil  des 
Randes  von  s  v^r^-^-  v^r^  constant  ist,  so  ist  der  Ausdruck  von  q>Q 
dann  und  nur  dann  von  Null  verschieden^  wenn  es  einen  Punkt  in  s 

giebt,  für  den 

diy^r^+v^r^) 

in  der  Fläche  verschwindet.  Giebt  es  einen  solchen  Punkt  und  sind 
Xj  y^  z  seine  Coordinaten,  so  muss  also 
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Vi 

dr, 

dx 

*  "  ^  dx              dx 

Vi 

du 

SV 

'      0  e7y              dy 

"l 

dr, 
dz 

-Li/    ^^0  ^  T  dg 

(6) 


oder  bei  der  in  der  Torigen  Vorlesung  angewandten  Bezeichnungsweise 

sein.    Diese  Gleichungen  bestimmen  ci^y  ß^y  y^^,  also  auch  die  Richtung 

( —  «0»  —  ßo}  —  yo)  ^*  ^-  ^^®  Richtung  des  gebrochenen  Strahles,  der 
von  dem  Punkte  (x;  y,  z)  ausgeht. 

Um  die  Beziehung  zwischen  den  Richtungen  des  einfallenden  und 
des  gebrochenen  Strahles  einfacher  aussprechen  zu  können,  nehmen 
wir  die  Normale  .Y  zur  z -Achse,  und  die  Einfailsebene  zur  a;2:- Ebene, 
d.  h.  wir  machen 

a  =  0,  /J  — 0      und      ^j  —  0, 
dann  folgt  aus  (6  a) 

d.  h.  der  gebrochene  Strahl  liegt  auch  in  der  Einfallsebene,  und 

1/,«!  +i/oao  — 0; 
setzt  man  also 

«1  =  sin  6,     «0  ■"  —  ^^^  ^f 
d.  h.  bezeichnet  man  den  Einfallswinkel  mit  e,  den  Brechungswinkel 
mit  b,  so  ergieht  sich 

^r  ^  J!o_      ^je^    „  >JL  =  A  =  i!L  n\ 

sin  6  Vf  k\  Ao  <»o  ' 

wenn  a^  und  Oq  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  des  Lichtes  in  den 
Medien  1  und  0  bezeichnen.  So  haben  wir  das  bekannte  SnelVsche 
Gesetz  für  die  Richtung  der  gebrochenen  Strahlen  abgeleitet. 

Wie  die  Bewegung  auf  einem  gebrochenen  Strahle  von  Punkt 
zu  Punkt  sich  ändert,  findet  man  durch  eine  Rechnung,  die  sich  von 
der  bei  der  Reflexion  durchgeführten  nur  dadurch  unterscheidet,  dass 
überall  i/^r,  +  v^r^  an  Stelle  von  r^  +  Tq  auftritt.  Dadurch  ergeben 
sich  für  q>Q  die  den  dort  gefundenen  ähnlichen  Ausdrücke 

WO  dks  Zeichen  unter  der  Quadratwurzel  wieder  so  zu  bestimmen  ist, 
dass  die  Wnrzelgrösse  reell  wird,  und  wo  die  Wahl  des  Siuus  oder  des 
Cosinus  wie  früher  durch  die  Lage  des  Punktes  0  bedingt  ist. 

Ein  von  einem  Punkte  ausgegangenes  und  an  einer  Fläche 
gebrochenes  Strahlenbündel  stimmt  iu  seinen  allgemeinen  geometrischen 
Eigenschaften  vollkommen  mit  einem  reflectirten  überein;   auch  die 


§  2.    Princip  der  Bchnellsten  Ankunft.  65 

gebrochenen  Strahlen  stehen  senkrecht  auf  einem  System  von  Flächen^ 
den  sogenannten  Wellenflächen.  Nur  die  Gleichung  derselben  ist 
hier  eine  andere;  für  ^o»  ^o?  ^o  ^'^  laufende  Coordinaten  eines  Punktes 
ist  sie  nämlich 

^iCPi)  +  n(C>o)  =  const.,  (9) 

wenn  in  q^  und  pQ  die  Coordinaten  des  Einfallspunktes  {u,  v)  durch 
^0  7  ^o>  ^0  ausgedrückt  werden  mit  Hülfe  der  Gleichungen  des  durch 
(a;,  y,  z)  oder  (w,  v)  gehenden  gebrochenen  Strahles. 

Die  Gesetze,  die  die  Richtung  eines  durch  Reflexion  oder  Bre- 
chung entstandenen  Strahles  bestimmen,  lassen  sich  leicht  in  einen 
Satz  zusammenfassen:  v^  und  v^  sind  den  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten des  Lichtes  in  den  beiden  Mitteln  umgekehrt  proportional, 
i/,ri  -|~  ^0^0  ^^  daher,  in  einer  gewissen  Einheit  ausgedrückt,  die 
Zeit,  die  das  Licht  gebrauchen  würde,  um  von  1  über  den  Punkt 
(o:,  y,  z)  der  Grenze  nach  0  zu  gelangen;  dieser  Punkt  (;c,  y,  z) 
ist  dann  dadurch  zu  bestimmen,  dass  für  ihn  d{v^r^  -f-  ^o^o)  ^^^  ^^^ 
Grenzfläche  verschwindet,  also  dadurch,  dass  der  Zuwachs  ver- 
schwindet, den  die  genannte  Zeit  erfährt,  wenn  der  Punkt  (o:,  y^z) 
unendlich  wenig  in  der  brechenden  Fläche  verschoben  wird.  Man 
pflegt  diesen  Satz  dahin  auszusprechen,  dass  man  sagt,  das  Licht 
nimmt  von  1  nach  ü  den  Weg,  auf  dem  es  die  kürzeste  Zeit  ge- 
braucht, und  man  nennt  diesen  Satz  das  Princip  der  schnellsten  An- 
kunft Diese  Ausdrücke  sind  nicht  ganz  präcise;  soll  nämlich  jene 
Zeit  ein  Minimum  sein,  so  muss  allerdings  ihre  Variation  ver- 
schwinden, aber  nicht  immer,  wenn  die  Variation  verschwindet,  ist 
die  Zeit  ein  Minimum.  Doch  wollen  wir  dem  Sprachgebrauche  fol- 
gend diese  Bezeichnung  beibehalten.  Dasselbe  Princip  bestimmt 
offenbar  auch  den  Weg,  den  ein  Lichtstrahl  bei  einer  Reflexion 
nimmt,  denn  r,  -{-r^y  dessen  Differential  längs  einer  jeden  Richtung 
in  der  reflectirenden  Fläche  verschwinden  muss,  ist  hier,  in  einer 
gewissen  Einheit  ausgedrückt,  die  Zeit,  die  das  Licht  gebraucht,  um 
von  1  über  {Xj  y,  z)  nach  0  zu  kommen. 

Das  Princip  der  schnellsten  Ankunft  bestimmt  nun  auch  den 
Weg,  den  ein  Lichtstrahl  bei  beliebig  vielen  Brechungen  und  Re- 
flexionen von  einem  Punkte  1  nach  einem  Punkte  0  nimmt.    Es  seien 

die  Strecken,  die  er  in  den  einzelnen  Mitteln  zurücklegt, 

1/, ,  Vj . . .  n,  n 

die  reciproken  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  in  ihnen;  der  Weg 
des  Lichtstrahles  ist  dann  dadurch  bestimmt,  dass 

^1  n  +  V2»'2  H h  nrk  +  Vo^o  =  t  (10) 

ein  Minimum  ist,  oder  präciser  ausgedrückt  dadurch,  dass  dt  für 
irgend  welche  Verschiebungen  der  Einfallspunkte  verschwindet.    Sind 

Kirchhoff,  Optik,  5 


dt         .. 

dt 

dt         .. 

dt 

66  Vierte  Vorlesang. 

Paare  von  Variabeln,  die  je  eineu  Pnnkt  auf  den  einzelDen  Grenz- 
flächen bestimmen;  so  sind  die  Eiofallspankte  zu  ermitteln  aus  den 
Gleichungen 

=  0. 

Hieraus  ist  weiter  mit  Leichtigkeit  zu  erweisen,  dass  die  Strahlen, 
die  von  dem  leuchtenden  Punkte  1  ausgegangen  und  an  beliebig 
vielen  Flächen  reflectirt  oder  gebrochen  sind,  denselben  Charakter 
haben,  wie  wenn  sie  nur  eine  Reflexion  oder  Brechung  erfahren 
hätten,  dass  sie  nähilich  auch  auf  einem  System  von  Flächen,  den 
Wellenflächen,  senkrecht  stehen.  Die  Gleichung  der  Wellenflächen 
ist,  wenn  oTq,  i/q^  Zq  die  laufenden  Coordinaten  eines  Punktes  sind, 

t  =  const. , 

wo  in  dem  Ausdruck  von  r  die  Einfallspunkte  mit  Hülfe  des  Principes 
der  schnellsten  Ankunft  durch  Xq,  y^,  z^  auszudrücken  sind.  Dass 
nämlich  diejenige  von  jenen  Flächen,  die  den  Punkt  0  enthält,  von 
dem  durch  diesen  Punkt  gehenden  Strahl  senkrecht  geschnitten  wird 
lehrt  diese  Ueberlegung:  Es  ist 

^-  =  V  -^''°-  4-  -~  ^"*  4-  "-  --*-  -I V-  -^- ^^*-^-^ 

dxo'^    ®  dxo  "•     dUf  ^-^0  dv,   dx^     '       '      '     dvj^^j^     dx^    ' 

und  entsprechende  Gleichungen  gelten  für  die  Ableitungen  von  x 
nach  y^  und  Zq.  Aus  (11)  folgt  aber,  dass  auf  der  rechten  Seite 
alle  Glieder  mit  Ausnahme  des  ersten  fortfallen,  und  die  so  sich 
ergebenden  Gleichungen 

dt  dro         dt  dro        dt  dr^ 


Va-o-^,        ^-=Vft-;r— ,     -0--  "=  Vr 


dx^  ""  "0  ~dx, '       ayu  ~  ^  dy^  '     dz,         "o  ^^^  » 
zeigen,  dass   die  Normale   der  Wellenfläche  im  Punkte  0  mit  dem 
Lichtstrahl  zusammenfällt. 

Unmittelbar  folgt  endlich  aus  der  Gleichung  der  Wellenflächen, 
dass  alle  betrachteten  Strahlen  dieselbe  Zeit  gebrauchen,  um  von  einer 
Wellenfläche  zu  einer  andern  zu  gelangen. 

§  3. 

Wir  wollen  jetzt  eine  Anwendung  des  vorher  abgeleiteten  Bre- 
chungsgesetzes machen  auf  die  optische  Wirkung  einer  Linse  oder 
eines  Systemes  von  Linsen.  Dazu  muss  jedoch  noch  die  folgende  all- 
gemeinere Betrachtung  vorausgeschickt  werden. 

Wenn  durch  eine  einmalige  Brechung  im  Punkte  (x,  y,  z)  einer 
Fläche  g{xyz)^=0  ein  Strahl  von  1  nach  0  gelangt,  so  ist  bei  der 
vorhin  gebrauchten  Bezeichnung 
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Diese  Gleichung  ist  eine  Zusammenfassung  der  drei  folgenden 

^1  ~d^'  "^  ^0  dx  ~^  dx 

^^  dy   ^^'  dy        ^  dy 
die  wieder  gleichbedeutend  sind  mit 

alle  diese  Gleichungen  sind  nur  verschiedene  Ausdrücke  des  Brechungs- 
gesetzes. Lassen  wir  nun  den  Punkt  0  auf  dem  gebrochenen  Strahle 
und  seiner  Verlängerung  über  {x^  y^  z)  hinaus  aus  dem  zweiten 
Mittel  in  das  erste  hineinrücken,  verstehen  aber  immer ^  wie  früher, 
unter  (a^,  /Sq,  y^)  die  Richtungscosinus  der  von  0  nach  (a;,  y,  z) 
gezogenen  Linie,  so  nehmen  beim  Ueberschreiten  der  Grenze 
(«0,  /J^,  y^  die  entgegengesetzten  Werthe  au;  es  gelten  daher  dann 
die  Gleichungen 

^1^1  — voyo  =  ^y> 


oder 


oder  endlich 


^1  dx      ^^  dx      ^  dx 

^  dy  ^  dy  dy 

^1   de         ^0    de         ^  de' 


Verstehen  wir  also  unter  einem  Strahl  die  nach  beiden  Seiten  ins  Unend- 
liche sich  erstreckende  Gerade,  von  der  er  eigentlich  nur  einen  Theil 
ausmacht,  so  können  wir  hiemach  sagen,  dass  der  von  1  her- 
kommende und  an  der  Grenze  der  beiden  Mittel  gebrochene  Strahl, 
der  durch  den  Punkt  0  geht,  durch  die  Gleichungen  d{v^ri  +  t/j^r^)««  0 
oder  d{v^r^  —  v^Tq)  =  0  bestimmt  ist,  je  nachdem  der  Punkt  0  im 
zweiten  oder  im  ersten  Mittel  liegt.  Dabei  ist,  wie  dies  bisher  immer 
geschah,  Tq  als  positiv  zu  rechnen.  Statt  dessen  können  wir  auch 
sagen:  Es  gilt  immer  die  Gleichung  d{v^r^  +i'o^o)  =  ö>  dabei  ist 
aber  r^  positiv  oder  negativ  zu  rechnen,  je  nachdem  0  im  zweiten 
oder  im  ersten  Mittel  sich  befindet. 


ö* 
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Eine  ähnliche  Verallgemeinerung,  wie  wir  sie  soeben  in  Betreff 
der  Lage  des  Punktes  0  haben  eintreten  lassen,  können  wir  auch  in 
Betreff  der  Lage  des  JPunktes  1  einführen:  diesen  können  wir  auch 
in  dem  zweiten  Mittel  annehmen,  wenn  wir  zu  dem  einfallenden 
Strahl  seine  Verlängerung  hinzurechnen.  In  diesem  Sinne  gilt  der 
Satz:  Einem  einfallenden  Strahle,  der  durch  einen  Punkt  1  geht,  ent- 
spricht ein  gebrochener  Strahl,  der  durch  einen  andern  Punkt  0  geht, 
wenn  für  sie  d{v^r^  +  VqTq)  =  0  ist,  wo  r,  positiv  ist,  wenn  1  auf 
der  ersten  Seite  der  brechenden  Fläche,  Tq  positiv  ist,  wenn  0  auf 
der  zweiten  Seite  der  brechenden  Fläche  liegt,  diese  Grössen  aber 
negativ  sind  in  den  entgegengesetzten  Fällen. 

Nun  sei  die  brechende  Fläche  kugelförmig;  M  sei  ihr  Mittel- 
punkt, eine  durch  M  gelegte  p,^  3 
Linie  die  z- Achse  unseres  Co-  / 
ordinatensystems;  im  Sinne  der 
wachsenden  z  falle  Licht  auf  die 
Fläche.  Ihr  Schnitt  0  mit  der 
z -Achse  sei  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten;  die  z-Ordinate 
von  M  sei  R^  so  dass  der  absolute  Werth  von  R  der  Radius  der 
Eugel,  R  aber  positiv  oder  negativ  ist,  je  nachdem  das  Licht  auf 
die  convexe  oder  concave  Seite  der  Eugel  Wli.  Auf  der  r -Achse 
denken  wir  uns  zwei  Punkte  1  und  0,  deren  Coordinaten  z^  und  Zq 
sind,  nehmen  an,  dass  die  einfallenden  Strahlen  durch  1  gehen,  und 
suchen  den  gebrochenen  Strahl,  der  (reell  oder  virtuell)  durch  0  geht. 
(xy  y,  z)  sei  der  Punkt  P^  in  dem  dieser  gebrochen  ist,  r^  uud  r^ 
zwei  Zahlen,  deren  absolute  Werthe  die  Abstände  desselben  von  1 
und  0  und  deren  Vorzeichen  so  gewählt  sind,  dass  r,  und  z^  entgegen- 
gesetztes, rg  und  Zq  gleiches  Zeichen  haben.  Mit  Berücksichtigung 
des  soeben  hergeleiteten  allgemeinen  Satzes  ergeben  sich  dann  für 
Xf  y,  z  die  Bedingungsgleichungen 

^  {v,r,  +  v,r,)  ~  0     ^(i',r,  +  i'.'-o)-0  (12) 

und  dabei 

Nun  nehmen  wir  an,  dass  alle  Strahlen  nur  unendlich  kleine  Winkel 
mit  der  z- Achse  bilden,  dann  wird  die  letzte  Gleichung  bei  Ver- 
nachlässigung unendlich  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung 

Ä«  +  y« 

Weiter  ist 


r,=±  Yx'^  +  y'  +  (z,  -  zf  =  +  ^z,^+(a:^+y2)(i  _  A) 

^0  =  +  Vx'  + 1  +  'kz^~^'  =  ±/v+(^'+y')(i  -  i)^ 
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oder^  wenn  man  die  Wurzeln  bis  auf  Glieder  der  zweiten  Ordnung  ent- 
wickelt und  der  Yorausgeschickten  Kegel  gemäss  ihre  Vorzeichen  wählt, 

Die  Gleichungen  (12)  geben  daher 

Diesen   Gleichungen  wird  genügt^   wenn  o;  =  0,  y  ==  0,  aber  auch, 
bei  beliebigen  Werthen  von  x  und  y,  wenn 

■      '.(i-i)-n(i-i)  (13) 

ist.  Im  letzten  Falle  gehen  alle  von  1  ausgehenden  Strahlen  durch  0,  es 
ist  also  0  das  Bild  von  1.  Jedem  reellen  Werthe  von  z,  entspricht  ein 
reeller  Werth  von  Zq  und  beide  wachsen  gleichzeitig.  Jeder  Punkt 
1  hat  also  sein  Bild  0,  und  die  Gleichung  (13)  lehrt,  dass  sich  Bild 
und  Object  gleichzeitig  in  demselben  Sinne  auf  der  z-Ächse  bewegen. 
Die  Divergenz  der  Strahlen  ist  durch  die  Brechung  geändert. 
Es  sei  ^^^  der  Winkel,  den  einer  der  einfallenden  Strahlen  mit  der 
2- Achse  bildet,  -ö-q  der  Winkel  zwischen  dem  entsprechenden  ge- 
brochenen Strahle  und  der  Achse;  bei  Rücksicht  darauf,  dass  ^'^  und 
d'Q  unendlich  klein  sind,  hat  man  dann 

jenes  Verhältniss  ist  also  für  alle  Strahlen  dasselbe;  wir  wollen   es 
bezeichnen  als  die  Zerstreuung  der  Strahlen. 

Alle  Geraden,    die   durch    den  Mittelpunkt   der  Kugel   gezogen 
sind;    verhalten    sich  ganz   ebenso,    wie   die   hier   gewählte   Achse; 

daraus  ist  zu  schliessen,  dass 
ein  Stück  1 Ä^  einer  um  M  be- 
schriebenen Eugelfläche  durch  die 
Brechung  an  unserer  Fläche  in 
dem  Stücke  0^  einer  concen- 
trischen  Eugelfläche  ähnlich  ab- 
gebildet wird.  Ist  das  Object,  mit- 
hin auch  das  Bild,  unendlich  klein, 
so  fallen  diese  Eugelstücke  mit  ebenen  Flächen  zusammen,  die  auf 
unserer  z- Achse  senkrecht  stehen.  Die  Grösse  des  Bildes  ist  eine 
andere,   als   die    des    Objectes.     Sind   x^  und   x^  die   Abstände   der 

Punkte   A^y  A^  von   der  Achse,    so   ist  der  Werth  des  Bruches  — 

für   alle  Punkte  derselbe  und  giebt  uns  ein  Mass  für  das  Grossen- 
verhältniss  von  Bild  und  Object,  jener  Bruch  heisst  daher  die  Ver- 
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grössertmg  des  Bildes.    Er  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 

1 1 

Xü   H  —  Zq  Zq^  Zq R^         »1^  Zq  ^^    Vf    d'f  {\4.\ 

ij  E  -Zi         «I   J 1_  "^  vo    ifi   ""    »'o    ^ü  ' 

Zi  R 

wo  ~-  sich  auf  die  Punkte  1  und  0  bezieht;  eine  merkwürdige  Glei- 
chung, von  der  wir  sehr  bald  eine  Verallgemeinerung  kennen  lernen 
werden. 

§4. 

Denken  wir  uns  eine  Reihe  von  verschiedenen  durchsichtigen 
Mitteln,  getrennt  von  einander  durch  kugelförmige  Flächen ,  deren 
Mittelpunkte  alle  auf  einer  Geraden,  unserer  z- Achse  liegen;  eine 
solche  Reihe  wird  ein  centrirtes  Linsensystem  genannt.  In  dem  ersten 
Mittel  befinde  sich  ein  kleines  Object  in  einer  auf  der  z -Achse 
senkrechten  Ebene;  von  diesem  entwirft  die  erste  brechende 
Fläche  ein  ähnliches  Bild,  welches  als  Object  für  die  zweite  Fläche 
angesehen  werden  kann,  und  von  welchem  die  folgende  wieder  ein 
ähnliches  Bild  erzeugt.  Setzt  man  diese  Schlussweise  fort,  so  sieht 
man,  dass  das  ganze  System  von  dem  Object  ein  ähnliches  Bild  in 
einer  zur  z-Achse  senkrechten  Ebene  hervorbringt.  Von  diesem  Bilde 
lassen  sich  noch  weitere  Eigenschaften  ableiten  ohne  specielle  Voraus- 
setzungen über  die  Beschaffenheit  des  Systemes. 

Zunächst  lässt  sich  die  Form  der  Gleichung  finden,  die  zwischen 
den  z-Coordinaten  z^  und  z^  von  Object  und  Bild  besteht.  Für  eine 
brechende  Fläche  hatten  wir  die  Gleichung 

gefunden,  wenn  der  Coordinatenanfangspunkt  in  der  brechenden  Fläche 
lag.  Verlegen  wir  diesen  Anfangspunkt  auf  der  z- Achse,  indem  wir 
zu  z,  und  Zq  dieselbe  beliebige  Gonstante  hinzufügen,  drücken  wir 
dann  Zq  durch  Z|  aus,  und  schreiben  endlich  noch  Z2  an^  Stelle  von 
Zq,  so  ergiebt  sich 

z.  — 


2         yi  +  diifi  ' 

wo  sich  also  z^  auf  das  durch  die  erste  brechende  Fläche  erzeugte 
Bild  bezieht.  Hat  z^  dieselbe  Bedeutung  für  das  folgende  Bild,  so 
ist  ebenso 

oder  bei  Berücksichtigung  des  soeben  gefundeneu  Werthes  von  Zj 

a+fz, 

•*       y  +*  «t 
Führt  man   so    eine  Brechung   nach    der  anderen  in  die  Rechnung 
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« 

ein,  and  bezieht  Zq  auf  das  letzte  Bild,  so  findet  man  offenbar 
zwischen  Zq  und  Zj  eine  Gleichung  von  der  Form 

^0  y  +  dßi' 

welche  man  folgendermassen  schreiben  kann 

^o-ro  =  --~j^-  (15) 

Wir  haben  nun  gesehen^  dass  bei  einer  brechenden  Fläche  Zq  und  z^ 
gleichzeitig  wachsen,  und  daraus  folgt,  dass  dasselbe  auch  bei  dem 
ganzen  Systeme  der  Fall  sein  muss.    Aus  (15)  ergiebt  sich  aber 

dep    ^        B 

da 

und  da  hierin  -^-^  sowie  (z,  — f^Y  positiv  sind,  so  folgt,   dass  B 

eine  positive  Constante  sein  muss.  Die  Gleichung  (15)  zeigt  femer, 
dass  für  jeden  reellen  Werth  von  z,  ein  reeller  Werth  von  Zq  vor- 
handen ist,  was  wir  auch  direct  aus  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  fiir 
eine  brechende  Fläche  hätten  erschliessen  können.  Die  Punkte  z=/\ 
und  z  s»  /*o  nennt  man  den  ersten  und  den  zweiten  Brennpunkt  oder 
zusammen  die  Hauptbrennpunkte  des  Systems ;  aus  (15)  folgt,  dass  sich 
ein  Object  im  ersten  Brennpunkt  in  der  Unendlichkeit,  ein  Object  in 
der  Unendlichkeit  im  zweiten  Brennpunkt  abbildet. 

Um  nun  die  Vergrösserung  des  Bildes  zu  finden,  fassen  wir  einen 
Punkt  des  Objects  ins  Auge,  der  in  der  a;z- Ebene  liegt  und  die 
Coordinaten  (x^,  0,  Zj)  hat.  Wir  wissen  schon,  dass  sich  alle  von 
diesem  Punkte  ausgegangenen  Strahlen,  nachdem  sie  das  System  durch- 
laufen haben,  in  einem  Punkte,  dem  Bilde  jenes  Punktes  schneiden. 
Um  den  Ort  dieses  Bildes  zu  finden,  würde  es  schon  ausreichen  zwei 
Strahlen  bei  ihren  Brechungen  zu  verfolgen;  wir  wollen  die  von  dem 
Punkte  ausgehenden  Strahlen  betracliten,  die  in  der  xz- Ebene  liegen; 
bei  allen  Brechungen  bleiben  sie  wegen  der  stattfindenden  Sym- 
metrie in  dieser  Ebene,  woraus  folgt,  dass  auch  das  letzte  Bild  des 
Punktes  in  der  a;z- Ebene  liegt.    Sind  {x^^  0,  z^  seine  Coordinaten, 

so    ist   —   die  gesuchte  Vergrösserung;   dieselbe  ist  eine  Function 

von  Zj  oder  von  Zq  allein,  da  dies  .für  eine  brechende  Fläche  der 
Fall  ist.  Es  würde  weitläufige  Rechnungen  erfordern,  wenn  wir  dieses 
Verhältniss  ermitteln  wollten  durch  Untersuchung  der  Brechung  an 
den  einzelnen  Flächen  des  Systemes ;  die  folgende  Erwägung  lehrt  es 
unmittelbar  kennen. 

Wir  haben  bisher  nur  von  einem  Objecte  gesprochen,  das  in 
einer  zur  z -Achse  senkrechten  Ebene  liegt;  von  einem  solchen  erzeugt 
das  Linsensystem  ein  ähnliches  Bild.  Da  von  jedem  Punkte  ein  Bild 
entsteht,  so  wird  auch  ein  räumlich  ausgedehntes  Object  durch  das 
System  abgebildet  werden,  aber  nicht  mehr  ähnlich;  die  Dimensionen 
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in  der  Richtung  der  z -Achse  werden  in  anderem  Verhältniss  ver- 
grössert,  als  die  Dimensionen  in  der  Richtung  der  x-  und  der  y -Achse, 
und  mit  den  z  -  Goordinaten  ändert  sich  die  eine  wie  die  andere  Yer- 
grosseruug.  Eine  Eigenschaft  der  Abbildung  eines  nLumlich  aus- 
gedehnten Objectes  kennen  wir  aber  von  yornherein:  Eine  gerade 
Linie  des  Objectes,  die  ein  einfallender  Lichtstrahl  sein  kanu,  wird 
als  gerade  Linie  abgebildet,  nämlich  als  der  gebrochene  Lichtstrahl, 
der  Yon  jenem  herrührt,  da  ja  alle  Strahlen,  die  Yor  der  Brechung 
durch  einen  Punkt  gehen,  nach  der  Brechung  das  Bild  des  Punktes 
passiren.  Daraus  ist  zu  scbliessen,  dass,  wenn  zwischen  Xj  und  z^ 
eine  lineare  Gleichung  besteht,  auch  zwischen  x^  und  Zq  eine  solche  be- 
stehen muss. 

Es  sei  nun 

Axi  +  Cz^  +  D^O 

jene  lineare  Gleichung  zwischen  x^  und  z,;  mit  Rücksicht  auf  die 
Voraussetzung^  welche  der  ganzen  im  Vorstehenden  entwickelten 
Deduction  zu  Grunde  liegt,  dass  nämlich  alle  Strahlen  der  Achse 
sehr  nahe  und  ihre  Winkel  mit  derselben  sehr  klein  sind,  müssen 
in  ihr  C  und  D  gegen  A  klein  sein.  Führen  wir  nun  in  sie  Xq  und 
Zq  statt  Xi  und  Z|  ein,  so  muss  die  so  sich  ergebende  Gleichung  linear 
in  Bezug  auf  Xq  und  Zq  gemacht  werden  können.  Nun  ergiebt  sich 
aus  (15) 

—  /•  B 

^1   — /i  z    —  f  '' 

femer  wollen  wir  setzen 

wo  F  eine  zu  bestimmende  Function  des  beigesetzten  Argumentes 
bedeutet.     Dann  verwandelt  sich  jene  Gleichung  in 

multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  Zq  —  /g,  so  sieht  man,  dass 
sie  nur  dann  linear  wird,  wenn 

ist,  wo  E  eine  Constante  bedeutet;  die  Gleichung  ist  dann 

jEx,  +  {cr,  +  m^o  -  ^)  -ßc=o,         (i6) 

und  die  gesuchte  Vergrösserung  des  Bildes 

^0  ^0  —  fo  B  1 


Xi  E  E  Zi  —  fi 


(16  a) 


Es  ist  also  die  Vergrösserung  —2-  eine  lineare  ganze  Function  von  Zq. 
Aus  (16  a)  ergiebt  sich 

"^         Xi 


Xn  =  — 


0—        E  z,-^h^ 
in  derselben  Weise  erhält  man 
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_  _  B      y, 

während  aus  (15) 

folgt.  Es  sind  also  die  Coordinaten  x^^  y^^  z^^  des  Bildes  eines 
Punktes  (x^ ,  y, ,  Zj)  lineare  gebrochene  Functionen  von  jenen  mit  dem- 
selben nur  Yon  z^  abhängigen  Nenner. 

Bei  der  Untersuchung  einer  einzelnen  brechenden  Fläche  haben 
wir  die  Zerstreuung  der  Strahlen  ins  Auge  gefasst.  Derselbe  Begriff 
kann  offenbar  auch  hier  bei  einem  brechenden  Systeme  Anwendung 
finden.  Denken  wir  uns  einen  einfallenden  Strahl,  der  bei  z  =  z^ 
die  z- Achse  unter  dem  (kleinen)  Winkel  «d*,  schneidet;  der  durch 
das  System  gebrochene  Strahl  schneide  die  Achse  bei  z  »=  Zq  unter 

dem  Winkel  ^q;   -~-  ist  dann  das,  was  wir  die  Zerstreuung  der  von 

z  ==  Z]  ausgehenden  Strahlen  genannt  haben.  Die  Gleichung  des  ein- 
fallenden Strahles  sei  wie  oben 

Ax  +  Cz-^-  D^Or, 

dann  ist  z  =  Z|  für  a;  =  0,  d.  h. 

Z\  —       -^  , 

und 

„  dx  C 

ir«  = 


• 


*  dg  A 

Die  Gleichung  des  gebrochenen  Strahles  ist  dann  nach  (16) 

AEx  +  (Cf^  +  D)(z  —  ^)  —  BC=0. 

Setzt  man  hierin  x  =  0^  so  ergiebt  sich  für  Zq  die  schon  vorher  ge- 
fundene Gleichung 

BC  B 


Cf,  +  B         U-t, 


^0       Ao  — 
und  ferner 

^^~  dz  "^  AE     ^ 

also  wird  die  Zerstreuung 

l^i  E  E  E   Zq  —  /;, 

Im  Folgenden  wollen  wir  eine  Aenderung  der  Bezeichnung  vor- 
nehmen: Für  E  wollen  wir  —  Öq  schreiben  und 

^  =  ^1^0 

setzen;  es  sind  dann  6^  und  b^  von  gleichem  Vorzeichen,  da  B  positiv 
ist;  diese  Grössen  heissen  die  Brennweiten  des  Systemes,  b^  die  erste,  b^ 
die  zweite,  f^^  f^^  b^,  b^  können  als  die  Elemente  des  Linsensystems 
bezeichnet  werden;  von  ihnen  allein  hängt  die  Wirkung  desselben, 
soweit  wir  sie  hier  betrachten,  ab,  wie  die  nachstehende  Zusammen- 
steUung  erkennen  lässt. 
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=  ^—     (Ort  des  Bildes) 

^0  'o  70  ^I  . 


«0- 

«»0 

/•„ 

«0  — 

/•« 

to 

»1 

—  .        —        -  (Vergrosserung  des  Bildes)      (17) 

-Ä^  «=  —  - — *-?-  =  — ^'  7"^*       (Zerstreuung  der  Strahlen) ; 

auch  in  diesen  Formeln  beziehen  sich  die  Iitdices  1  und  0  auf  das 
Object  und  auf  das  von  jenem  entworfene  Bild. 

Aus  den  beiden  letzten  dieser  Gleichungen  folgt 

5jl.:|i  =  |l  (17  a) 

dieses  Product  ist  also  unabhängig  von  der  Lage  des  Objectes  und 
seines  Bildes.  Aber  noch  einfacher  lässt  sich  der  Werth  dieses  Pro- 
ductes  angeben:  Wir  haben  für  eine  brechende  Fläche  die  Gleichung 

Xq         9q      J^ 

Xi     4^,  »0 

bewiesen;  denken  wir  uns  die  entsprechenden  Gleichungen  für  alle 
brechenden  Flächen  unseres  Systemes  gebildet»  also 

Xf      ^j    »I  Xf      ^j  Vf 

ö;,"  -^i'  ~    Vf  '    "^  ^  "    n  '  '  *  * 

und  alle  diese  multiplicirt^  so  heben  sich  die  auf  die  Zwischenbilder 
bezüglichen  Grossen  fort,  und  es  bleibt 

Xq       ^0     Vi^ 

Xi       ^i     ~     Vo^ 

WO  sich  auf  das  erste  Mittel  der  Index  1 ,  auf  das  letzte  der  Index  0 
bezieht.  Wir  erhalten  also  dieselbe  Gleichung,  die  für  eine  brechende 
Fläche  gilt.    Dabei  ergiebt  sich  zugleich  wegen  (17  a) 

^„3-.  (17  b) 

Ist  das  letzte  und  das  erste  Mittel  dasselbe,  ein  Fall  der  bei 
Fernrohren,  Mikroskopen  und  anderen  optischen  Instrumenten  ein- 
tritt, so  ist 

6,  =&o     und     ^.^^l. 

»0  Xi        &i 

§  5. 

Bei  Untersuchungen,  die  sich  auf  ein  gegebenes  Linsensystem 
beziehen,  hat  man  entweder  für  ein  Object,  das  in  einem  gegebenen 
Punkte  sich  befindet,  das  Bil(jl,  oder  für  einen  gegebenen  einfallenden 
Strahl  den  gebrochenen  zu  ermitteln.  Die  Gleichungen  (17)  des 
vorigen  Paragraphen  lösen  die  erste  Aufgabe  allgemein,  wenn  man 
die  o;- Achse  passend  wählt,  die  zweite  nur  in  dem  Falle,  dass  der 
einfallende  Strahl  die  z- Achse  schneidet.  Es  giebt  aber  geome- 
trische Constructionen,   und   zwar  recht  mannigfaltiger  Art,   durch 
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welche  beide  Aufgaben  allgemein  und  einfach  gelöst  werden  können. 
Im  Folgenden  sollen  die  einfachsten  angegeben  werden. 

Der  Ausdruck  (17)  für  die  Vergrosserung  zeigt;  dass  diese,  wenn 
Zq  oder  wenn  z^  alle  Werthe  von  —  cx)  bis  +  oo  durchläuft,  jeden 
Werth  von  —  oo  bis  -f-  oo  einmal  und  nur  einmal  annimmt;  es 
giebt  also  ein  Werthepaar  von  z^  und  Zq,  für  welches  Xq  =»  a;,  ist, 
d.  b.  für  welches  Bild  und  Object  gleiche  Grösse  und  gleiche  Lage 
haben.    Es  seien  diese  Werthe  h^  und  Hq]  dann  ist 

Äi=/'i  +  &i,    h,  =  ro-h'  (18) 

Die  hierdurch  bestimmten  Punkte  der  Achse  hat  Gauss*)  zuerst  in 
Betracht  gezogen  und  sie  den  ersten  und  zweiten  Hauptpunkt  des 
Systems  genannt;  die  durch  sie  senkrecht  zur  Achse  gelegten  Ebenen 
heissen  die  Haupiebenen  des  Systemes. 

Ebenso  giebt  es  einen  Werth  von  Z|  und  einen  von  ztq,  für 
welche  Xq  =  —  x^  ist,  für  welche  also  das  Bild  dieselbe  Grösse,  aber 
die  entgegengesetzte  Lage,  wie  das  Object  hat;  sind  H^  und  //q  diese 
Werthe,  so  ist 

Töpfer**)  hat  vorgeschlagen,  diese  Punkte  der  Achse  die  Haupt- 
punkte der  zweiten  Art  und  die  entsprechenden  Ebenen  die  Haupt- 
ebenen der  zweiten  Art  zu  nennen.  Diese  vier  Hauptebenen  erlauben 
in  sehr  einfacher  Weise  den  gebrochenen  Strahl  zu  construiren, 
der  von  einem  einfallenden  herrührt,  da  man  auf  das  leich- 
teste die  Bilder  seiner  Schnittpunkte  mit  den  Ebenen  A,  und  H^ 
finden  kann. 

Dieser  Construction  des  gebrochenen  Strahles  entspricht  voll- 
kommen eine  Construction  des  Bildes  eines  Punktes. 

Der  Ausdruck  (17)  für  die  Zerstreuung  lehrt,  dass  es  ein  Werthe- 

paar  von  z^  und  Zq  giebt,  für  welches  -^  irgend  einen  gegebenen 
reellen  Werth  besitzt;  es  sei 

^0  =  -Ö«!     für     Zj  =  X:, ,     Zo  =  h'i 
ein  Strahl,  der  vor  der  Brechung  durch  den  Punkt  z  =  k^  der  Achse 
geht,  geht  dann  nach  der  Brechung  in  ungeänderter  Richtung  durch 
den  Achsenpunkt  z=»ifcQ.     Dabei  ist  nach  (17) 

^1=/;  +  ^,  ^o=/"o-^-  (19) 

Auf  diese  Punkte  bat  Listing  zuerst  aufmerksam  gemacht  und 
sie  den  ersten  und  zweiten  Knotenpunkt  des  Systems  genannt;  ist 
1^0'=='^;  also  ^0  e=  Z>i ,  so  fallen  sie  mit  den  (^at^^'schen  Haupt- 
punkten zusammen.  Töpler  hat  nun  wieder  die  beiden  Punkte  der 
Achse  Knotenpunkte  der  zweiten  Art  genannt,  für  welche  -ö-j  =  —  O-^ 

•)  Dioptrische  Untersuchungen.  Göttingen  1840.  Werke  Bd.  V. 
**J  Foggend.  Ann.  Bd.  142. 


76  Vierte  Vorlesuug. 

ist.  Ein  Strahl,  der  yor  der  Brechung  durch  den  ersten  dieser  Punkte 
geht,  geht  nach  der  Brechung  durch  den  zweiten  und  bildet  mit  der 
Achse  einen  eben  so  grossen  Winkel  wie  jener,  aber  in  entgegen- 
gesetztem Sinne.    Ist  für  diese  Punkte  z,  «»  if ^ ,  Zq=*  K^,  so  ist 

sie  fallen  mit  den  Hauptpunkten  zweiter  Art  zusammen,  wenn 
Vq  <=  i/j  ist.  Mit  Hülfe  der  yier  Knotenpunkte  kann  man  das  Bild  0 
irgend  eines  Punktes  1  construiren,  da  man  leicht  die  gebrochenen 
Strahlen  zeichnen  kann,  die  von  den  einfallenden  herrühren,  welche 
Yon  1  nach  k^  und  iT]  gehen. 

Die  nachstehende  Figur  veranschaulicht  die  symmetrische  Lage 
dieser  yier  Punktepaare  zu  den  Hauptbrennpuukten,  sowie  die  Be- 
ziehungen, welche  zwischen  ihren  Abstanden  und  den  beiden'  Brenn- 
weiten des  Systemes  bestehen. 

Fig.  5. 
26o  26o 


26,  2&, 

Wir  wollen  nun  darauf  ausgehen,  die  Elemente  eines  centrirten 
Linsensystems  zu  berechnen  aus  der  Gestalt  und  Lage  seiner  brechen- 
den Flächen  und  den  Brechungsverhältnissen  seiner  Mittel.  Zu 
diesem  Zwecke  stellen  wir  uns  die  folgende  Aufgabe:  Das  ganze 
System  denken  wir  uns  in  zwei  Theile  getheilt,  der  Art,  dass  das 
letzte  Mittel  des  ersten  Theils  und  das  erste  Mittel  des  zweiten  Theils 
identisch  sind.  Die  Elemente  des  ersten  Theils  seien  /j,  f^,  b^,  b^, 
die  des  zweiten  /*/,  f^,  ^/,  b^,  die  des  ganzen  Systemes  F^,  Fq^  B^^  B^] 
es  sollen  diese  letzten  vier  Grössen  aus  jenen  acht  ersten  berechnet 
werden.  Die  Coordinaten  des  Objectes  seien  wieder  X|,  z^,  die  des 
Bildes,  welches  das  ganze  System  erzeugt,  Xq^  Zq^  endlich  seien  x,  z 
die  Coordinaten  des  Bildes,  welches  der  erste  Theil  desselben  her- 
vorbringt und  welches  zugleich  das  Object  für  den  zweiten  Theil 
ist.     Wir  haben  dann  nach  (17)  die  Gleichungen 

Xi  bo  Zi  —  f\ 

^  =  f^  =  -^  (20a) 

Xq^  Fq—Zq  Bx 

äi  ~      -Bo     ~  ^ix-F'i ' 

Da  nun  identisch    -^  =  —  .  ^    ist,  so  folgt  hieraus 

Xi  Xi        x  '  ^ 


By  Zi  —  i*' 


1 


btbt           (Si  —  fi){z-fi)  (^20  b) 

_^o_ ■?»  JT  ^^ 


§  5.    Berecbnung  der  Elemente  eines  Linsen  Systems.  77 

Um  diese  Gleichungen  abzuleiten,  haben  wir  die  Grössen  o:, ,  x,  x^ 
in  Betracht  gezogen  5  weiter  brauchen  wir  dieselben  nicht  zu  berück- 
sichtigen, wir  können  vielmehr  die  weiteren  Schlüsse  au  die  fünf  Glei- 
chungen (20a)  und  (20b)  zwischen  z^^ZyZ^  anknüpfen.  Eine  von 
diesen  drei  Grössen  können  wir  willkürlich  wählen;  setzen  wir  zuerst 

dann  gehen  die  vier  ersten  Gleichungen  in 

-2^  '^^  /  0  >     -2^0  ^"^  ^0 

übfer,  während  die  fünfte  die  unbestimmte  Form  —  annimmt. 
Setzen  wir 

so  erscheint  die  vierte  Gleichung  in  unbestimmter  Form,  während  die 

vier  anderen  ergeben 

z  =  r,%    z,  =  F, 

die  vier  Grössen  F^,  F^,  B^y  B^  sind  also  durch  die  Gleichungen 

/o      /i  /o      Ti  .o9\ 

7.  'I. '  1.1.*  ^   ^) 

■'^0  —  #0         f       f»  '''0  —  /•       /•' 

/O /l  /O  —  M 

in  der  verlangten  Weise  ausgedrückt.  Durch  wiederholte  Anwendung 
dieser  Formeln  kann  man  die  Elemente  eines  jeden  Systems  finden, 
wenn  man  sie  nur  für  eine  einzelne  brechende  Fläche  anzugeben 
vermag,  die  allgemeine  Aufgabe  ist  also  auf  dieselbe  für  den  Fall 
einer  einzigen  brechenden  Fläche  zurückgeführt. 

Um  diese  letzte  Aufgabe  zu  lösen,  nehmen  wir  zunächst  an,  dass 
sich  das  Object  in  der  Tangentialebene  der  brechenden  Fläche  und 
zwar  in  dem  Punkte  befinde,  in  welchem  diese  die  z-Achse  schneidet. 
Soweit  dann  die  brechende  Fläche  in  Betracht  kommt,  fällt  sie  mit 
der  Tangentialebene  zusammen.  Das  Bild  eines  solchen  Objectes 
fällt  dann  mit  dem  Objecte  selbst  zusammen.  Da  in  diesem  Falle 
also  Bild  und  Object  dieselbe  Grösse  und  Lage  haben,  so  liegt  das 
Object  in  der  ersten,  das  Bild  in  der  zweiten  Hauptebene,  jene  beiden 
Ebenen  fallen  daher  hier  zusammen.  Wird  also  jetzt  jener  Schnitt- 
punkt der  brechenden  Fläche  mit  der  z -Achse  als  Anfangspunkt  des 
Coordinatensystems  gewählt,  so  sind  die  z-Coordinaten  h^  und  h^ 
jener  Hauptebenen  beide  gleich  Null;  aus  den  Gleichungen  (18)  er- 
giebt  sich  daher 
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Denkt  man  sich  jetzt  ein  Object  im  Mittelpunkt  M  der  Linse,  so 
wird  ein  von  M  ausgehender  Strahl  seinen  Weg  ungehindert  fort- 
setzen, der  einem  solchen  entsprechende  gebrochene  Strahl  wird  also 
ebenfalls  durch  M  gehen  und  dieselbe  Richtung  wie  der  einfallende 
Strahl  besitzen.  Die  beiden  Knotenpunkte  des  Systems  fallen  also 
im  Mittelpunkte  M  der  Linse  zusammen,  und  aus  den  Gleichungen 
(19)  ergiebt  sich  daher 

/i  +  ^  =  Ä,    f^  —  h,^R, 

und  hieraus  folgt  mit  Hülfe  der  obigen  Gleichungen 

aus  dieser  und  aus  der  früher  abgeleiteten  Gleichung  (17  b) 

^0 ^  s-  0 

erhalten  wir  somit  für  h^y  6,,  /J,,  /,  die  folgenden  Ausdrücke 

,^^f,^R-^-,    i. f.-R^l,-  (23) 

Wir  wollen  eine  Anwendung  der  Formeln  (22)  auf  eine  Glas- 
linse machen^  die  auf  beiden  Seiten  von  Luft  umgeben  ist.  v,  sei 
das  Brechungsverhältniss  der  Luft,  v  das  des  Glases;  R  der  Krüm- 
mungsradius der  ersten,  R'  der  der  zweiten  Fläche,  positiv  oder 
negativ  genommen,  je  nachdem  diese  ihre  convexe  oder  concave  Seite 
dem  einfallenden  Lichte  zukehren.  Wir  wollen  aber  annehmen,  dass 
die  Linse  als  vnendlich  dünn  zu  betrachten  sei;  dann  kann  für  beide 
Linsenfiächen  z  =  0  gesetzt  werden,  und  die  eben  für  f^  und  f^  auf- 
gestellten Ausdrücke  lassen  sich  unmittelbar  anwenden.  Bei  der  oben 
gebrauchten  Bezeichnung  ist  dann 


Ersetzt  man  also  jetzt  in  (22)  die  Grössen  f  durch  die  Grossen  b,  so 
ergiebt  sich  leicht 

_/',=,  F,^B,^B,^^Jr^.  (24) 

Nennt  man  B  den  gemeinsamen  Werth  der  beiden  Brennweiten,  so 
ist  auch 

Die  Brennweite  B  kann  positiv  oder  negativ  sein ;  sie  ist  positiv 
bei  den  Sammellinsen,  negativ  bei  den  Zerstreuungslinsen.  Die  beiden 
Hauptpunkte,  oder  was  hier  dasselbe  ist,  die  beiden  Knotenpunkte 
fallen  zusammen,  und  zwar  in  die  Linse,  d.  h.  in  den  Punkt  z<=bO, 
wie  aus  den  Gleichungen  (18)  und  (19)  unmittelbar  hervorgeht 
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Theorie  der  BeagnngserscheiDungen.  —  Ableitung  der  Fandamentalformeln  aus 
dem  Hoyghens^Bchen  Princip.  —  Verallgemeinerung  derselben  für  den  Fall  be- 
liebig  vieler  Reflexionen  und  Brechungen.  —  Die  Fraunhofer'schen  und  die 
Fresnerschen  Beugungserscheinungen.  —  Theorie  der  Fraunhofer*6chen  Beugungs- 
erscheinungen für  eine  beugende  Oeffnung.  —  Die  Oeffnung  ist  ein  Rechteck.  — 
Die  Oeffiiung  ist  ein  Spalt,  und  die  Lichtquelle  eine  Linie.  —  Die  Oeffiiung  ist 
ein  Kreis.  Irradiation.  —  Beziehung  zwischen  den  durch  eine  enge  Oeffnung 
und  den  durch  einen  kleinen  Schirm  erzeugten  Beugungsbildem. 

§  1. 

Von  den  meisten  optischen  Erscheinungen  kann  man  sich  Rechen- 
schaft geben,  wenn  man  von  der  Annahme  ausgeht,  dass  das  Licht 
in  geraden  von  einander  unabhängigen  Sirahlen  besteht.  Aber 
gewisse  Erscheinungen  giebt  es,  die  eine  Abweichung  von  der  gerad- 
linigen Fortpflanzung  des  Lichtes  zeigen,  man  hat  diese  Beugungs- 
oder  Diffractionserscheinungen  genannt.  Bei  den  theoretischen  Be- 
trachtungen, durch  welche  wir  die  Existenz  der  Strahlen  zu  erklären 
gesucht  haben,  waren  wir  genothigt,  gewisse  Fälle  auszuschliessen; 
es  sind  gerade  diese  Fälle  diejenigen,  in  denen  die  Beugungs- 
erscheinungen auftreten. 

Wir  müssen  zurückkehren  zu  den  Vorstellungen,  die  wir  bei  der 
genannten  Gelegenheit  verfolgten,  und  den  Bezeichnungen,  die  wir 
dort  gebrauchten.  Einem  leuchtenden  Punkte  1  denken  wir  uns 
einen  ebenen  oder  gekrümmten  Schirm  aus  einem  schwarzen  Stoffe 
entgegengestellt;  wir  verstehen  unter  q>  eine  der  Yerrückungscom- 
ponenten,  oder  eine  andere  mit  diesen  zusammenhängende  Function, 
die  der  Gleichung 


dt' 

genügt,  unter  q)^  den  Werth  von  q)  in  einem  beliebig  gewählten 
Punkte  0,  unter  q)*  den  Werth,  den  q)  in  einem  Punkte  haben  würde, 
wenn  der  Schirm  fehlte;  wir  denken  uns  ferner  einen  Kegel,  der 
seine  Spitze  in  1  hat  und  den  Schirm  berührt;  die  Berührungslinie 
nennen  wir  den  Rand  des  Schirms,  den  Theil  seiner  Oberfläche,  der 
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durch  diesen  Rand  begrenzt  und  dem  Punkte  1  zugekehrt  ist,  die 
Fläche  s\  der  andere  sei  s" ,  eine  beliebige  Fläche,  die  mit  s'  eine 
geschlossene  den  Punkt  1  einschliessende,  den  Punkt  0  aber  ans- 
schliessende  Fläche  bildet,  die  Fläche  ;;  diese  Fläche  s  werde  die 
Oeffnung  des  Schirms  genannt. 

Mit  Berücksichtigung  der  für  einen  schwarzen  Korper  gefundenen 
Resultate  ergiebt  sich,  dass  wir  au  den  Flächen  s  und  s' 

an  der  Fläche  s'' 

ZU  setzen  haben. 

Wählen  wir  nun  die  Richtung  der  Normalen  N  in  jenen  drei 
Flächen  so,  dass  sie  für  die  beiden  geschlossenen  Flächen  {s  -f-  s'') 
und  {s'  -|~  ^")  ^^^^  aussen,  d.  h.  dem  Punkte  0  zugekehrt  ist,  so 
kann  man  mit  Berücksichtigung  des  Huyghens^schen  Principes  tp^  in 
den  folgenden  beiden  Formen  darstellen 

Fig.  6. 


(1) 


da  das  über  die  Fläche  5"  erstreckte  Integral  verschwindet    Ist 

,.'  =  ^cos(-J-   ^)2«,  ,2) 

SO  ist  nach  (17)  der  zweiten  Vorlesung 

a  =  -L  (-L  f;^  _  ±  fr.)  cos (-^t '°  -4)2« 
+  ^;^  \dN     dw)  ^^^  \r  "T —  f)  ^"^^  (^) 

Gerade  hieraus  leiteten  wir  ab,  dass  im  geometrischen  Schatten 
des  Schirmes  Dunkelheit  herrscht,  ausserhalb  des  Schattens  dieselbe 
Lichtbewegung,  als  ob  der  Schirm  fehlte;  wir  konnten  das  aber  nur 


§  1.    Theorie  der  BeugangserscheinangeD.  81 

unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  für  einen  endlichen  Theil  des 
Schirmrandes  Tj  -(-  r^  =  const.  ist,  und  dass  der  Punkt  0  nicht  un- 
endlich nahe  der  Schattengrenze  liegt.  Die  aufgestellten  Gleichungen 
gelten  aber  auch  ohne  diese  Voraussetzungen,  und  ohne  diese  haben 
wir  sie  jetzt  zu  entwickeln.  Wir  wollen  uns  dabei  die  Bechnuug 
durch  die  Annahme  erleichtern,  dass  die  Oe£Ehung  s  des  Schirms 
sehr  klein  ist,  so  klein,  dass  r^  und  r^,  wo  sie  in  Sl  ausserhalb  der 

trigonometrischen  Functionen  vorkommen,  sowie  auch  -«Ä  und  ^^ 

als  constant  betrachtet  werden  können;  überdies  brauchen  wir  nur 
solche  Punkte  0  zu  betrachten,  bei  denen  sehr  nahe 

dN  ~        dN  ^^^ 

ist  Die  letzte  Annahme  macht,  dass  wir  den  Fall  nicht  zu  unter- 
suchen brauchen ,  wo  der  Factor  ^V  —  -^  ^^  ^^^  zweiten  Gliede 

'  dN         dN 

von  £1  verschwindet;   es  ist   daher   dieses  zweite  Glied  wegen   des 

Factors  j-  immer  unendlich  gross  gegen  das  erste,  und  wir  dürfen 
setzen 


9o 


-  -.,k  w/<"  "» (-■  t  '•  -  t)  2«- 


Jetzt  verallgemeinere  man  den  Ausdruck  (2)  von  9)*  wie  das  auch 
früher  schon  geschah,  indem  man  den  bisherigen  wiederholt  nach 
x^,  ^11  ^t  differenzirt,  mit  einer  Coustanten  multiplicirt,  zu  t  eine 
Gonstante  hinzufügt  und  die  Summe  dieser  Ausdrücke  für  9* 
nimmt ;  berücksichtigt  man  dann  nach  der  Differentiation  wieder  nur 
die  Glieder  höchster  Ordnung,  so  ergiebt  sich 

y*=  f-  ««(t -  2-)2«  +  t;  «^°  (t- -  t)2«, 

wo  2>  und  B'  von  der  Richtung  des  von  1  durch  den  Punkt  (xt/z) 
gehenden  Strahles  abhängen.  Erwägt  man  jetzt,  dass  1^  aus  q>*  und 
seinen  Ableitungen  homogen  und  linear  zusammengesetzt  ist,  so  er- 
kennt man,  dass  sich  der  allgemeine  Ausdruck  von  q)Q  aus  dem  in 
(3)  angegebenen  ebenfalls  durch  die  vorhin  angedeuteten  Opera- 
tionen wird  herleiten  lassen;  dabei  erhält  man  für  q)Q  den  folgenden 
Ausdruck 

-  B'  Cds  cos  (^^°  -  ^)  2«)  .  (5) 

Nun  verstehe  man  unter  tp  irgend  eine  der  tlrei  Verrückungs- 
componenten  und  setze 

Klrcbhoff,  Optik.  6 
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/>  =  ^     D'  =  A'     für     9  «  w 

2>=^    />'  =  £'    för    9  =  t;  (6) 

D=C     D'  =  C'     für     9)  — w; 

nach  (20)  der  ersten  VorlesuDg  ergiebt  sich  dann  zunächst  für   die 
Intensität  7*  des  auf  die  y^beugende  Oeffnung''  fallenden  Lichtes 

T 

=  "277  (^'  +  ^''  +  ^'  +  *''  +  ^'  +  ^'');  (7) 

die  Intensität  J^  im  Punkte  0  aber  ist 

T 

Zerlegt  man  jetzt  in  den  Ausdrücken  von  i/q,  Tq,  w^,  wie  sie 
sich  aus  (5)  ergeben,  die  vorkommenden  Sinus  und  Cosinus,  so  treten 
bei  der  Bildung  von  J^  nur  die  Integrale 

T  T 

^,    /  cos^  ^,  2ndt,     ^-.    1  sin*  j.  .2ndi, 

ü  0 

r 


^    1  sin   j,  2n  •  cos  «,  2ndt 


s  = 


T 

u 

auf,  von  denen  die  beiden  ersten  den  Werth    -    haben ,   während    das 
letzte  gleich  Null  ist;  setzt  man  dann  noch 

=  f  ds  Bin  (''''[ ^)2n, 

SO   findet  man  mit  Berücksichtigung  von   (7)  für  J^  den  folgenden 
einfachen  Ausdruck 

Zugleich  sieht  man,  dass  hier  die  Definition  von  c  und  s  auch  so  ge- 
geben werden  kann 

c  =  fds  cos  (-*'*4*^°  2«  +  d) 

•^  (8a) 


»  /  ds  sin  r 


wo  d  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  denn  hierbei  bleibt  der  Aus- 
druck r^  4~  ^^  ungeändert,  wie  die  Zerlegung  des  Cosinus  und  Sinus 
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zeigt.    Die  Einführung  einer  solchen  Oonstanten  bringt  bei  den  An- 
wendungen eine  gewisse  Bequemlichkeit  hervor. 


§2. 

Bei  den  bis  jetzt  abgeleiteten  Formeln  ist  vorausgesetzt,  dass  das 
Licht  auf  seinem  Wege  von  1  nach  0  keine  Reflexionen  und  Brechungen 
erleidet ;  sie  lassen  sich  indessen  leicht  so  verallgemeinern,  dass  solche 
nicht  ausgeschlossen  sind.  Es  sei  r,  die  Zeit,  die  das  Licht  gebraucht, 
um  von  1  nach  dem  Punkte  (xyz)  der  Oeffnung  zu  gelangen,  Tq  die 
Zeit,  die  es  gebraucht,  um  seinen  Weg  von  diesem  Punkt«  nach  0 
zurückzulegen ;  ist  dann  a  wie  gewohnlich  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  Lichtes,  so  folgt  aus  den  Gleichungen 

dass  Sy  c  und  /q  auch  in  der  folgenden  Form  geschrieben   werden 
können 


-f 


ds  sin  ''^'^.^^  2ä,  (8b) 

wo  Jq  wieder  die  Intensität  im  Punkte  0  und  Ä"  einen  Factor  be- 
deutet, der  als  constant  zu  betrachten  ist,  wenn  0  innerhalb  eines 
massigen  Raumes  sich  bewegt.  In  dieser  Form  gelten  unsere  Glei- 
chungen aber  auch  in  dem  allgemeineren  Falle,  dass  das  Licht  auf 
seinem  Wege  von  1  nach  0  beliebig  viele  Brechungen  und  Reflexionen 
erleidet,  wenn  nämlich  jetzt  t^  und  t^^  die  Zeiten  bedeuten,  welche  das 
Licht  nach  dem  Princip  der  schnellsten  Ankunft  gebraucht,  um  von 
1  nach  dem  Elemente  ds  und  von  dort  nach  dem  Punkte  0  zu  ge- 
langen ;  nur  dürfen  sich  keine  anderen  Beugungen  als  am  Rande  der 
Oeffiiung  s  bemerklich  machen. 

Von  diesem  Resultate  machen  wir  eine  nahe  liegende  Anwen- 
dung:  Es  befinde  sich  zwischen  1  und  s  ein  erstes,  zwischen  s  und 

0  ein  zweites  Linsensystem;  das  erste  Linsensystem  möge  von  1  das 
Bild  1'  erzeugen,  und  es  sei  0'  der  Punkt,  den  das  zweite  Linsen- 
system in  0  abbildet;  wir  woUen  ferner  voraussetzen,    dass   1'   mit 

1  und  0'  mit  0  auf  derselben  Seite  des  beugenden  Schirms  sich  be- 
findet ;  dann  ist  die  Intensität  im  Punkte  0  bis  auf  einen  Factor,  der 
als  constant  betrachtet  werden  kann,  ebenso  gross,  als  sie  ohne  die 
Anwesenheit  der  Linsen  im  Punkte  0'  sein  würde,  wenn  der  leuch- 
tende Punkt  in  T  läge. 

Der   Beweis    dieses   Satzes    lässt   sich    folgendermassen   führen: 
Zwischen   dem   ersten   Linsensystem   und    der   Oeifnung   s  sind   die 
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Wellenfiächen  dieselben,  als  weon  die  Linsen  fehlten  und  der  leuch- 
tende Punkt  in  1'  sich  befände,  denn  die  Strahlen,  auf  welchen  die 
Wellenflächen  immer  senkrecht  stehen,  sind  in  beiden  Fallen  dieselben. 
Die  Gleichung  einer  Wellenfläche  durch  einen  Punkt  P^  zwischen  dem 
ersten  Linsensystem  und  der  Fläche  ist  dann 

wo  C|  eine  Constante  ist.  Die  Zeit,  die  das  Licht  gebraucht,  um  Ton 
1',  wenn  die  Linsen  fehlen,  nach  demselben  Punkte  P^  su  ge- 
langen, sei  r/,  und  c/  der  Werth  von  r/  für  die  erstgewählte 
Wellenfläche.  Wir  gehen  nun  Yon  dieser  zu  einer  anderen  über,  indem 
wir  auf  irgend  einem  Strahle  um  die  Länge  /  fortgehen;  ist  dann  a 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  in  dem  Mittel  zwischen 
dem  Linseusystem  und  dem  Schirm,  so  können  wir  die  Gleichung 
dieser  zweiten  Wellenfläche  in  jeder  der  beiden  Formen  schreiben 

^1  —  <^i  +  ä     ^^    ^i'  "  ^«'  +  a  • 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber 

es  ist  also  r^ — x(  constant,d.h.  unabhängig  Yon  den  Coordinaten  von  /^,. 
Bezeichnen  wir  nun  entsprechend  mit  r^  die  Zeit,  die  das  Licht 
gebraucht,  um  von  einem  Punkte  P^  zwischen  dem  zweiten  Linsen- 
system und  der  Fläche  s  nach  0  zu  gelangen,  mit  x^  die  Zeit, 
welche  es  zu  dem  Wege  von  P^  nach  0'  gebraucht,  wenn  das  zweite 
Linsensystem  fehlt,  so  lässt  sich  beweisen,  dass  auch  Tq  —  x^  von 
den  Coordinaten  von  P^  unabhängig  ist.  Man  muss  hier  nur  einen 
sehr  allgemeinen  Satz  zu  Hülfe  nehmen,  der  häufig  von  Nutzen 
ist,  den  Satz,  dass  der  Weg  eines  Lichtstrahles  bei  beliebigen  Re- 
flexionen und  Brechungen  auch  im  entgegengesetzten  Sinne  vom  Lichte 
durchlaufen  werden  kann;  es  folgt  dieser  Satz  unmittelbar  daraus, 
dass  die  Linien,  die  der  einfallende  und  der  refiektirte  Strahl  bei  einer 
Reflexion,  der  einfallende  und  der  gebrochene  Strahl  bei  einer 
Brechung  durchlaufen,  mit  einander  vertauscht  werden  können.  Mit 
Hülfe  dieses  Satzes  erkennt  man,  dass  bei  einem  Linsensystem  auch  Bild 
und  Object  mit  einander  vertauscht  werden  können,  wenn  man  den  Sinn 
der  Bewegung  des  Lichtes  in  den  entgegengesetzten  verkehrt,  und  da 
auch  die  Zeit  dieselbe  ist,  welche  das  Licht  gebraucht,  um  einen  gewissen 
Weg  in  dem  einen  oder  dem  entgegengesetzten  Sinne  zurückzulegen,  so 
kann  man  in  unserem  Falle  Tq  und  x^  auch  als  die  Zeiten  detiniren,  die 
das  Licht  gebraucht,  um  von  einem  leuchtenden  Punkte  0  durch  das 
zweite  Linsensystem,  oder  von  dem  Punkte  0'  ohne  dasselbe  nach  P^ 
zu  gelangen.  Nach  der  Definition  des  Punktes  0'  und  der  voraus- 
geschickten Bemerkung  ist  aber  dieser  das  Bild,  welches  das  zweite 
Linsensystem  von  0  entwirft,  wenn  das  Licht  durch  dasselbe  nach 
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dem  Schirm  hingeht.  Aus  denselben  Gründen  wie  r^  —  x(  ist  also  auch 
Tq  —  x^  constant.  Lässt  man  jetzt  die  beiden  Punkte  P^  und  P^  in  dem 
Punkte  (xyz)  der  Oeffnung  s  zusammenfallen,  so  ist  auch  die  Differenz 

— 2^ —  ^» ji &n 

constant,  oder  unabhängig  von  der  Lage  dieses  Punktes  in  der  Oeffnung; 
nach  der  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen  gemachten  Bemerkung 
und  nach  (8  b)  hat  also  c^  4~  ^^  denselben  Werth  in  dem  Falle,  dass 
die  Linsen  Yorhanden  sind,  und  in  dem  Falle,  dass  diese  fehlen,  die 
Punkte  1,  0  aber  ersetzt  sind  durch  die  Punkte  T,  0',  und  somit  er- 
giebt  sich  die  Richtigkeit  des  oben  ausgesprochenen  Satzes. 

§  3. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  das  Licht  auf  seinem  Wege 
von  1  zur  Oeffnung  und  von  da  zum  Punkte  0  keine  Reflexionen 
und  Brechungen  erleidet;  nach  (8a)  und  (8  b)  haben  wir  dann 

c  =  C d$  cos  (Ä(r,  +  To)  -f  *),  (8c) 

ds  sin  (A;(r,  +  Tj)  +  *),      k  =  ^  • 


-I 


Die  kleine  Fläche  s  oder  die  Oeffnung  des  Schirms  sei  jetzt 
eben;  wählen  wir  sie  als  die  a;^- Ebene  unseres  Coordinatensystems, 
einen  in  der  Oeffnung  oder  ihr  unendlich  nahe  gelegenen  Punkt  als 
Anfangspunkt,  so  haben  wir 

ro  =  V  (Xo  -  xy  +  (yo  -  yf  +  V- 
Diese  Ausdrücke  wollen  wir,  wie  wir  es  schon  im  Anfang  der  dritten 
Vorlesung  gethan  haben,  nach  Potenzen  von  x   und  y  entwickeln. 
Dabei  setzen  wir  wieder 

Qi'=V  ^x  +  Vx"  +  ^>        C>o  —  /"V"+y7+  ^o' . 
und  legen  der  willkürlichen  Constanten  d  den  Werth  ^  k{Q^  4~  Po) 
bei.     Dadurch   verschwindet  in  (i  (r,  +  ''o)  "h  *)  ^^  ^^^  ^  ^^d  y 
unabhängige  Glied,  und  man  erhält,  wenn  man  in  der  Entwicklung 
wieder  nur  die  Glieder  erster  und  zweiter  Ordnung  berücksichtigt 

act  +  yt   /_i      ,    J_\         1     {XX,  +  yyxY    _  1    (rcgp  +  yyo)»  \ 
■^.         2         V^,    "T"   po>'         2  p,»  2  Qo*  ) 

Diesen  Ausdruck  denken  wir  uns  (in  8  c)  unter  die  trigonometrischen 
Zeichen  substituirt;  es  ist  das  erlaubt,  wenn  die  Dimensionen  der  Oeffnung 
so  klein  und  q^  und  Qq  so  gross  sind,  dass  bei  den  Werthen,  die  x^y^^ 
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und  Xq  y^  habeu;  die  Glieder,  welche  in  Bezug  auf  x^  y  von  der  dritten  Ord- 
nung sind;  trotz  des  Factors  k  unendlich  klein  werden.  Wir  wollen  das 
zunächst  annehmen,  aber  gleich  hervorheben^  dass  diese  Substitution 
erlaubt  ist,  wie  gross  auch  die  Oeffnung  sein  möge,  dass  nämlich 
die  Theile  derselben ,  für  welche  die  Glieder  der  dritten  Ordnung 
nicht  mehr  verschwinden^  zu  den  Integralen  c  und  s  nur  Theile  bei- 
tragen, die  vernachlässigt  werden  können.  Es  folgt  dies  unmittelbar 
aus  §  4  der  vierten  Vorlesung,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die 
beiden  Integrale  c  und  s  auf  die  Form 


/ 


(?sin(Ae-f  ö^)ds 


gebracht  werden  können,  wenn  ^  =  1 ,  und  d,  =  d  oder  dj  =  d  -}-  ^ 

gesetzt  wird. 

Zuvörderst  wollen  wir  den  Fall  betrachten,   dass  q^  und  q^  alle 
Grenzen  überschreiten,  während  die  Verhältnisse 

9o  Pü 

gegebene    Werthe    behalten:    dann    verschwinden    in    (9)    schon   die 
Glieder  zweiter  Ordnung,  und  man  hat 


=   ffdxdy  cos  A;  {x  («^  -  «o)  +  y  (/J,  -  ß^)} , 
=   ifäxdy  sin  k  {x  («i  ~  a^)  +  y  (/3,  —  ßo)}; 


(\0) 


dabei  sind  a^ß^  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  ein  einfallender  Strahl, 
«q/3o  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  ein  gebeugter  Strahl  mit  den 
Achsen  der  x  und  der  y  bildet.  Die  Beugungserscheinungen,  für 
welche  diese  Formeln  gelten,  sind  die  sogenannten  Fraunhofer  sehen , 
während  diejenigen,  bei  denen  auch  die  Glieder  zweiter  Ordnung  be- 
rücksichtigt werden  müssen,  die  Fresnef sehen  Beugungserscheinungen 
genannt  werden. 

Wir  werden  ans  zunächst  mit  den  ersten,  den  Fraunhofer'schen 
Beugungserscheinungen  beschäftigen.  Es  können  diese  hervorgebracht 
werden,  indem  man  in  sehr  grossen  Entfernungen  von  der  beugen- 
den Oeffioiung,  auf  der  einen  Seite  eine  kleine  Lichtquelle,  auf' der 
andern  eine  weisse  Tafel  aufstellt;  viel  zweckmässiger  aber  ist  es, 
dabei  Linsen  zu  benutzen:  Auf  der  einen  Seite  der  Oeffnung  sei  eine 
Linse  oder  ein  Linsensyste^n  aufgestellt,  in  dessen  erstem  Brenn- 
punkt der  leuchtende  Punkt  sich  befindet,  auf  der  andern  ein  zweites, 
in  dessen  zweite  Brennpunktsebene  eine  weisse  Tafel  gebracht  ist; 
auf  dieser  zeigt  sich  dann  die  Erscheinung,  um  die  es  sich  handelt. 
Die  Richtung  a^ß^  ist  dabei  die  Richtung  der  Achse  des  ersten  Linsen- 
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Systems;  denkt  man  sich  durch  den  zweiten  Hauptpunkt  des  zweiten 
Linsensystems  in  der  Richtung  (ffo/Sg)  eine  Gerade  gezogen ;  so  wird 
ihr  Schnittpunkt  mit  der  Tafel  der  Richtung  (cfg/So)  entsprechen. 
Noch  deutlicher  und  lichtstärker  wird  die  Erscheinung;  wenn  mau 
die  weisse  Tafel  fortlässt  und  statt  ihrer  das  Auge,  entweder  direkt, 
oder  durch  ein  auf  die  Unendlichkeit  eingestelltes  Fernrohr  bewaffnet, 
hinter  die  Oeffuung  bringt.  Die  durchsichtigen  Mittel  des  Auges  er- 
setzen dann ,  ga;iz  oder  zum  Theil^  die  Linsen  bei  der  vorigen  An- 
ordnung, und  die  Retina  übernimmt  die  Rolle  der  weissen  Tafel. 

§4. 

Wir  wollen  nun  die  für  die  Fraunhofer'schen  Beugungserschei- 
nungen aufgestellten  Formeln  (10)  unter  speciellen  Voraussetzungen 
über  die  Gestalt  der  Oeffnuug  entwickeln.  Diese  lassen  sich  folgen- 
dermassen  schreiben 

c  =       Li  dxdy  cos  (px  +  Qy),  (10a) 

s  =  ~~  I  I  dxdy  sin  {px  +  qy), 
wenn  zur  Abkürzung 


P  =-  Ä  («0   -   «,)  =    ^^    («0  ~  «,), 


(lOb) 


X 

gesetzt  wird.  Es  sind  also  p  und  q  für  die  Integration  ConstanteU; 
sie  ändern  sich  nur,  wenn  man  zu  einem  anderen  Punkte  («o/So) 
des  Gesichtsfeldes  übergeht. 

Es  sei  nun  die  Oeffnung  zunächst  ein  Rechteck  mit  den  Seiten 
2a  und  2b;  wählt  man  den  Mittelpunkt  desselben  zum  Anfangspunkt 
eines  Coordinatensystems ,  dessen  ei*ste  und  zweite  Achse  den  Seiten 
2a  und  2b  parallel  sind,  so  ist  s  =^  0,  da  sin  (px  -{~  qy)  als  eine 
ungerade  Function  von  x  und  y  jedesmal  den  entgegengesetzten 
Werth  annimmt,  wenn  man  beiden  Yariabeln  ihre  entgegenge- 
setzten Werthe  beilegt.  Durch  Ausführung  der  Integration  ergiebt 
sich  femer 

6 

c  =   idy  ~  (sin  {pa  +  qy)  +  sin  {pa  —  qy)) 

b 

dy  -  sin  pa  cos  qy  =  2       •-—  2  —    -  -  • 
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Also  erhält  man  für  die  Intensität  im  Punkte  0  den  Werth 

wo  K^  eine  neue  Constante  bezeichnet;   sie  ist^  da  ^--  für  |  »»  0 

gleich  1  ist^  die  Intensität  in  dem  Punkte,  f&r  den  a^f^^^a^^  ß^^^aß^  ist. 
Wir  wollen  diesen  Ausdruck  von  /  discutiren  und  dabei;  um  die 
Vorstellung  zu  fixiren,  annehmen,  dass  die  Erscheinung  mit  Hfilfe 
einer  Linse  auf  einem  weissen  Schirm  dargestellt  ist.  Die  Achse  der 
Linse  möge  mit  der  z-Achse  unseres  üoordinatensystems,  der  Schirm 
mit  der  Brennpunktsebene  der  Linse  zusammenfallen.  Die  Lage  des 
Punktes  0  auf  dem  Schirm  beziehen  wir  zunächst  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem,  dessen  Achsen  parallel  den  Achsen  der  x  und  y  sind, 
und  dessen  Anfangspunkt  der  Brennpunkt  der  Linse  ist.  Wir  wollen 
annehmen,  dass  a^  und  /S^  nur  klein  sind,  dann  sind  es  auch  a^  und 
ß^  für  alle  Punkte,  in  denen  noch  Licht  vorhanden  ist,  da  sonst  der 
Punkt  0  nicht  in  der  Nähe  der  Schattengrenze  der  Oefinung  liegen 
würde ;  ist  dann  f  die  Brennweite  der  Linse,  so  sind  fa^  und  fß^  die 
Coordinaten  des  Punktes  0,  auf  den  /  sich  bezieht,  fa^  und  /'ß^  die 
Coordinaten  des  Bildes  des  leuchteuden  Punktes;  nehmen  wir  jetzt 
den  Ort  dieses  Bildes  zum  Anfangspunkte,  so  werden  f(a^  —  a^)  und 
fißo '~'  ß\)  ^^^  Coordinaten  des  Punktes  0  sein.  Nennen  wir  diese 
£  und  17,  so  gehen  die  Gleichungen  (10  b)  in 

P  =  V^'      i-\}n,  (12) 

Über,  es  sind  p  und  q  also  diesen  Coordinaten  proportional. 

Der  Ausdruck  (^11)  von  /  verschwindet  nun  für  gewisse  Werthe 
von  p  und  für  gewisse  Werthe  von  q)  es  findet  das  statt,  wenn 

pa  oder  qb  ^== +  jty    +2«,     +3«,... 

ist.  Daraus  folgt,  dass  im  Gesichtsfelde  dunkle  Linien  vorhanden 
sind,  die  theils  der  y -Achse,  theils  der  o; -Achse  parallel  sind;  der 
Abstand  je  zwei  aufeinanderfolgender  ist  bei  jenen 

bei  diesen 

IL 
2b  ' 

nur  die  beiden  Linien,  welche  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes 
zwischen  sich  enthalten,  haben  einen  doppelt  so  grossen  Abstand.  Durch 
diese  Linien  ist  das   ganze  Gesichtsfeld  in  Rechtecke   getheilt,  von 

Xf  Xf 

denen  die  meisten  die  Seiten    ~-  und  -^   haben,    nur    bei    den- 

za  20 

jenigen,  durch  welche   die  x -Achse  oder  die  y -Achse  hindurchgeht, 

ist    eine   Seite,    bei    demjenigen,    in    dem    der    Anfangspunkt    der 

Coordinaten  liegt,  sind  beide  Seiten  zweimal  so  gross,   als  bei  den 
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übrigen.  In  jedem  dieser  Rechtecke  liegt  ein  Maximum  der  Liclit- 
stärke,  und  zwar  da,  wo  jeder  der  Factoreu 

sein  Maximum  hat.     Beide  sind  vun  der  Form  des  Ausdrucks 

Cr)'. 

dessen  Masima  und  Miuima  durch  die  Gleichung 
Bin  u   WC08U  — siD  u        ^ 
u  u'~  '~  '^     ' 

bestimmt  sind,  und  diese  zerfällt  wiederum  in  die  beiden 
iiS"-_0    nnd     ^l«--^-'"»  _o. 

Die  erste  Gleichung  giebt  die  schon  vorher  betrachteten  Minima  für 
u  >s=  4:  n,  4:2n, ...,  die  gleich  Null  sind,  die  zweite,  die  sich 
schreiben  läsal 

u  ^  tg  u, 
die   Masima.     Die   Lage   ihrer  Wurzeln    macht   eine   Zeichnung  an- 
schaulich.   Zeichnet  mau  nämlich  die  Cur?en 
y  =  x    und    y=™tga:, 
so  sind  die  Werthe  Ton  x  für  ihre  Durchscbnittapunkte  die  Wurzeln 
dieser   Gleichung.   Die  nebenstehende  Figur  lässt  erkennen,  dass  eiue 
dieser  Wurzeln  den  Werth  Null  hat,  wäh- 
rend die  übrigen  einander  paarweise  gleich 
sind,    aber    entgegengesetztes    Vorzeichen 
haben.   Die  erste  positive  Wurzel  ist  etwas 
kleiner    als    3  ■  ^,  /"genauer  2,86  -~\j    die 
folgende    sehr    nahe    5  y,   und   man   er- 
kennt leicht,  dass  für  die  v*«  positive  Wurzel 
der    Nähern  11  gs werth    (2v  -|-  1)        um  so 
genauer  ist,  je  grösser  v  ist.    Die  Werthe 
dieser  Masima  sind  uäherungsweiae 

'.  (Ä)'.  (^)'--- 

da  bei  ihnen,  ausser  bei  dem  ersten, 
sin  u  nahe  "^  :4:  1  ist.  Im  Verhält- 
niss  dieser  Zahlen  nehmen  die  Lichtmasima  auf  der  x-Ächse  und 
auf  der  y-Ächse  der  Beugungabi Id er  ab,  da  hier  der  eine  der  beiden 
Factoren  i^-^^-\  und  k'°.^  ■)  constant  =  1,  bleibt.  In  der  Rich- 
tung einer  Diagonale  der  Rechtecke  sind  die  auf  einander  folgenden 
Maxima  aber  proportional  mit 


Flg.  7. 
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weil  hier  jeder  der  beiden  Factoreu  in  gleicher  Weise  abnimmt.  Es 
entziehen  sich  daher  diese  Maxima  früher  dem  Auge^  als  diejenigen 
auf  den  Coordinatenachsen,  und  man  erhält  den  Eindruck  eines  Kreuzes, 
dessen  Arme  diesen  Achsen  parallel  und  durch  schwarze  Linien  durch- 
schnitten sind. 

Vergrössert  man  die  eine  Seite  der  beugenden  Oeffnnng,  z.  B. 
die  Seite  2  b;  so  ziehen  sich  die  Dimensionen  des  Beugungsbildes  in 
der  Richtung  der  ^ -Achse  mehr  und  mehr  zusammen,  während  seine 
Dimensionen  in  der  Richtung  der  a;-Achse  ungeändert  bleiben.  Ueber- 
schreitet  b  eine  gewisse  Grenze,  verwandelt  sich  also  die  rechteckige 
Oeffnung  in  einen  zur  ^ -Achse  parallelen  Spalt,  so  ist  Licht  nur  in 
einer  auf  diesem  senkrechten  Linie,  unserer  x -Achse  vorhanden. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  statt  des  leuchtenden  Punktes 
eiue  leuchtende  Linie  vor  der  beugenden  Oe£fhung  vorhanden  sei,  deren 
Punkte  als  von  einander  unabhängige  leuchtende  Punkte  angesehen 
werden  können.  Unter  dieser  Bedingung,  aber  auch  nur  unter  dieser, 
überdecken  sich  einfach  die  Lichterscheinungen,  welche  ihre  Punkte 
einzeln  hervorbringen  würden.  Für  alle  Punkte  der  Lichtlinie  sei  a^ 
constant,  /3,  aber  variire  zwischen  zwei  Grenzen,  d.  h.  die  Lichtlinie 
sei  der  ^- Achse  parallel;  die  Oeffnung  sei  wie  im  vorigen  Falle  ein 
Rechteck  oder  ein  der  ^- Achse  paralleler  fc>palt.  Leuchtet  die  Lichtlinie 
dann  gleichmässig  in  allen  ihren  Theileu,  so  ist  die  Lichtstärke  in 
dem  durch  a^ßQ  bestimmten  Punkte 


fjdß 


I  > 


wo  /  den  im  früheren  Falle  gefundenen  Werth  hat,  und  die  Inte- 
gration über  die  Lichtlinie  auszudehnen  ist.  Führen  wir  jetzt  au 
Stelle  von  ß^  die  Grösse  u  durch  die  Gleichung 

als  Integrationsvariable  ein,  so  ergiebt  sich  für  die  Intensität  der 
Ausdruck 


const.  l ^~)    I  — i     du 

\    pa    /  J      u* 


Nun  seien  die  Verhältnisse  der  Art,  dass  die  Integrationsgrenzen 
für  u  als  unendlich  gross  betrachtet  werden  können,  oder  da  die 
unendlich  kleine  Grösse  k  im  Nenner  von  u  auftritt,  es  seien  b  und  die 
Grenzen  von  ß^  gross  genug,  und  ß^^  nicht  zu  nahe  an  einer  dieser 
Grenzen.  Liegt  dann  ß^  zwischen  den  Grenzen  von  /3, ,  so  ist  die  eine 
Grenze  von   u  positiv,   die  andere  negativ  unendlich;  liegt  es  aber 
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ausserhalb  derselben,  so  sind  beide  Grenzen  von  u  positiv  oder  beide 
negativ  unendlich.  Im  zweiten  Falle  hat  das  nach  u  zu  nehmende 
Integral  den  Werth  Null,  im  ersten  ist  es,  wie  gleich  gezeigt  werden 
wird,  eine  gewisse  Constante;  im  zweiten  Falle  ist  die  Intensität  also 
gleich  Null;  im  ersten 

pa  N2 


.    /  81U  pa  V 
coust.  l        -     ) 


Die  Erscheinung  bildet  sich  also  auf  der  Tafel  innerhalb  Qines 
zur  X-Achse  parallelen  Streifens  ab,  dessen  Breite  und  Lage  durch 
das  Bild  der  leuchtenden  Linie  bestimmt  ist.  In  ihr  treten  genau 
dieselben  zum  Spalt  parallelen  dunklen  Linien,  sowie  die  zwischen 
diesen  befindlichen  Helligkeitsmaxima  auf,  welche  wir  für  den  Fall 
eines  leuchtenden  Punktes  als  Lichtquelle  gefunden  hatten,  dagegen 
fehlen  hier  die  dunklen  und  hellen  Linien  senkrecht  zum  Spalte. 

Was  das  Integral 


■4-oc 

sin'  udu 


—  OD 


betrifft,  so  können  wir  leicht  beweisen,  dass  es  einen  endlichen  be- 
stimmten Werth  hat,  und  diesen  Werth  finden.    In  der  That  ist 

/bin*  t*     .  Hin*  u     ,      /*2öinuc08t*     . 

also  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Grenzen  einsetzt 

/sin'u    ,  /•öin*t*     ,  /*  sin  t^dv 


—  00  _  —  00  —OB 


Damit  ist  das  zu  untersuchende  Integral  auf  das  in  §  3  der  dritten 
Vorlesung  berechnete  z'urückgeführt,  und  man  erhält 


-f-oo 

/sin*  tt    , 
—  du  «=  7C. 


u 

OD 


§5. 

Wenn  ein  leuchtender  Punkt  sein  Licht  durch  eine  Oeffnung 
sendet,  die  irgendwie  durch  gerade  Linien  begrenzt  ist,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  die  Ausführung  der  Integrale  c  und  $  immer  nur 
auf  trigonometrische  Functionen  führt.  Anders  ist  es  aber  bei  krumm- 
liniger Begrenzung  der  Oeffnung.  Wir  wollen  nur  den  Fall  einer 
kreisförmigen  Oeffnung  eingehend  behandeln. 

Wir  haben  wieder  auszugehen  von  den  Gleichungen  (10a) 
und  (10b),  welche  sich  in  einer  gewissen  Einheit  folgendermassen 
schreiben  lassen 
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c  =        II  dxdy  cos  {px  -f  qy)^ 

^^=^11  d^^y  81°  {p^  +  Qy)y 

P  «=  ^  («0  -  «i);       ^  =  \*    (/*o  —  /J|); 

und  wir  haben  hier  die  Integrationen  über  die  Flache  der  kreisförmigen 
OefiFnung  auszudehnen.  Der  Mittelpunkt  derselben  sei  jetzt  der  Anfangs- 
punkt der  üoordinaten^  ihr  Radius  sei  R.    Es  wird  dann  wie  Yorher 

5  SS  Oy    also    J  z=s^  c^ , 
Setzt  man  jetzt 

X  B=  ^  cos  CO,        y  =^  Q  sin  Ci 


so  erhält  man 

p  =  r  cos  o  ,         q  =  r  sin  a  , 

c 

R    ^/r  +  cu' 

=   /  /  QdQdio  cos  ((>r  cos  (co  —  o' 

^=11  Qdgdcü  COS  (qf  coa  (o), 

oder;  wenn 

U      U 

gesetzt  wird, 

(13) 

Das  nach  a  zu  nehmende  bestimmte  Integral,  als  Function  von  z 
betrachtet,  gehört  einer  sehr  wichtigen  Klasse  von  Functionen  an, 
es  ist  die  sogenannte  Besseische  Function  nullter  Ordnung,  Einer  ge- 
bräuchlichen Bezeichnungsweise  folgend,  setzen  wir 

2it 


-  I  da  cos  (z  cos  o)  =  J^  (z) 


und  haben  also 

/tr 

c=^'^^,    CzdzJ,{z).  (13a) 

Setzen  wir  ferner 

/  zdz/o(z)  =  zJ^{z)y 

so  wird  /,  (z)  als  die  Besseische  Function  erster  Ordnung  bezeichnet, 
und  es  ergiebt  sich  für  c  der  Werth 
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c  =  2^R^  ~J^{z)    für    z  =  rR,  (I3b) 

Man  kann  aber  die  Definition  von  Jx{z)  noch  einfacher  geben;  als 
dies  oben  geschah.    Addirt  man  nämlich  die  drei  Gleichungen 

in 


0 

in 
dJo 
dz 

0 

in 


in 


r  1       /» 

j°  ==  —   -     I  rfo  cos*  ca  cos  (z  cos  ©), 


dz* 
nachdem  man  sie  beziehlich  mit  z,lj  z  multiplicirt  hat,  so  erhält  man 


2>r 


=  —    I  den  ^z  sin^  ©  cos  (z  cos  o)  —  cos  o  sin  (z  cos  cd)). 

Der  Ausdruck   auf  der  rechten  Seite  dieser   Gleichung   verschwindet 
aber;  denn  er  lässt  sich  in  der  Form  schreiben 

in 

—  7—  /  ö^  (sin  Gl  sin  (z  cos  w)), 
V 
also  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 

und  aus  ihr  ergiebt  sich 


A 


,  dJo 


J    T 

da  -^°   für  z  =  0  nicht  unendlich  ist.     Die  vorher  gegebene  Defi- 
nition von  7]  (z)  lässt  sich  also  durch  die  folgende  ersetzen 

•^iW  =  -57-^oW.  (14) 

Es  ist  leicht  /o(z),  mithin  auch  /i(z)  durch  convergente  Reihen 
auszudrücken.   Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  in  dem  Ausdruck  für  Jq{z) 


£^*  008*"  CO 


/  \  ^1  /  1  \n      *^        *^08         CO 

cos  {z  cos  c)  =  2,  (- 1)"  17278— .  in ' 

multipliciren  diese  Gleichung  mit  da  und  integriren  die  Reihe  glied- 
weise zwischen  den  Grenzen  0  und  2  %.     Aus  der  Identität 

cos"»  o  dfQ  =  cos"*~^  d  e^  sin  Gl , 
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findet  man  durch  partielle  Integration 

/  cos"»  a  dcD  «=  cos'"-**  cd  sin  o  4~  (^  —  1)  /  ^^^^  ^  cos"~*  id  </©, 

oder,  wenn  man  1  —  cos^  cd  für  sin^  o  setzt 

/,             C08*"  ~  *  «0  Bin  09     ,     m  —  1     /         „^«       , 
COS"  G}  da  =.  -   -  -  1- I  cos"^'  ada-j 

aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  durch  Einsetzen   der  Grenzen  die 
Reductionsformel 

I  cos™  (o  da  =  ^^^ —   /  cos*"""*  ©  rfo, 

u  0 

durch  deren  wiederholte  Anwendung  die  Gleichung 

9/t 


J 


cos**ö  da  =       ,    ^        ,--  -  2» 


0 

erhalten  wird;  es  ergiebt  sich  somit  fOr  Jq{z)  die  folgende  Reihen- 
entwicklung 

2«    ^    (2.4)«  (2  .4.0)«    ^  ^ 

und  wegen  (14) 

J,(z)=  -  (\—   ''    +  -  ^*       —       --^*  J V    (15a) 

•'IV-^/  2    V  2.4     '     2.4.4.0  2.4.6.4.6.8     '  J       \   ^   J 

Für  Jq{z)  und  J^{z)  sind  Tafeln  berechnet,  die  sich  in  „Lommel 
Studien  über  die  Besselschen  Functionen'^  Leipzig  1868  finden.  Man 
kann  daher  auch  in  diesem  Falle  die  Lichtintensitat  c^  für  einen  jeden 
Punkt  des  Gesichtsfeldes  finden.    Aus  (13  b)  ergiebt  sich  nämlich 

c=-2»(f)y.(Är), 
wo 

ist;    nehmen  wir  jetzt,   um  den  Fall  zu  vereinfachen,   a,  «=  ^j  =  0 
oder  senkrecht  auffallendes  Licht  an,  so  ergiebt  sich 

Rr  c=  2ä       sin  d' y 

wenn  &  den  sehr  kleinen  Winkel  zwischen  dem  einfallenden  und  dem 
gebeugten  Strahl  bezeichnet,  wofür  auch 

gesetzt  werden  kann.    Für  gewisse  Werthe  von  ^  verschwindet  c,  die 
Lichtstärke   ist  also  Null,  d.  h.  es  sind  in  dem  Gesichtsfelde  dunkle 
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concentrische  Kreise  vorhanden.    Sie  entsprechen   den  Wurzeln  der 

Gleichung 

/,  (z)  =  0 

mit  Ausnahme  der  Wurzel  z  =  0.    Diese  Wurzeln  sind 

z  =  1,220  jp,      2,233  Ä,      3,238  ä,      4,241  tc,      5,243  tc  .  .  . 

Man  ersieht  schon  aus  dieser  Beihe,  dass  ein  Näherungswerth  der 
;jtcn  Wurzel 

sein  wird,  und  dieser  ist  in  der  That  um  so  genauer,  je  grosser  n  ist. 
Zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  dunkeln  Ringen  befindet  sich 
ein  Maximum  der  Lichtstarke.  Die  Werthe  dieser  Maxima  nehmen 
mit  ihrer  Ordnungszahl  ab,  und  zwar  so  rasch,  dass  man  bei  nicht 
sehr  grosser  Helligkeit  der  Lichtquelle,  wenn  der  leuchtende  Punkt 
keine  grosse  Intensität  besitzt,  nur  die  durch  den  ersten  dunkeln 
Kreis  begrenzte  Scheibe  wahrnimmt.     Aus  der  Gleichung 

folgt  noch  der  Satz:  Der  Durehme|sser  der  durch  die  Beugung 
erzeugten  Ringe  ist  umgekehrt  proportional  dem  Radius  R  der  beugen- 
den Oeffnung. 

Von  den  soeben  gefundenen  Resultaten  lässt  sich  eine  inter- 
essante Anwendung  machen:  Die  Pupille  des  menschlichen  Auges 
bildet  einen  Kreis  von  etwa  4™°^  Durchmesser.  Das  Bild  eines  leuch- 
tenden Punktes  im  Auge  ist  also  kein  Punkt,  sondern  in  Folge  der 
Beugung  am  Rande  der  Pupille  eine  kleine  Scheibe,  deren  Durch- 
messer etwa  4—8'°'°  sein  wird ;  jedenfalls  wirkt  also  die  Beugung  bei 
der  sogenannten  Irradiation  mit,  wenn  sie  auch  nicht  ihre  einzige 
Ursache  ist. 

§6. 

Hat  man  die  Fraunhofer'sche  Beugungserscheinung,  die  ein  leuch- 
tender Punkt  bei  einer  Oefl&iung  von  einer  Gestalt  giebt,  berechnet, 
so  kann  man  (worauf  Lommel  zuerst  aufmerksam  gemacht  hat)  sehr 
leicht  die  entsprechenden  Erscheinungen  bei  Oeffnungen  von  gewissen 
verwandten  Gestalten  ableiten.  Wir  haben  nämlich  für  eine  jede 
Oeffnung 

c=       I  I  dxdy  cos  {px  +  qy), 

^'=^  —  I  f  ^^^y  sin  {px  +  qy)j 
wo   die  Integrationen   über   die  beugende  Oeffnung  ausgedehnt  sind. 
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Nun  setze  man  nx  {Ht  x,      -  für  p,  während  man  alles  Uebrige  nn- 

geändert  lässt,  und  lasse  n  irgend  eine  gebrochene  Zahl  bedeuten. 
Dann  wird  nc  aus  c,  ns  aus  s,  also  ri^J  aus  J.  Daraus  folgt,  dass, 
wenn  mau  alle  Äbscissen  des  Randes  der  OefiFnung  auf  das  n  fache  Ter- 
grössert,  die  Ordinaten  aber  ungeändert  lässt,  man  ein  Beugungsbild 
erhält,  das  aus  dem  ursprünglichen  dadurch  entsteht,  dass  man  die 

Äbscissen  seiner  Punkte  auf  das      fache  yerkleinert,  die  Ordinaten 

ungeändert  lässt  und  die  Intensität  überall  im  Yerhältniss  n^  :  1  ver- 
grössert. 

Aus  dem  Beugungsbilde  einer  rechteckigen  Oeffnung  kann  man 
auf  diese  Weise  das  einer  Oeffnuug  ableiten,  die  ein  beliebiges  Paral- 
lelogramm ist,  wenn  man  die  Achsen  der  x  und  y  schief  gegen  die 
Seiten  des  Rechtecks  annimmt,  in  dem  Bilde  treten  dann  dunkle 
Streifen  auf,  welche  den  Seiten  der  Oeffnung  parallel  sind;  ebenso  lässt 
sich  aus  dem  Beugungsbilde  einer  kreisförmigen  OefiFnung  das  einer  ellip- 
tischen ableiten  und  das  Bild  enthält  hier  dunkle  concentrische  Ellipsen. 

Mit  der  Beugungserscheinung,  die  eine  enge  OefiTnung  in  dem 
Lichte  eines  leuchtenden  Punktes  hervorruft,  steht  im  nächsten  Zu- 
sammenhange die  Erscheinung,  die  sich  zeigt,  wenn  man  dieses  Licht 
tbeilweise  durch  einen  kleineu  Schirm  von  der  Gestalt  und  Lage  der 
OefiTnung  auffängt.  Beide  Erscheinungen  stimmen  nämlich  vollständig 
in  allen  Punkten  des  Gesichtsfeldes  überein,  ausser  in  demjenigen, 
der  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes  ist  Um  diese  Uebereinstimmung 
nachzuweisen,  denken  wir  uns,  dass  das  Licht  des  leuchtenden  Punktes 
auf  eine  kleine  OefiTnung  in  einem  Schirm  fällt,  die  aber  so  beschafiTen  ist, 
dass  keine  Beugungserscheinungen  merklich  sind-,  in  diese  OefiTnung 
sei  der  kleine  Schirm  gebracht;  die  Helligkeit  im  Punkte  0  ist  dann 

wo 

c=   CCdscoH  *'*-+*'"  2ä, 

s'=   TA/s  sin -*^^-+'^  2ä 

ist,  und  wo  die  Integration  über  die  OefiTnung  mit  Ausschluss  des 
kleinen  Schirmes  ausgedehnt  ist;  ist  im  Gegentheil  statt  des  kleinen 
Schirmes  eine  OefiTnung  von  derselben  Gestalt  in  einem  grosseren 
Schirm  vorhanden,  so  ist  die  Helligkeit  im  Punkte  0 

wo  c  und  s  dieselben  Integrale  über  diese  kleine  OefiTnung  ausgedehnt 
bedeuten;  c  -{-  c'  und  s  +  s'  sind  daher  dieselben  Integrale  über  jene 
grössere  OefiTnung  genommen,  und 
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ist  die  Helligkeit  im  Punkte  0  in  dem  Fall;  dass  die  grosse  Oeffnung 
ganz  frei  ist.  Diese  Helligkeit  ist  aber  gleich  Null,  wenn  der  Punkt  0 
nicht   in   der  Richtung   des  leuchtenden  Punktes  sich  befindet;   bei 

Ausschluss  dieses  Falles  ist  daher 

t  ^^  f j  j » 

C         *-~"     ""~*     Cm  S        ~  """"     Oa  i/a     ^"^     «/a    • 

Da  man  nun  jene  grössere  Oeffnung  beliebig  nahe  an  den  beugenden 
Schirm  herangezogen  denken  kann,  wenn  nur  Beugungen  am  Rande 
derselben  yermieden  werden,  also  sehr  nahe  im  Verhältniss  zu  den 
Dimensionen  des  Beugungsbildes,  so  müssen  die  obigen  Gleichungen 
für  alle  Punkte  gelten,  welche  nur  nicht  zu  nahe  an  dem  geometri- 
schen Schatten  des  kleinen  Schirms  liegen;  die  aufgestellte  Be- 
hauptung ist  somit  bewiesen. 


Kirchhoff.  Optik. 


Sechste  Vorlesnng. 

Allgemeine  Theorie  der  FraonhoferBcben  BeugQDgserscheinuugen  für  mehrere 
beugende  Oeffnungen  von  gleicher  Ge«talt  und  entsprechender  Lage.  —  Die 
Oeffnongen  sind  sehr  zahlreich  und  regellos  veriheilt.  —  Die  Anzahl  der  Oeff- 
nungen ist  endlich  und  sie  sind  regelmässig  angeordnet.  —  Die  Oeffnungen 
liegen  in  einer  Beihe  in  gleichen  Abständen.  ^  Die  Oeffnungen  sind  schmale 
und  lange  Rechtecke,  die  Lichtquelle  ist  eine  Linie.  —  Gittersysteme.  — 
Theorie  der  Beugungsspectren.  —  Untersuchung  des  Falles,  dass  die  Spalten  des 
Gitters  nicht  unendlich  gross  gegen  die  Wellenlänge  sind.  —  Die  Rowlandschen 
Beugungsgitter.  —  Die  Oeffnungen  sind  durch  dünne  Glasplättchen  bedeckt.  — 

Theorie  der  Talbotschen  Linien. 

§  1. 

Die  Entwicklungen  der  vorigen  Vorlesung  bezogen  sich  zunächst 
auf  die  durch  eine  Oeffnung  erzeugten  Frauuhofer'schen  Beugungs- 
erscheinungen; die  dort  abgeleiteten  allgemeinen  Formeln  (10a)  and 
(10b)  gelten  aber  eben  so  gut,  wenn  deren  mehrere  vorhanden  sind, 
nur  müssen  dann  die  Integrationen  in  c  und  s  über  alle  Oeffnungen 
ausgedehnt  werden.  Wir  wollen  nun  den  Fall  verfolgen,  dass  mehrere 
ebene  und  in  derselben  Ebene  liegende  Oe&ungen  von  gleicher  Ge- 
stalt und  von  solcher  Lage  vorhanden  sind,  dass  die  entsprechenden 
Linien  in  ihnen  parallel  sind. 

Wählen  wir  die  Ebene  der  Oeffnungen  wieder  zur  xy- Ebene, 
so  ist  die  Lichtintensität  im  Punkte  0  in  einer  gewissen  Einheit  aus- 
gedrückt. 


wo 


/  /  dxdy  cos  (px  +  qtj)y 
s=  -^  I  I  dxdy  sin  (px  -f  gy), 


(1) 


zu  setzen  ist,  und  wo  die  Integrationen  über  alle  Oeffnungen  ausge- 
dehnt werden  müssen. 

Es  möge  nun  in  der  ersten  Oefihung  ein  Punkt  beliebig  ange- 
nommen werden,  und  es  seien 

(fl,*,)»      («2^2)7      («s^s)  ••• 
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seine  üoordinaten,  sowie  die  Goordinaten  derjenigen  Punkte, 
welche  jenem  in  den  übrigen  OeiFnungen  entsprechen.  Sind  dann 
(<jj  +  «',  ^,  +  y)  die  Goordinaten  eines  beliebigen  anderen  Punktes 
in  der  ersten  Oeffnung,  so  ergeben  sich  für  die  Goordinaten  der  ihm 
in  den  übrigen  Oeffnungen  entsprechenden  Punkte  die  Werthe 

In   Folge   dessen  lassen    sich  jetzt  die   Ausdrücke  für   c  und  s 
folgendennassen  schreiben 

c  =       ^   i  i  dxdy'  cos  (p  {Oi  +  x')  +  (/  (/>,-  +  y')), 

s  =  -  2^  ff^^'^f/'  siii  (P («.•  +  ^1  +  Q  i^i  +  yl)  7 

wo  die  Integrationen  über  eine  Oeffnung  auszudehnen,  und  dann  die 
Summen  für  die  Oeffnungen  zu  nehmen  sind.  Zerlegt  man  in  diesen 
Ausdrücken  von  c  und  s  die  vorkommenden  Sinus  und  Cosinus,  so 
treten  nur  die  beiden  Integrale 

c'«=s        I  I  dx'dtj'  cos  {px'  -{-  qy'), 

rr    ,    .  ,  ^2) 

«'  =  —  i  \  dx  dy  sin  i^px   +  ^y  ) 

auf,  bei  denen  die  Integrationen  ebenfalls  über  eine  Oeffnung  aus- 
zudehnen sind;  setzt  man  endlich  noch  zur  Abkürzung 

0  =       ^  cos  (pa,-  +  qh^ , 

•  (2a) 

5  =  —    >  sm  (pa,-  +  ^W, 


so  gehen  jene  Gleichungen  in 

c  =  cC  —  5'S, 

über,  und  aus  ihnen  ergiebt  sich 

Es  ist  aber  c'^  +  s'^  die  Intensität  /'  im  Punkte  0  für  den  Fall, 
dass  nur  eine  Oeffnung  vorhanden  ist,  gleichgültig  welche;  die 
letzte  Gleichung  lässt  sich  also  folgendermassen  schreiben 

y  =  (^2  +  52)  J\  (3) 

Man  sieht  daraus,  dass,  wo  in  dem  Beugungsbilde  einer  Oeffnung 
Dunkelheit  vorhanden  ist,  diese  bleibt  bei  beliebig  vielen  Oeffnungen. 
Es  entsteht  das  Beugungsbild  des  Systems  aus  dem  einer  einzelnen 

7* 


2i 
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OefFnung,  indem  hier  die  Intensität  im  Yerhältniss  C^  -{-  S^  i  l  ver- 
mehrt wird;  da  C  und  S  von  a^ß^  abhängig  sind,  so  wird  dieses 
Verhältniss  in  den  yerschiedenen  Punkten  des  Gesichtsfeldes  im  All- 
gemeinen einen  verschiedenen  Werth  haben  und  auch  kleiner  als  1 
sein  können. 

Ist  die  Zahl  der  Oeffnungen  sehr  gross  und  sind  dieselben  regel- 
los vertheilt,  so  wird  in  dem  aus  (2  a)  sich  ergebenden  Ausdrucke  für 
C^  +  S^  der  Theil 

co3{pai'\'gbi)coH(pak  +  qbk)  +  sm(pai'\-qbi)sin{pat+gbk)} 

(i><  *) 

=  ^  COS  (p  (a.-  —  ak)'\-g  (bi  —  bt)) 

als  verschwindend  angesehen  werden  dürfen,  da  in  dieser  Summe  die 
Cosinus  regellos  zwischen  1  und  —  1  vertheilt  liegen,  es  resultirt  also 
für  (P  -\-  S^  der  Werth  n ,  wenn  n  die  Anzahl  der  Oeffnungen  be- 
deutet. In  diesem  Fall  ist  also  das  Beugungsbild  ganz  dasselbe,  wie 
das  von  einer  Oeffnung  hervorgerufene,  jedoch  ist  es  viel  lichtstarker 
als  jenes. 

Dieses  Resultat  kann  durch  den  Versuch  bestätigt  werden,  z.  B. 
wenn  manLycopodiumsamen  auf  einer  Glasplatte  verstreut.  Die  Theil- 
chen,  aus  denen  derselbe  besteht^  sind  nämlich  nahezu  gleich  gross  und 
kreisförmig.  Da  nun  eine  kleine  schwarze  Scheibe  dieselben  Beugungs- 
erscheinungen hervorruft;  wie  eine  ebenso  grosse  Oeffiiung,  so  ent- 
steht auf  einem  dahinter  gehaltenen  Schirme  die  von  der  Theorie 
geforderte  Erscheinung,  wenn  man  den  Samen  von  einem  unend- 
lich fernen  Punkte  aus  beleuchtet.  Kennt  man  also  die  Wellenlänge 
des  angewandten  Lichtes  und  die  übrigen  Data,  so  kann  man 
den  Durchmesser  jener  Theilchen  aus  dem  der  entstehenden  Ringe 
leicht  berechnen. 

Ein  ganz  anderes  Resultat  ergiebt  sich  aber,  wenn  die  Oeff- 
nungen nicht  regellos  vertheilt,  sondern  gesetzmässig  angeordnet  sind. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  eine  Reihe  von  Oeffnungen  vor- 
handen ist,  und  dass  die  entsprechenden  Punkte  derselben  auf  einer 
geraden  Linie  in  gleichen  Abständen  e  liegen.  Wählen  wir  eine 
dieser  geraden  Linien  als  .r-Achse,  so  können  wir  setzen 

a^  =  0^      «2  =  ^,       ^s  =  2^,  •  •  • 
dadurch  wird 

C  c=s  1  -|-  cos  pe  -\-  cos  2pe  -f-  •  •  •  -|-  cos  (n  —  1)  pe^ 

—  S  =  sin  pe  +  sin  2pe  +  •  •  •  +  sin  (n  —  1)  pe, 

wo  n  die  Zahl  der  Oeffnungen  bedeutet.  Diese  Reihen  lassen  sich 
summiren ;  multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichungen  für  C  und  S  mit 
2co9j9^  und  benutzt,  dass 
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2  COS  ö  cos  *  s==  cos  (a  +  *)  +  cos  {a  --  b), 
2  cos  fl  sin  ft  =  sin  (o  +  ^)  —  sin  {a  —  b)^ 

ist,  so  erhält  man  einfache  Gleichungen  für  C  und  S,   deren  Auf- 
lösungen durch  Benutzung  von 

COS  &  —  COS  a  =s  ^  sm  — ^ —  sin  — ^ — , 

I       -1.        o*      a  +  6  a  —  b 

sm  a  +  sm  «?  =  2  sm    -^ —  cos  — - — , 


werden 


,         o  a  +  6.      a  —  b 

sm  a  —  sm  ^  =  2  cos    — ^ —  sm  -  -- — 


npe  (n  —  1)  pe 

Bin      i;      cos ^  -  ^— 

2  2 

Bin 


-S 


2 


np«          («  —  1)  oe 
Bin  — ^  Bin  -^^ : — ^-- 


Bin 


2 

Quadrirt  und  addirt  man  diese  beiden  Gleichungen,  so  erhält  man 

Bin     '^     ^ 


.       PC 

sin  -=^^ 


also  ergiebt  sich  aus  (3) 


I         .pcl  NnBint/'  ^-^ 

n  Bin  ■ 


2 

wenn  zur  Abkürzung 

2  ^ 

gesetzt  wird.     An  den  Stellen,  an  denen 

ist;  wo  A  eine  positive  ganze  Zahl  oder  Null  bedeutet,  wird 

Bin  n  {  n  cob  n  g 

n  Bin  £  n  cos  g 

und  also 


=  ±1, 


/  =  nV,  (4  a) 

und  eine  genauere  Discussion  des  aus  (4)  sich  ergebenden  Werthes 
des  Verhältnisses  J  \  J\  welche  der  im  §  4  der  vorigen  Vorlesung 
durchgeführten  völlig  analog  ist^  lehrt,  dass  dasselbe  an  diesen  Stelleu 
seinen  grössten  Werth  erhält. 


102  Sechbte  Vorlesung. 

Es  sei  nun  die  Anzahl  der  Oeffnuiigeii  sehr  gross,  also  n  =  cx), 
danu  wird  an  allen  Stellen  des  Bildes,  für  welche  ^  s»  4- Aar,  oder 
für  welche 

«0  —  «I  ±  *  7  (5) 

ist,  die  Lichtstarke  unendlich  gross  sein  gegen  diejenige,  welche  an 
den  anderen  Stellen  stattfindet,  da  an  jenen  immer  n  sin  |  e»  oo, 
sin  n  I  aber  höchstens  gleich  1  ist.  Ferner  seien  die  einzelnen  Oeff- 
nungen,  über  deren  Gestalt  bis  jetzt  keinerlei  Voraussetzungen  ge- 
macht zu  werden  brauchten,  zur  a:- Achse  senkrechte  Spalte;  ein 
solches  System  nennt  man  ein  Beugungsgitter. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  das  Licht 
des  leuchtenden  Punktes  senkrecht  auf  das  Gitter  auffalle,  dann  ist 
a,  CB  ^j  es  0,  und  für  alle  Punkte  des  Bildes,  in  denen  Licht  vor- 
handen ist,  ^0  =  0;  setzt  man  also 

«Q  =  sin  d, 

so  ist  d  der  Winkel  des  gebeugten  mit  dem  einfallenden  Strahl,  oder 
der  „Beugungs Winkel'';  dann  werden  an  allen  Stellen,  an  denen 

Cq  «a»  sin  fr  =  +  A  —  (6a) 

ist,  helle  Lichtpunkte  auftreten.  Wählt  man  statt  des  leuchtenden 
Punktes  eine  zu  den  Spalten  des  Gitters  parallele  leuchtende  Linie 
als  Lichtquelle,  so  werden  an  den  durch  die  obigen  Werthe  von  fr 
bestimmten  Stellen  helle  Linien  auftreten,  welche  den  Spalten  parallel 
sind,  und  deren  Entfernungen  von  einander  um  so  grosser  werden,  je 
kleiner  der  Abstand  e  der  Spalten  ist;  man  wird  Spectren  erhalten, 
wenn  das  einfallende  Licht  gemischtes  ist,  wenn  also  X  variirt.  Man 
nennt  diese  Spectren  Beugungsspcctren ;  Messungen,  die  an  ihnen 
angestellt  sind,  haben  zur  genauen  Eenntniss  der  Wellenlängen 
der  verschiedenfarbigen  Lichtstrahlen  geführt 

Die  soeben  abgeleiteten  Gleichungen  setzen  aber  wesentlich  voraus, 
dass  die  Dimensionen  der  beugenden  OeShung  sehr  gross  gegen  die 
Wellenlängen  sind,  und  ihre  Anwendung  auf  die  Beugungsspcctren,  bei 
deren  Herstellung  oft  Gitter  benutzt  sind,  deren  Spalten  nur  eine  Breite 
von  wenigen  Wellenlängen  besitzen,  ist  zunächst  nicht  zu  recht- 
fertigen. Doch  haben  die  Messungen,  denen  wir  die  Eenntniss  der 
Wellenlängen  verdanken,  gezeigt,  dass  diese  Anwendung  die  Orte 
der  Lichtmaxima  mit  grosser  Genauigkeit  richtig  ergiebt.  Diese  That- 
Sache  findet  ihre  Erklärung  durch  die  folgenden  Betrachtungen: 

Man  denke  sich  das  Gitter,  über  dessen  BescbafPenheit  eine  spe- 
cielle  Voraussetzung  nicht  gemacht  zu  werden  braucht,  das  z.  B.  ein 
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Drahtgitter,  ein  Russgitter,  oder  ein  Diamantgitter  sein  kann,  in  die 
passende  Oeffnung  eines  ebenen  schwarzen  Schirmes  eingefügt ,  der 
sich  nach  allen  Seiten  in  die  Unendlichkeit  erstreckt.  Auf  dieses 
Gitter  mögen  nun  ebene  Lichtwellen  senkrecht  auffallen,  und  es  möge 
der  Schirm,  der  die  Beugungserscheinungen  auffangt^  in  der  Unend- 
lichkeit liegen. 

Es  sei  dann  97  irgend  eine  der  Functionen  u,  v,  w,  dann  ist  ipQ, 
d.  h.  der  Werth  derselben  in  einem  Punkte  0  des  Schirmes  nach 
(12)  der  zweiten  Vorlesung  gegeben  durch  die  Gleichung 

9-»  =  -  4„- /  ^' [7;  JN  +  ^77  Tif  Tt dir  V'      C6) 

WO  sich  die  Function  9  unter  dem  Integralzeichen  auf  das  Element 

ds  bezieht,  jedoch  statt  i  das  Argument  t  —  —  besitzt    Die  Ebene^ 

deren  Element  ds  genannt  wird,  sei  nun  wie  vorher  die  xy-Ebene  des 
Coordinatensystemes,  die  x- Achse  stehe  senkrecht  auf  den  Spalten,  der 
Anfangspunkt  sei  der  Mittelpunkt  des  rechteckig  angenommenen  Gitters. 
Ferner  sei  q^  die  Länge  der  vom  Coordin^tenanfaugspunkte  nach  dem 
Punkte  0  gezogenen  Linie,  und  cc^ß^yQ  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
diese  mit  den  Axen  bildet.  Man  hat  dann  bis  auf  Grossen  der 
zweiten  Ordnung 

dr 

^0  =  90  —  K^  +  ßoy)  j      js'  ^  ^"'      ^^  =  ä^(iy, 

und  da  q^  als  unendlich  gross  angenommen  wurde,  so  ergiebt  sich 
aus  (6) 

".  —  .'.//- "(aJ  +  'a  IT)-  (««> 

Man  hat  nun  für  das  Argument  / 

fp{t)  =  Ä   cos  -„,  27C  -\-  B   sin  -„,  2;r, 

W)  =  A'  cos  ],  27t  +  B'  sin  -|.  2;r, 
wo  dann  A^  B^  A\  B'  Functionen  von  x  und  y  sind;  da  dann 

sich  ergiebt,  so  ist  in  (6  a)  unter  dem  Integralzeichen  zu  setzen 
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i  i'^^."  «)  =  •-'»  B  co«(  J.-  +  ""'+-?«")  2» 

wobei  der  Anfangspunkt  der  Zeit  um  ^^  rückwärts  verlegt  ist  Hier- 
nach erhält  man  fQr  q)^  den  Ausdruck 

9>«  -J'ß'^y{^  <^Ct+  -  ~I  "'")  2«  +  i:  sin  (;+-«"  tASf)  2«) , 

WO  Z>  und  A'  umgekehrt  proportional  mit  Qq^  lineare  Functionen  von  y^^ 
und  endlich,  was  hier  hervorzuheben  ist,  lineare  homogene  Functionen 
von  A,  A'y  B^  B'  sind^  deren  Coefficienten  x  und  y  nicht  enthalten. 
Nun  sei  die  Lichtquelle  ein  leuchtender  Punkt,  der  auf  der  nega- 
tiven z -Achse  in  der  Unendlichkeit  Hegt,  2h  die  Länge  der  Spalten, 
2n  ihre  Anzahl,  e  der  Abstand  entsprechender  Punkte  zweier  aufein> 
ander  folgenden  Spalten,  2ne  also  die  Breite  des  Gitters.   Man  darf  dann 

annehmen,  dass  q>{i)  und  |^,  von  y  so  abhängen,  dass  sie  constant 

bleiben,  wenn  y  von  —  ft  bis  -|-  ft  variirt,  und  verschwinden,  wenn  y 
ausserhalb  dieses  Intervalles  liegt,  während  sie  als  Functionen  von  x 
betrachtet,  um  e  periodisch  sind,  wenn  x  einen  Werth  zwischen  +  ne 
hat  und  für  andere  Werthe  von  x  verschwinden.  Man  ist  zu  dieser 
Annahme  berechtigt^  weil  es  ebene  Wellen  sind,  welche  auf  das  in 
einem  schwarzen  Schirm  befindliche  Gitter  senkrecht  auffallen ;  ganz  das- 
selbe wird  dann  von  den  Functionen  A^  B,  A\  B'  und  somit  auch 
von  B  und  E  gelten.    In  Folge  hiervon  wird  zunächst 

8inef^2ir  r    \        ,,  ,  ,         ,1 

fPo pj l  dx\B  cos  {^  +  ?^  )2«  +  E  sin  (^  +  ''-'^)  2n  \ . 


— «« 


Da  A  als  unendlich  klein  gegen  b  angesehen  werden  kann,  so  ist  der 
vor  dem  Integralzeichen  stehende  Factor  für  jeden  endlichen  Werth 
von  /Sq  unendlich  klein ^   während  er  endlich  ist,  wenn  /Sq   von  der 

Ordnung  -^ ,  also  unendlich  klein  ist:  es  ist  also  allein  in  den  Punkten 

der  o;- Achse  Licht  vorhanden.  Bezieht  sich  jetzt  also  9o  ^^^  einen 
solchen  Punkt,  so  ergiebt  sich  in  einer  passend  gewählten  Einheit 

y,  =  fdx  {d  cos  {^  +  ^f)2n+Eim{\,-\.  ^f  ) 2 a) 
=  cos  y  2«  /  dx  {p  cos  ^  2«  +  £  sin  "f  2«) 


—  ne 


/-ne 
dx  (—  />8iu  "^-2^  -\-  Ä-cos  "J"^  2n)- 

—  ne 
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Der  Mittel werth  von  tp^^  durch  den  die  Intensität  im  Punkte  0 
bestimmt  ist,  ist  die  halbe  Summe  der  Quadrate  der  beiden  hier  vor- 
kommenden Integrale,  welche  jetzt  näher  untersucht  werden  sollen. 
Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  D  und  E  nach  den  Cosinus  und 

Sinus  der  Vielfachen  von  —  2n    entwickelt,    was    nach    der    oben 

gemachten  Voraussetzung  möglich  ist,  und  betrachten  eine  end- 
liche Anzahl  der  so  erhaltenen  Glieder  an  Stelle  von  D  und  E.  Es 
treten  dann,  wenn  h  eine  ganze  Zahl  oder  Null  bedeutet,  die  In- 
tegrale auf 

/4-»«  4-«« 

dx  cos  h       2n  sin  a^  -^  2n      und      I  dx  sin  h  —  2x  cos  ckq  -    27t , 

—  H  e  —  n  e 

die  verschwinden,  da  ihre  Grenzen  gleich  und  entgegengesetzt,  und 
die  zu  integrirenden  Functionen  ungerade  sind,  und  ferner  die  In- 
tegrale 

/  dx  cos  h  *~  2ä  cos  a^  —  2;r      und      /  dx  sin  h  -    2ä  sin  a^^  23t , 

die  beziehungsweise 

Binne2n( Y)         sinn«  27if  -  +-t^) 

sind.  Wenn  a^  nicht  specielle  Werthe  hat,  so  sind  alle  diese  Aus- 
drücke von  der  Ordnung  von  A,  falls  e  nicht  von  noch  niedrigerer 
Ordnung  ist,  nur  für 

ist  der  Werth  eines  jeden  dieser  beiden  Integrale  endlich,  nämlich 
+  ne.  Mit  Berücksichtigung  der  vorher  über  die  Intensität  der 
Lichtbewegung  gemachten  Bemerkung  folgt  also  in  Uebereinstimmung 
mit  (5  a),  dass  sie  unendlich  gross  ist  gegen  die  in  allen  anderen 
Punkten  des  Gesichtsfeldes  stattfindende,  wenn 

«0  =  sin  d  «=  +  Ä  -  ,  /Jo  =  0; 

wo  0*  der  „ Beugungswinkel ^'  ist,  und  das  ist  es,  was  ^ch  die  Be- 
obachtungen gezeigt  haben. 

§3. 

Erwähnen  wollen  wir  den  Fortschritt,  der  in  der  Herstellung 
von  Beugungsgittern  in  neuester  Zeit  von  Professor  jRot^^/ari^  in  Cambridge 
in  Amerika  gemacht  ist.  £s  ist  diesem  gelungen,  Gitter  zu  ver- 
fertigen,   welche    die   bisherigen    an    Grösse    der    Dimensionen,    an 
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Kleinheit  und  Regelmässigkeit  des  Abstandes  aufeinanderfolgender 
Linien  weit  übertreffen.  Seine  Tfaeilmaschine  gestattet  nach  seiner 
Angabe  eine  Fläche  von  etwa  IOC)  mm  Hohe  und  150  mm  limge 
mit  Linien  zu  versehen,  von  denen  fast  2000  auf  1  mm  gehen,  deren 
Abstände  also  gleich  einer  Wellenlänge  des  gelb* grünen  Lichtes 
sind.  Die  Linien  werden  mit  eiuem  Diamant  in  eine  Metallfläche 
geritzt ;  es  können  diese  Gitter  also  nur  im  reflectirten  Lichte  benutzt 
werden.  Einen  wesentlichen  Vortheil  erlangt  Rowland  dadurch,  dass 
er  seine  Gitter  nicht  auf  ebenen,  sondern  auf  hohlen  sphärischen 
Flächen  herstellt;  in  Folge  davon  wirkt  das  Gitter  als  Hohlspiegel 
und  erzeugt  reelle  Bilder  der  Spectren  der  Lichtquelle,  ohne  dass 
Linsen  zu  Hülfe  gezogen  zu  werden  brauchen.  Es  ist  dies  für  manche 
Untersuchungen  sehr  wichtig,  da  die  Strahlen  dann  durch  kein  anderes 
Mittel  als  durch  Luft  gehen,  und  so  die  Absorption  vermieden  ist^  die 
alle  andern  Körper  bald  mehr,  bald  weniger  ausüben. 

Die  Anordnung,  die  Rowland  bei  der  Beobachtung  der  Spectren 
benutzt,  ist  die  folgende: 

Das  Gitter  sei  so  aufgestellt,  dass  seine  Linien  vertical  sind;  die 
Ebene  der  untenstehenden  Zeichnung  sei  horizontal ;  A  sei  der  Mittelpunkt 
der  Fläche  des  Gitters,  M  der  Mittelpunkt  seiner  Krümmung;  der  ge- 
zeichnete Kreis  sei  über  AM  als  Durchmesser  beschrieben;  er  berührt 
somit  das  Gitter  in  ^;  auf  diesem  Kreise,  in  S^  befinde  sich  der  Mittel- 
punkt des  verticalen  Spaltes,  der  die  Lichtquelle  bildet.  Beschränken 
wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  Strahlen,  welche  in  der  Ebene  der 
Zeichnung  verlaufen,  und  suchen  zunächst  den  Ort  des  Bildes 
von  S,  welches  durch  regelmässige  Reflexion  an  der  Fläche  des  Gitters 
erzeugt  wird.   Der  Strahl  SA  wird  in  der  Linie  ABq  reflektirt,  wo 

MS  =  MB^^ 

ist.  Verfolgen  wir  einen  zweiten  einfallenden  Strahl  SC  mit  dem 
Eiufallspunkt  C  bei  seiner  Reflexion ;  wir  nehmen  die  Breite  des  Gitters 


als  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  gegen  seinen  Radius 
an;  dann  ist  AC  von  der  ersten  Ordnung,  der  Abstand  des  Punktes 
C  von  dem  gezeichneten  Kreise  aber  von   der  zweiten  Ordnung  un- 
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eudlich  klein,  und  wir  können  daher  den  Einfallspunkt  C  als  avf 
dem  Kreise  liegend  darstellen.  Das  Einfallsloth  ist  MCy  der  Einfalls- 
winkel daher  gleich  dem  Einfallswinkel  für  SA,  also  auch  der  Re- 
flexionswinkel gleich  dem  des  vorher  betrachteten  Strahles;  der  reflek- 
tirte  Strahl  muss  demnach  durch  B^  gehen,  es  muss  also  B^  das 
gesuchte  Bild  von  S  sein* 

Nun  sei  das  Licht  homogen  von  der  Wellenlänge  X\  es  entsteht 
dann  durch  Beugung  auf  jeder  Seite  von  B^  eine  Reihe  von  Bildern 
von  S,  Ueberlegen  wir  zuerst  die  Wirkung  des  Gitterelementes  bei  A. 
Es  sei  d*  der  Einfallswinkel,  ^a  der  dem  h^^  Beuguugsbilde  ent- 
sprechende Reflexionswinkel;  dann  ist  nach  (5) 

^  —  4- Aar,       oder  da      /J,  = /J^  =  0 
^^^>  «j  =  sin  d,        «0  =*  si^  ^h 

sm  ^k  —  sin  ^  =  +  Ä  —  • 

Wir  denken  uns  d«  aus  dieser  Gleichung  berechnet  und  an  MA 
angetragen;  so  entstehe  die  Linie  ABk\  eine  ähnliche  Construction 
denken  wir  uns  für  das  Element  des  Gitters  bei  C  ausgeführt.  Der 
Einfallswinkel  d'  ist  hier  derselbe  wie  bei  A\  die  aufgestellte  Gleichung 
giebt  daher  auch  denselben  Werth  für  den  Reflexionswinkel  ^k\  es 
wird  mithin  der  hier  durch  Reflexion  und  Beugung  erzeugte  Strahl 
CBh  und  es  ergiebt  sich  Bk  als  Ort  des  h}^^  Beugungsbildes  von  S, 
Auf  dem  gezeichneten  Kreise  liegen  daher  die  sämmtlichen  durch 
das  Gitter  erzeugten  Bilder  von  S. 

Alan  wird  diese  beobachten  können,  wenn  man  an  passender 
Stelle  einen  kleinen  weissen  Schirm  so  aufstellt,  dass  er  von  jenem 
Kreise  berührt  wird.  Dabei  wird  der  Schirm  im  Allgemeinen  schief 
von  den  wirksamen  Strahlen  getroffen  werden;  es  hat  das  gewisse 
Uebelstande  zur  Folge,  die  Rowland  auf  die  folgende  sinnreiche 
Weise  zu  vermeiden  gelehrt  hat. 

Der  Spalt  S  ist  fest  aufgestellt  in  dem  Schnitt-  x<ig.  9. 

puukt  zweier  auf  einander  senkrechten  Schienen ;  auf 
diesen  verschiebbar  ist  eine  dritte  Schiene  AM  derart 
angebracht,  dass  ihr  einer  Endpunkt  A  auf  der  einen, 
der  andere  M  auf  der  andern  Schiene  beweglich  ist. 
Die  Länge  AM  ist  der  Krümmungsradius  des  Gitters; 
in  A  ist  das  Gitter,  in  M  der  Schirm  senkrecht  zu 
AM  aufgestellt  und  an  der  letztgenannten  Schiene 
befestigt.  Wie  diese  nun  auch  aufgestellt  sein  möge, 
immer  haben  die  Punkte  5,  A,  M  die  bei  der 
früheren  Figur  vorausgesetzte  Lage,  da  ein  über 
MA  als  Durchmesser  beschriebener  Kreis  durch  S  hindurchgeht; 
durch  passende  Stellung   der   beweglichen   Schiene   kann   man   nun 
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jedes  der  durch  Beugung  und  Reflexion  entstandenen  Bilder  auf 
den  Schirm  in  M  bringen,  der  dann  durch  die  wirksamen  Strahlen 
stets  senkrecht  getroffen  wird. 

§4. 

Wir  wollen  nun  den  betrachteten  Fall,  dass  ein  leuchtender 
Punkt  sein  Licht  durch  mehrere  (oder  viele)  gleiche  und  gleich- 
liegende Oeflnungen  sendet,  noch  verallgemeinern.  Wir  wollen  näm- 
lich annehmen,  dass  vor  jeder  Oeffnung  eine  von  zwei  parallelen 
Ebenen  begrenzte  Schicht  eines  durchsichtigen  Mittels,  etwa  ein 
Glasplättchen,  sich  befindet;  die  Dicken  der  vor  den  einzelnen  Oeff- 
nuugen  befindlichen  Plättchen  sollen  verschieden  sein.  Dann  wird 
die  Zeit,  welche  ein  einfallender  Strahl  gebraucht,  um  durch  die 
Oeffnungen  hindurch  von  einer  Wellenebene  zu  einer  andern  zu  ge- 
langen, durch  die  Hinzufügung  der  Plättchen  geändert  werden;  es 
sei  ti  die  Zahl,  welche  diese  Aenderung  für  die  t^*  Oeffnung  ergiebt, 
und  es  werde 

gesetzt;  es  lässt  sich  dann  r,-  bezeichnen  als  die  Aenderung  der  Phase, 
die  durch  die  i>^  Platte  hervorgebracht  ist.  Brauchen  wir  im  Uebrigen 
dieselben  Zeichen,  wie  oben,  und  machen  Gebrauch  von  den 
Formeln  des  §  2  der  fünften  Vorlesung 

c  =  C Cds  cos  (^+,^  2n-^ö\ 

s  =ffäs  sin  (^A  2n^d\, 

so  ergeben  sich  für  c  und  s  die  Ausdrücke 

c  =  ^  j  jdx'dy'  cos  (p(ör,  +  x)  +  q  {bi  +  y')  -  r.) 

—  s  =  ^ f  j^^'^y'  ^^^  (pi^i  +  ^')  +  9if^i  +  y')  —  n), 

wo 

p  =  \"  («0  -  «i).    ^  =  ¥  (^«  ■"  '*') 

zu  setzen  ist,  und   für  die  Intensität  J  im  Punkte  0  erhält  man  in 
einer  gewissen  Einheit  ausgedrückt 

/  o=  c»  +  s\ 


Setzt  man  nun 


C=^  cos  {poi  -f  qbi  —  r.) 

(I) 
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und  nennt  J'  wieder  die  Intensität  im  Punkte  0  bei  einer  Oeffnung, 
so  erhält  man  durch  die  im  Anfang  dieser  Vorlesung  benutzten  Schlüsse 

Wir  nehmen  nun  an,  dass  nur  zwei  OeflFnungen  vorhanden  sind, 
deren  eine  unbedeckt  sei,  dann  können  wir  setzen 

öf,  =  0        &,  =  0        r,  «=  0 

a^==i  e         &2  =  0        Tj  =  r , 
und  es  ergiebt  sich 

^  =  1  -f-  cos  {pe  —  r) 

—  5=  sin  {pe  —  r), 

also 

/  =  47'  cos2  £^^  .  (7) 

Hieraus  folgt ,  dass  in  dem  Beugungsbilde  einer  Oeffnung  durch 
Hinzufügen  der  zweiten  schwarze  Streifen  entstehen^  deren  Orte 
durch  die  Werthe  von  p  bestimmt  sind,  für  welche 

pe  —  r       ri 
cos  ^-— ^ —  =  0 

ist.  Fehlte  die  Glasplatte  vor  der  zweiten  Oeffnung,  so  wäre  die 
Lage  der  durch  diese  erzeugten  schwarzen  Streifen  durch  die 
Gleichung 

cos  ~-  =  C) 

bestimmt;  die  Glasplatte  bewirkt  also  eine  Verschiebung  dieser  Streifen^ 
die  durch  den  Werth  von  r  bedingt  ist.  Zur  Bestimmung  dieses 
Werthes  gelangt  man  auf  dem  folgenden  Wege. 

Es  seien  GG  in  Figur  (10)  die  Grenzflächen  der  Platte^  5^  ein 
einfallender  Strahl,  AB  seine  Verlängerung.  Wir  wollen  zunächst  die 
Zeit  berechnen,  die  das  Licht  gebraucht,  um  von  der  durch  A  ge- 
legten Wellenebene  bis  zu  der  durch  B  gelegten  zu  gelangen.  Der 
einfallende  Strahl  werde  so  gebrochen,  dass  er  nach  B'  gelangt^  von 
wo  er  seiner  ursprünglichen  Richtung  parallel  in  der  Linie  B* C  fort- 
geht. Ist  dann  #  der  Einfallswinkel,  ^'  der  Brechungswinkel,  D  die 
Dicke  der  Platte^  so  ist 

COB  '& 

B'C  =  {BE  —  B'E)  sin  ^  =  2>  sin  ^  (tg  d  -  tg  -9-'). 

Nennt  man  also  V  und  V'  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  des 
Lichtes  in  der  Luft  und  im  Glase,  so  ist  die  gesuchte  Zeit 

AB'     .     B'C         r,  {        1  I    sin^   /i^Q.        i.^  a'\\ 

und  \aX  Benutzung  der  Gleichung 

T  V 


sin  d-'        sin  ^ 
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geht  dieser  Aosdrock  über  in 

r        \8in  »'  coH  ^'  "T"  'R  ^ 


-tgr). 


G 


Fig    10. 
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Wäre  der  von  der  Glasplatte  eingenommene  Raum  mit  Luft  erfüllt, 
so  hätte  das  Licht  zwischen  den  durch  A  und  B  gelegten  Wellen- 
ebenen die  Zeit 

AB  D 

V     ~"  Fcos^ 

gebraucht;  die  durch  die  Glasplatte  bewirkte  Verzögerung  x  ist  da- 
her bestimmt  durch 


7)Bin^    /  1  1  I    i     A        i     a.'\ 

V        ysm  -O"   cos  <&'  Bin  -O"  cos  ^    '      ^  / 

/)  sin  ^   /co8^'  C08  0\ 

^K       \^8in  ¥'   ""  sin  -^  j  ' 

oder,  wenn  wir  das  Brechungsverhältniss 

sin  ^ 


F 
F' 


Bin  ^ 


einführen^  durch 


I) 


X  s  -~-  (n  cos  ^'  —  cos  ^); 
somit  ergiebt  sich  für  die  Phasenänderung  r  der  Ausdruck 

r  «=  -^  23r  =  2ä       (w  cos  ^'  —  cos  ^), 

wo  A  die  Wellenlänge  in  der  Luft  bedeutet.     Nehmen   wir  d*,  also 
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auch  ^'  als  unendlich  klein,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung, 
nehmen  wir  also  wieder  nahezu  senkrecht  auffallendes  Licht  an^  so 
ist  genau  bis  auf  Grossen  der  zweiten  Ordnung 

r  =  2«  ^J'LzilL  .  (8) 

Nun  sei  jede  Oeffnung  ein  Kechteck^  dessen  Seiten  die  Längen 
2a f  2b  und  die  Richtungen  der  üoordinatenachsen  haben;  nach  §  4 
der  fünften  Vorlesung  erhält  man  dann  in  einer  geeignet  gewählten 
Einheit 

j,  /8ixipa\^  /sin  qh\'i 

also 

Nehmen  wir  statt  des  leuchtenden  Punktes  eine  der  ^- Achse 
parallele  leuchtende  Linie  als  Lichtquelle  an,  so  ist  die  Lichtstarke 
/i  im  Punkte  0^  wie  in  dem  a.  a.  0.  untersuchten  Falle 


=  fjdß, 


J^  —  .  •'^♦KU 


oder  in  einer  neuen  Einheit 


Wir  wollen  au  diesen  Ausdruck  weitere  Schlüsse  knüpfen^  die  uns 
zur  Theorie  einer  merkwürdigen  Erscheinung  führen  werden,  welche 
unier  dem  Namen  der  Talbof sehen  Linien  bekannt  ist. 


§5. 

Statt  der  Lichtlinie,  die  wir  uns  vorgestellt  haben,  wollen  wir 
jetzt  als  Lichtquelle  ein  Spectrum  annehmen,  wie  es  durch  ein 
Prisma,  dessen  brechende  Kante  der  ^ -Achse  parallel  ist,  aus  einer 
weissen  Lichtlinie  von  gleicher  Richtung  erzeugt  werden  kann. 
Diese  Lichtquelle  besteht  dann  aus  unendlich  vielen  Lichtlinien^  bei 
denen  a^  zwischen  zwei  endlichen  Grenzen  variirt,  und  bei  denen  X 
von  a,  abhängig  ist.  Für  die  Intensität  im  Punkte  0  werden  wir 
dann  nach  (9) 


/,=JV(«.)«'«,(^0'«>« 


2  ptj-r 
2 


setzen  können,  wo  fic^x)  eine  langsam  sich  ändernde  Function  von 
a,  ist,  welche  die  Lichtintensität  an  der  durch  ct^  bestimmten  Stelle 
des  Spectrums  misst;  p  und  r  sind  von  X  abhäagig,  also  auch  als 
Functionen  von  a,  anzusehen. 
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An  Stelle  von  «,  soll  nun  eine  neue  lutegrationsvariable  ta  durch 
die  Gleichung 

eingeführt  werden;  dann  können  die  Grenzen  von  o  wegen  des 
Nenners  A  als  —  oo  und  -^-oo  angenommen  werden,  wenn  wir  die 
Breite  2  a  der  Oeffnungen  als  verhältnissmässig  gross  voraussetzen. 
Kerner  werden  die  Werthe  von  «, ,  die  zur  Helligkeit  im  Punkte  <» 
etwas  Merkliches  beitragen^  sehr  wenig  von  a^  verschieden  sein,  weil 
anderenfalls  gar  kein  dauerndes  Zusammenwirken  der  Strahlen  ein- 
tritt;  man  darf  daher  f{ft{)  als  constant  betrachten  und 

e/a,  =s  const.  dia 

setzen,  so  dass  man  hat 

/„  =  couBt  Jdio  f  "^'")   cos^  (c  ^  -  0; 


x> 


dagegen  wird  man  r  nicht  als  constant  ansehen  dürfen,  weil  es  mit  - 

proportional,  also  sehr  gross  ist  und  daher  seine  Aenderungen  wenn 
auch  klein  gegen  r  selbst,  erhebliche  Werthe  haben  und  den  be- 
treffenden Cosinus  merklich  ändern  können.  Ist  aber  a  nur  gross 
genug,  so  wird  man  r  nach  der  Taylor'schen  Reihe  entwickeln  und 
sich  mit  der  Berücksichtigung  der  beiden  ersten  Glieder  begnügen 
dürfen.     Man  kann  daher  setzen 

r  =  Cr)o  +  («,  -  «o)  (^)^  , 

wo  auf  der  rechten  Seite  in  (r„)  und  y,^ )  a,  =  «o  zu  setzen  ist. 
Diese  Gleichung  lässt  sich  schreiben 


-•-«.-»f.'jöa 


wo  auch  (A)(,  auf  den  Werth  «^  von  «j  zu  beziehen  ist.  Dabei 
kann  man  ferner^  wenn  die  der  Beobachtung  unterworfenen  Strahlen 
nahe  senkrecht  durch  die  Platte  gegangen  sind,  nach  (8) 

;=2« 

setzen.  Man  erhält  dadurch  für  die  Intensität  Jq  im  Punkte  0,  in 
einer  gewissen  Einheit  ausgedrückt  den  Werth 

-f-oo 


T  2    /     ,       sin*  iD  COB*  (am  —  6) 

Jf.  =     -  §   a  (o        -  —  "i  "  "~     • 
^         n  J  ar 


—  ao 


WO  a  und  ß  von  cj  unabhängig  sind  und  die  Werthe  haben 
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2a  \     '  da,    /  .Q. 

ß^„ _ ^r, 


und  wo  A,  n,  r  und  — ^ sich  auf  den  Werth  a^  von  a^  beziehen. 

Es  ist  hier  auch  das  Brechungsverhältniss  n  als  abhängig  von  der 
Wellenlänge  aufgeführt,  obwohl  dies  nach  der  bis  jetzt  durchgeführten 
Theorie  nicht  der  Fall  sein  sollte;  indessen  zeigt  die  Erscheinung 
der  Dispersion  y  deren  Theorie  iu  der  zehnten  Vorlesung  gegeben 
werden  wird,  dass  diese  Abhängigkeit  in  der  That  vorhanden  ist. 

Das  für  /q  gefundene  Integral  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  aus- 
führen: Transformirt  man  dasselbe  nämlich  mit  Hülfe  der  identischen 
Gleichung 

.    «  -,  «v         .    «     l+C0B2(ai»— ö) 

sm^o  cos' (aa>  —  p)=»sin'©— ' —   ^        ~ 

—  g-   +C0S2/J ^ hsm2/3 , 

so  verwandelt  es  sich  in  die  Summe  von  drei  anderen  Integralen, 
von  denen  das  letzte  verschwindet,  da  es  eine  ungerade  Function  von 
(o  ist;  das  zweite  formen  wir  um,  indem  wir  setzen 

sin*  to  C08  2a CD         (1  —  cos 2 m)  cos  2a m 
2  "^  4 

C0B2aa>         cos  2(a  +  1)«         C08  2(a—  l)a> 

=»  —  sin^  («  +  1)  ß'  +  T®^*^^  (^  —  l)fii.— —  sin^  aci. 
Der  Ausdruck  von  Jq  setzt  sich  also  aus  vier  Integralen  von  der  Form 


/ 


Bin  •  y  o    . 
/—  dco 


—  ao 


zusammen,  in  denen  y  die  Werthe  1,  a+1»" —  ^»^  ^^^*  ^^^ 
Werth  dieser. Integrale  kann  man  leicht  finden;  aus  der  in  §  4  der 
fünften  Vorlesung  abgeleiteten  Gleichung 


j 


CO 

—  00 

folgt  nämlich  unmittelbar 


sin*  (o  j 


j^v^^^^^yyi^^ 


—  00 


WO  jedes  Mal  der  positive  Werth  der  Quadratwurzel  zu  wählen  ist. 
Hiernach  ergiebt  sich  für  die  Lichtintensität  im  Punkte  0  folgen- 
der Ausdruck 

Kirchhoff,  Optik.  8 
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/,  -  1  +  cos 2^ n^+JH+lL^'^.!]^.  ^10, 

Der  Factor  von  cos  2/3  ist  hier 

=  0 ,  wenn  «'  >  1  , 

«=»1  —  y^9    wenn  «^  <  1  ; 

im  ersten  Fall  ist  also  das  ganze  Gesichtsfeld  gleichmässig  hell,  im 

zweiten  zeigen  sich  Maxima  und  Minima,  deren  Lage  allein  von  ß 

abhängt;  deren  Deutlichkeit  aber  durch  a  bedingt  und  für  a  «=  0  am 

grossesten  ist. 

Die   dunkeln  Streifen,    welche   im    zweiten  Falle   am  Orte  der 

Minima  auftreten,  heissen  die  Talbof sehen  Linien;  ihr  Ort  ist  dorcb 

die  Gleichung 

coß  2/S  =  cos  r  =  —  1 

bestimmt,  d.  h.,  sie  befinden  sich  an  denjenigen  Stellen  des  Gesichts- 
feldes, fQr  welche  die  durch  das  Plättchen  bewirkte  Phasenänderong 
r  ein  ungerades  Vielfaches  von  n  ist,  und  ihre  Intensität  ist 

/o  =  /^'.  (10a) 

Ob  die  Talbot'schen  Linien  auftreten,  hängt  von  der  Grosse  des 
Ausdruckes  a  in  (9)  ab.  Es  besteht  dieser  aus  zwei  Theilen,  von 
denen  der  erste 


2a 


ist;  nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  positive  x-Achse  von  der  freien 
OefFnung  nach  der  mit  der  Glasplatte  bedeckten  geht,  so  ist  dieser 
erste  Theil  p9sitiv  und  zwar  notwendig  grösser  als  Eins;  es  kann  so- 
mit a  nur  dann  kleiner  als  Eins  sein,  wenn  der  zweite  Theil  negativ 
ist.  Die  erste  Bedingung  für  das  Auftreten  der  Linien  ist  also  die, 
dass  der  zweite  Theil  von  a,  oder  dass  der  DifFerentialquotient 

einen  negativen  Werth  hat.  Geht  man  nun  in  einem  Spectrum  in  der 
Richtung  vom  rothen  zum  violetten  Ende  fort,  so  nimmt  n  zu,  l  ab, 

es  nimmt  also  —  -  zu.  Geht  man  in  dem  Spectrum,  das  die  Licht- 
quelle für  unsere.  Erscheinung  bildet,  in  der  Richtung  der  positiven 
a;-Achse  fort,  so  nimmt  a^  ab,  da  «i  »:  — ^'    ist.    Daraus  folgt,  dass 

jener  Differentialquotient  negativ  ist,  falls  die  Richtung  der  positiven 
X-Achse  von  Roth  zu  Violett  im  Spectrum  geht,  d.  h.,  wenn  das  Glas- 
plättchen  die  dem  violetten  Ende  des  Spectrums  nähere  Oeffnung  be- 
deckt; nur  in  diesem  Falle  also  können  die  Talbot'schen  Linien  über- 
haupt auftreteu.    Ihre  Deutlichkeit  hängt  aber  noch  von  dem  Wertke 
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von  a,  d.  h.  von  der  Dicke  des  Plättchens  ab;  nach  (10a)  ist  sie  am 
grossten,  wenn  a  =»  0;  oder  also  wenn 

^  Dl     .^  -  =  e 

Offi 

ist;  vergrössert  man  D  noch  mehr,  so  bleiben  sie  sichtbar,  bis  a«s  _  ], 
oder  bis 

geworden  ist  und  verschwinden  dann  völlig. 

Man  pflegt  die  Talbot'schen  Linien  nicht  in  der  hier  angegebenen 
Weise  mit  Hülfe  zweier  rechteckigen  Oeffaungen,  sondern  dadurch 
herzustellen,  dass  man  die  dSnne  Glasplatte  unmittelbar  vor  dem  Auge 
vor  die  halbe  Pupille  und  zwar  von  der  violetten  Seite  des  betrach- 
teten Spectrums  her  vorschiebt.  Die  Theorie  dieses  Falles  ist  un- 
gleich complicirter*),  die  Erfahrung  lehrt  aber,  dass  die  auf  beide 
Weisen  hervorgerufenen  Erscheinungen  im  Wesentlichen  überein- 
stimmen. 

Die  Talbot'schen  Linien  sind  von  Esselbach**)  benutzt  worden  bei 
der  Bestimmung  der  Wellenlängen  gewisser  Fraunhofer'schen  Linien  im 
Ultraviolett;  zu  diesem  Zwecke  brauchte  er  nur  zu  zählen,  wie  viele 
Talbot'sche  Linien  zwischen  je  zweien  dieser  Fraunhofer'schen  Linien 
sich  befanden. 

Die  erste  Theorie,  die  man  von  den  Talbot'schen  Linien  zu  geben 
gesucht  hat,  nahm  keine  Rücksicht  auf  die  Beugung  und  bestand 
einfach  in  der  folgenden  Ueberlegung:  In  einem  Punkte  des  Ge- 
sichtsfeldes werden  Strahlen  vereinigt,  die  von  einem  Punkte  des 
Spectrums  ausgegangen  und  zur  einen  Hälfte  durch  die  freie  Oeff- 
nung,  zur  anderen  durch  die  Glasplatte  getreten  sind ;  in  Folge  dessen 
hat  die  zweite  Hälfte  eine  Verzögerung  gegen  die  erste  erlitten,  und 
die  Strahlen  werden  sich  daher  durch  Interferenz  aufheben,  sobald  diese 
Verzögerung  ein  ungerades  Vielfaches  einer  halben  Schwingungs- 
dauer beträgt.  Diese  Betrachtung  ergiebt  ^war  die  richtigen  Orte  für 
die  Talbot'schen  Linien,  aber  sie  erklärt  nicht,  dass  diese  nur  er- 
scheinen, wenn  das  Plättchen  von  der  violetten  Seite  des  Spectrums 
aus  vorgeschoben  wird  und  wenn  seine  Dicke  innerhalb  gewisser 
Grenzen  variirt.  Dass  sie  falsch  ist,  lehrt  auch  die  folgende  Erwägung: 
Wendet  man  dieselben  Betrachtungen  auf  den  einfacheren  Fall  an, 
dass  ein  leuchtender  Puokt  homogenes  Licht  auf  die  beiden  Oelf- 
nungen  sendet,  von  denen  die  eine  durch  die  Platte  bedeckt  ist,  so 


*)   Vgl.  Hermann  Struve,  Abhandlangen   der  Petersburger  Akademie  v. 
Februar  1883. 

**)  Poggendorfß  Annalen  Bd.  98,  pg.  613. 
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hätte  man  auch  hier  za  schliessen,  dass  sich  die  Strahlen  durch 
Interferenz  aufheben,  sobald  die  durch  die  Platte  bewirkte  Verzöge- 
rung ein  ungerades  Vielfaches  der  halben  Schwingungsdauer  ist. 
Dass  aber  an  einer  Stelle  durch  Interferenz  Licht  zerstört  wird,  ohne 
dass  es  dafür  an  einer  andern  auftritt^  ist  mit  der  Orundannahme  der 
Undulationstheorie  im  Widerspruch.  Es  erfordert  die  Theorie  der  Tal- 
bot'schen  Linien  somit  nothwendig  die  Berücksichtigung  der  Beugung. 
Es  mag  hierbei  bemerkt  werden,  dass  es  rerschiedene  Interferenz- 
Erscheinungen  giebt,  bei  deren  Theorie  die  Beugung  nicht  berück- 
sichtigt zu  werden  pflegt ,  obwohl  dies  geschehen  muss,  wenn 
man  mit  Strenge  zu  Werke  gehen  will.  Hierher  gehört  auch  der 
Fresnersche  Spiegelrersuch,  dessen  in  der  ersten  Vorlesung  Erwäh- 
nung geschah.  Neuerdings  hat  nämlich  H.  F.  Weber  in  Zürich  ge- 
zeigt*), dass  die  bisherige  auch  von  uns  wfcdergegebene  Theorie,  nach 
der  für  die  beiden  Spiegelbilder  eines  leuchtendes  Punktes  zwei  leuch- 
tende Punkte  substituirt  werden,  welche  nach  allen  Richtungen  Licht 
aussenden,  Abweichungen  von  den  Beobachtungen  ergiebt,  und  dass 
diese  verschwinden,  wenn  man  die  Beugung  der  Lichtwellen  an  der 
Grenze  der  beiden  Spiegel  berücksichtigt.  Die  Erscheinungen,  die 
der  Fresnel'sche  Spiegel  versuch  darbietet,  gehören  hiernach  auch  zu 
den  Beugungserscheinungen,  aber  nicht  zu  den  Fraunhofer'schen,  son- 
dern zu  den  Fresnerschen. 


*)  Wiedemann*8  ADnalen  Bd.  8  p.  407. 


Siebente  Yorlesang. 

Theoiie  der  Fresnerschen  BengungBerBcheinuDgcn.  —  Die  beugende  Oeffnung 
ist  durch  zwei  parallele  Geraden  begrenzt  —  Untersuchung  der  Hülfsfunctionen 
M{u)  und  N(ü).  —  Reihenentwicklungen  für  diese  Functionen.  — ■  Die  eine  Grenz- 
linie der  beugenden  Oeffnung  liegt  im  Unendlichen.  Fransen  an  der  Schattengrenze 
schwarzer  EGrper.  —  Der  beugende  Schirm  bildet  einen  Streifen. 

§  1. 

Wir  wollen  uns  nun  mit  einigen  einfachen  Fallen  von  Fresnerschen 
Beugungserscheinungen  beschäftigen.  Es  werde  wieder  angenommen, 
dass  ein  leuchtender  Punkt  1  mit  den  Coordinaten  {x^y\Z^  homo- 
genes Licht  aussendet,  welches  auf  einen  schwarzen  Schirm  mit  der 
ebenen  Oeffnung  s  aufföllt.  Die  Lichtintensitat  /  inr^  einem  hinter 
demselben  liegenden  Punkte  0  mit  den  Coordinaten  {x^y^z^  ist  dann 
nach  (8  c)  und  (9)  der  fünften  Vorlesung  gegeben  durch  die  Glei- 
chungen 

J^K{c'^  +  s^) 


-(l+S)-»(&+S)+'! 


WO  8  eine  beliebige  Gonstante  ist,  q^  und  Qq  die  Entfernungen  der 
Punkte  1  und  0  von  dem  in  der  Oeffnung  des  Schirmes  Hegenden 
Coordinatenanfangspunkt  bedeuten,  und  die  Integrationen  über  diese 
Oeffnung  auszudehnen  sind. 

Bei  den  weiteren  Untersuchungen  wollen  wir  zu  den  Vorher  ge 
machten  Voraussetzungen  noch  die  hinzufügen,  dass  die  Verhältnisse 

(5l     91.]  und   1^,    ^1  sehr  klein  sind,  so  klein,  dass  ihre  Qua- 

drate,  obwohl  sie  durch  die  Wellenlänge  dividirt  sind,  unter  den  tri- 
gonometrischen Zeichen  vernachlässigt  werden  können,  wir  wollen  also 
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beinahe  senkrecht  auffallende  Lichtstrahlen  annehmen  und  nur  solche 
Punkte  0  betrachten,  welche  nahe  an  der  Verlängerung  von  jenen 
liegen.     Dann  ergeben  sich  für  c  und  s  die  Gleichungen 


»(?+")  +  *! 


-//...„^rrj-'-(-i+i)-'(ff+t 


) 


(1) 


-»(';+s)+'(' 

Diese  Formeln  lassen  sich  nun  durch  Einführung  neuer  Integrations- 
variablen  £i}.an  Stelle  von  xy,  sowie  durch  passende  Wahl  der  will- 
kürlichen Gonstanten  ö  beträchtlich  vereinfachen.    Setzt  man  nämlich 

S  ^*  ^Q         _  ?i        _^« 

SO  gehen  die  Ausdrücke  für  c  und  ^  über  in 

*=  i- ..+7,  jj''^ ''''«'"  ^^'^  + ''') 

wo  die  Integrationen  über  die  Werthe  von  ^  und  rj  auszudehnen  sind, 
welche  diese  Variablen  innerhalb  der  Oeffnung  erhalten. 

Die  weiteren  Untersuchungen  wollen  wir  durch  die  Annahme 
vereinfachen,  dass  die  beugende  Oeffnung  durch  zwei  der  ^- Achse  paral- 
lele Linien  begrenzt,  im  Uebrigen  aber  als  unendlich  gross  anzusehen 
ist.  Die  Grenzen  für  y,  mithin  auch  diejenigen  für  rj  sind  dann 
—  oo  und  -f  oo .     Bezeichnet  man  die  beiden   bestimmten  Integrale 

•  -4-  •  +00 

I  cos  fj^drj      und        jainrj'^dr],  (4) 

welche  von  Null  verschiedene  constante  Werthe  besitzen,  wie  sofort 
nachgewiesen  werden  wird,  beziehungsweise  durch  C  und  S,  so  er- 
giebt  sich  aus  (3) 


(3) 
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mitbin  erhält  man,  in  einer  neuen  Einheit  ausgedrückt 

J  =  c^  +  s^=f  Cdl  cos  l^\+  (f dl  sin  l^ )',  (5) 

wo  die  Integration  über  diejenigen  Werthe  auszudehnen  ist,  welche 
S  in  der  beugenden  Oeffiiung  annimmt. 

Dass  die  Integrale  C  und  S  in  (4),  welche  im  Folgenden  viel- 
fach benutzt  werden,  in  der  That  von  Null  verschiedene  constante 
Werthe  haben,  kann  man  folgendermassen  zeigen.  Wir  wollen  aus- 
gehen von  dem  Integral 

^^  s=  1  e-^dx\ 

0 

schreiben  wir  dasselbe  in  der  Form 


Ä*=y  e^'^dy, 


0 

so  ergiebt  sich  für  Ri?  der  Ausdruck 


k      k 


Ri?  =  I  fe-^''+y'^dxdy', 

0     0 

fassen  wir  hier  x  und  y  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes 
auf,  so  ist  die  Integration  über  die  Fläche  eines  Quadrats  von  der 
Seite  k  auszudehnen.  Durch  Einführung  von  Polarcoordinaten  geht 
der  obige  Ausdruck  über  in 


^*^  =//- 


Da  alle  Elemente  dieses   Integrals  positiv  sind,   so  liegt  der  Werth 
von  Ri^  zwischen  den  Werthen  desselben  Integrales,   welches   über 

die  Kreisquadranten  mit  den  Radien  h  und  k  ]/2  erstreckt  ist,  d.  h. 
zwischen 

*  kVJ 

^  je-^Qdg     und     ~  je-Q''QdQ. 

0  0 

Da  aber  I  e-^'^gdg  =  —  —  e"^  ist,  so  nähert  sich  mit  unbegrenzt 
wachsendem  k  jedes  der  beiden  Integrale,  also  auch  R^?  der  Grenze 
T^,  es  ergiebt  sich  also 
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Ä  «  Ä«  ^Je-^dx  =  l  y^. 


0 

Fuhrt  man  hier  an  Stelle  von  x  die  neue  Integrationsvariable  a  durch 

die  Gleichung  x  =  aj/u  ein,  wo  u  eine  positive  Grosse  bedeutet ,  so 
erhält  man  endlich 


0 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichung  können  nun  die  bestimmten  Integrale  C 
und  S  auf  einfache  algebraische  Integrale  reducirt  werden;  schreibt 
man  nämlich  in  den  in  (14  a)  der  dritten  Vorlesung  abgeleiteten 
Gleichungen 


OD  00 


/tf"««  Sin  udu  =  T-, — i,       /  e-^^  cos  ti  Ju  «>  —-. — ^ 

0  0 

a^  an  Stelle  von  a,  multiplicirt  sie  mit  da  und  integrirt  sie  zwischen 
den  Grenzen  0  und  oo,  so  ergiebt  sich  mit  Benutzung  der  soeben  ge- 
fundenen Gleichung 

1  _/—  /*ain  tt  ,^^  /*    da  1   ,/—  /*co8  t*   ,  /*  a*da 

0  0  0  0 

Die  algebraischen  Integrale  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichungen 
können  nach   bekannter  Methode  gefunden  werden.     Die  Rechnung 

wird  etwas  erleichtert  auf  folgendem  Wege:  Setzt  man  a «» — , 
so  findet  man 

/da  I  x^dx  r  a^dä 

1+"^  ^ ^  r+^  "^  1+^ 

«  1  1 

/_da_  r  x^dx  f  a^da 

Hieraus  folgt ,  dass 


ist.    Nun  ist 

a;«+  1 


40  .10  * 

/da C  ^^^  iL+f'rf 


+ 


•"'  +  '         (a;K2  +  0'  +  1         (xKä  -!)•+« 
und  daher 

JS+  l''*"^^  ("''*g^^'^^+  l)  +  arctg  ixj/2-  1))  =  ^arctg  f-?J„ 
oder  wenu  mau  die  Grenzen  0  und  1  einfährt, 
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1 

Ü 


n 


2V2 


Es  gehen  also  die  Gleichungen  (6)  in  die  folgenden  über 


0  0 

oder ,  wenn  man  u  f=^  v^  setzt  in 


«50  _ 

/  sin  v^dv  ===  I  cos  v^dv  =   -  l/ ^ 


n 
2 


(7) 


Man  erhält  also  für  die  Integrale  C  und  S  die  Werthe 

6;  =  5=/f.  (7a) 

§  2. 

Die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen  ergaben  die  Werthe 

der  bestimmten  Integrale    /  cos  ^dl^    und     /  sin  ^^d^  für  den  Fall, 

dass  ihre  Grenzen  0  und  00,  oder  dass  sie  — cx)  und  -|-  00  sind,  üni 
aber  in  dem  vorher  betrachteten  Falle  die  Intensität  im  Punkte  0 
zu  finden ;  müssen  wir  ^  den  Werth  dieser  Integrale  für  beliebige 
Grenzen  berechnen,  da  diese  in  (5)  von  der  Li^e  der  Punkte  0  und 
1  abhängen.  Dabei  können  wir  aber  offenbar  eine,  etwa  die  untere 
Grenze y  als  fest,  z.  B.  gleich  Null  annehmen;  wir  haben  also  die 
Integrale 

di  cos  g^    und     /  d^  sin  S^ 


/  dl  cos  g^    und      / 


als  Functionen  ihrer  oberen  Grenze  u  zu  untersuchen. 

Es  ist  leicht,  diese  Integrale  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  u 
in  Reihen  zu  entwickeln,  die  für  jeden  Werth  des  Arguments  conver- 
giren ;  wir  brauchen  nur  für  cos  5^  und  sin  g'  ihre  Entwicklungen  nach 
Potenzen  von  g^  zu  setzen  und  die  Integration  bei  jedem  Gliede  aus- 
zuführen. Diese  Reihen  sind  zwar  zur  numerischen  Berechnung  der 
Integrale,  namentlich  für  kleine  Werthe  des  Arguments  ganz  geeignet, 
nicht  aber,  um  aus  ihnen  allgemeine  Schlüsse  zu  ziehen.  Wir  führen 
daher  an  Stelle  der  obigen  Integrale  die  folgenden  beiden  Functionen  ein 

dl  cos  (I»  —  «»)         Nift)  =j  dl  sin  (|'  -  «»),    (8) 

u  u 

welche  mit  jenen  eng  zusammenhängen;  in  der  That  folgt  aus  (8) 
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M{u)  ==       cos  u^  I  di  cos  S'  +  81"  w^  /  ^S  siii  6' 


I 


.»  ^» 


(8  a) 


iV(i/)  =  —  sin  ur  j  äJ^  cos  g*  +  cos  t/-  /  rfg  sin  6^; 
durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  erhält  man 

/  d^  cos  g*  «=a  cos  11^  if  (m)  —  sin  t/'  iV(w) 


u 


(8  b) 


/ 


rfg  sin  I'  =  sin  u^  M(u)  +  cos  u'  j/VCw). 


Durch  diese ;  sowie  durch  die  aus  (7)  sich  ergebenden  Gleichungen 

y'cosi^rfS  -i-/^  -  J'cosl^rfl 

"  "  (8c) 

J'sin  i'd^^^j/}  -  J'sin  g^dg. 

0  u 

lassen  sich  also  die  zu  untersuchenden  Integrale  einfach  durch  M(u) 
und  N(u)  ausdrücken. 

Die  Einführung  der  Functionen  M{u)  und  N{u)  in  die  Rechnung 
ist  besonders  aus  dem  Grunde  wichtig,  weil  dieselben  die  Eigenschaft 
haben,  für  alle  positiven  Werthe  des  Argumentes  positiv  zu  sein  und 
abzunehmen,  wenn  das  Argument  wächst.  Um  diese  Behauptung  zu 
beweisen,  setzen  wir 

dann  ergiebt  sich  für  einen  positiven  Werth  von  u 

,. ,   X         1     /*C09  zdz  .,,  X  1     i*shizdz 

0  0 

wo  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist.  Das  dem  ^{u)  gleiche  Integral 
können  wir  nun  als  die  Summe  von  ähmlichen  darstellen,  deren 
Grenzen  je  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  der  Reihe  0,  n,  2^, 
3^,  ....  sind;  diese  Integrale  sind  abwechsehid  von  eni^egen- 
gesetztem  Vorzeichen;  das  erste  ist  positiv;  ferner  ist  jedes  folgende 
Integral  dem  absoluten  Werthe  nach  kleiner  als  das  vorhergehende, 
und  mit  wachsender  Ordnungszahl  nähern  sie  sich  der  Null.  Daraus 
folgt,  dass  die  so  sich  ergebende  Reihe  für  N{ü)  convergirt  und  positiv 
ist.     Dieselben  Betrachtungen  sind  anwendbar  auf 
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dN _l_       /*  sin  zdz 


0 

und  zeigen,  dass  N{u)  mit  wachsendem  u  abnimmt. 

Um  die  entsprechenden  Schlüsse  in  Bezug  auf  M{u)  ziehen  zu 
können,  transformiren  wir  seinen  Ausdruck  zunächst  durch  partielle 
Integration.    Es  ist 

/C08  zdz  sin  £f        ^^    1      /^ain  zdz 
yz +  ü^  ~  Vz + iir -^  ij  ("; + «T/i ' 

und  daher 

Mt,   \        1     /     sin  zdz  l    dN 

0 

Hieraus  folgt;  dass  M(u)  stets  positiv  ist,  und  aus 

CO 

dM 3^       p  winzdz 

0 

ergiebt  sich,  dass  M{u)  abnimmt;  wenn  u  wächst. 

Für  die  Functionen  M(u)  und  N(u)  hat  Gilbert  (Memoires  cou- 
ronnes  de  TAcad^mie  de  Bruxelles  XXXI.  1863)  Tafeln  berechnet. 
Was  die  Art  betrifft;  wie  ihre  Werthe  sich  finden  lassen,  so  kann 
man   dabei  auf   die  oben   erwähnten;   nach   aufsteigenden   Potenzen 

u  u 

von  u  fortschreitenden  Reihen  für  /  d|  cos  §^    und     /  ^§  sin  |^    zu- 

0  0 

rückgehen  und  alsdann  die  Formeln  (8  a)  und  (8  c)  benutzen. 

Man  kann  aber  auch  M{u)  und  N(u)  selbst  in  convergente,  nach 
aufsteigenden  Potenzen  von  u  fortschreitende  Reihen  entwickeln.  Zu 
diesem  Zwecke  bemerken  wir  zunächst;  dass  nach  (7) 

tt 

M{u)  =  -^  l/y  (cos  ü^  +  sin  w^)  —   /  dl  cos  {u^  —  g') 

^    „  (9) 

N{u)  =  I  ^1  (cos  «»  —  siu  M»)  +  f  dl  sin  («*  -  V) 

0 

ist.     Um  nun  für  die  Integrale  auf  der  rechten  Seite  Entwicklungen 
der  genannten  Art  zu  finden»  gehen  wir  davon  aus,  dass 

jVrfgcos(«»~g2)_r^_|cos(u'-g2)^-^^ 
wenn  n  -f-  I  positiv  ist,  also 
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Jg-rfg  cos  (tl»  -  V)  -  ^"^1    -   ^^.r^n-^fdi  Bin  (U^  -  g') 
0  0 

Jg»rf|  sin  («»  -  {»)  -  ^  ifi"^*''i  «o»  K  -  S*) • 

0  0 

Setzt  man  hier  n  -\-2  an  Stelle  von  n  und  verbindet  die  so  sich 
ei^ebenden  Gleichungen  mit  den  vorigen,  so  erhält  man  die  beiden 
folgenden  Recursionsformeln 

<>  0 

tt  u 

0  0 

durch  deren  wiederholte  Anwendung  sich  für  die  Integrale  in  (9) 
die  folgenden  Reihenentwicklungen  ergeben 

rf|  cos  («'  -^7)^_____^   _____  _  .  .  . 


0 


'    ^         -^    1.3....4n  +  l\  4n  +  3.4n  +  6    / 


u 

/Jt  -  »  /   ?         l:2\         *«♦'  2.4u'      ,      2.4»l»" 


(10) 


.»„4«+3 


+  (-  ^)    1.3....4n  +  3Vl  -  JW+ö^)' 

wo  9  und  8'  durch  die  Gleichungen 

tt  tt 

Jl^^+^äl  cos  («2  ^  52)  „  Q      rg4n+4^g 

0  0 

tt  tt 

Ji^^+^di  sin  (W2—  g2)  _  e'    A4«4-4flfg 

0  0 

definirt  sind  und  daher  zwischen  —  1  und  -|-  1  liegen.  Aus  diesem 
Umstand  folgt,  dass  die  Reihen,  wenn  sie  in  die  Unendlichkeit  fort- 
gesetzt werden,  convergiren  und  die  betreffenden  Integrale  darstellen. 

Diese  Reihen  sind  für  kleine  Werthe  von  u  zur  Berechnung  von 
M{u)  und  N{u)  sehr  geeignet,  convergiren  aber  nur  langsam,  wenn 
u  eine  erhebliche  Grosse  hat;  in  diesem  Fall  sind  gewisse  Entwicke- 
lungen  nützlich,  welche  sich  durch  eine  partielle  Integration  anderer 
Art  ei^eben. 

Aus  den  beiden  identischen  Gleichungen 
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welche  für  einen  positiven  Werth  von    n  +  1    gelten^   erhält  man 
nämlich 


tt 


eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  in  der  vorhin  ange- 
gebenen Weise  den  Sinus  beziehungsweise  den  Cosinus,  so  ergeben 
sich  die  Becursionsformeln 

-^  cos  {V  -  w)  =  -  j;^3  _     ^   ^   ^  J  ^  cos  (6'  -  tl^) 


I» 


tt  tt 

und  durch  wiederholte  Anwendung  derselben  erhält  man   für  M{u) 
und  N{u)  die  folgenden  Beihenentwickelungen 


*  »^  ^  (10a) 


tt 

Ob 


tt 

Jede  dieser  Reiben  convergirt,  ins  Unendliche  fortgesetzt,  für  keinen 
Werth  von  11,  denn  das  n*«  Glied  wird  wegen  des  Productes  der  un- 
geraden Zahlen  im  Zähler  für  unendlich  grosse  Werthe  von  n  stets 
unendlich  gross.  Dennoch  sind  sie  für  grosse ,  positive  Werthe  des 
Arguments  zur  Rechnung  sehr  brauchbar.  Ihre  Glieder  werden  näm- 
lich anfangs  kleiner  und  kleiner  und  wachsen  erst  von  einer  be- 
stimmten Stelle  an;  der  Rest  der  Reihen  ist  dabei,  wie  sofort  ge- 
zeigt werden  wird,  abwechselnd  positiv  und  negativ ,  so  dass  die 
gesuchten  Functionen  immer  zwischen  der  Summe  der  n  ersten  und 
der  Summe  der  n  +  1  ersten  Glieder  liegen.     Infolgedessen  geben 
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die  Reihen  I  welche  semiconvergenle  Reihen  genannt  werden ,  Nähe- 
rungswerthe  für  die  Functionen  M{u)  und  N{u)f  die  um  so  genauer 
sind,  je  grösser  ihr  Argument  ist; 

Dass  der  Rest  der  in  (10  a)  angegebenen  Reihen  abwechselnd 
positiv  und  negativ  ist;  folgt  daraus,  dass  bei  positivem  u  die  beiden 
Integrale  ^ 

/jr!+4  cos  (6^  -  «')    und    J^f,«^,  sin  (6^  -  «») 


u  u 


positiv  sind;  sie  sind  nämlich  beziehlich  gleich  den  bestimmten  In- 
tegralen 

OO  CO 

\     r     de  coB  z  j      1     /'    de  sin  e 

2     I 4n  +  5       und       y    /-  ,-^^ 

und  dass  diese  stets  positiv  sind,  zeigt  dieselbe  Schlussweise,  durch 
die  wir  bewiesen  haben,  dass  J^(u)  und  N{u)  fQr  ein  positives  u  stets 
positiv  sind. 

Die  Werthe  von  M(u)  und  A{u)  für  ein  negatives  u  lassen  sich 
endlich  ausdrücken  durch  3f{ — u)  und  i^(— w);  für  ein  negatives  u 
ergiebt  sich  nämlich  aas  der  Identität 

M{u)  =  /tf|  cos  (g»  ~  tt»)  —jdi  cos  (I'—  tt') 


—  OB  —  00 


"^  f   T  (^^^  *'*  "^"  ^^^  **')  —  /  ö?S  cos  (§^  —  w*) 


— tt 


M(u)  =  j/^  (cos  t/2  +  sin  u^)  ~  M{—  u) , 
und  ebenso  (lOb) 

N{u)  =  ^-|-  (cos  w«  —  sin  ««)  —  N{—  u) . 

Man  sieht  hieraus ,  dass  M(u)  und  N(u)  'für  negative  Werthe  von  u 
nicht  positiv  bleiben  ^  sondern,  durch  Null  hindurch  gehend,  Maxima 
und  Minima  haben,  denn  für  u  =  —  oo  werden  sie  beziehlich  'gleich 

y  ^  (cos  u^  -f-  sin  u^)    und    y  ~  (cos  y}  —  sin  i/^), 
d.  h.  gleich 

y  7t  sin  («2  -f"  t)    "^^     ^^  ^  ^^^  v'^  +  4  } ' 

§3. 

Durch  die  Functionen  M  und  A^  lässt  sich  nun  die  Lichtintensität 
/  in  einem  Punkte  des  Beugungsbildes  in  dem  im  Anfang  dieser  Vor- 
lesung betrachteten  Falle  ausdrücken.   Wir  specialisiren  diesen  zunächst 
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noch  weiter,  indem  wir  annehmen,  dass  der  beugende  Schirm  nur 
durch  eine  Linie  begrenzt  ist,  die  wir  zur  ^- Achse  nehmen,  dass  also 
mit  anderen  Worten  auch  die  Breite  der  beugenden  Oeffnung  unendlich 
gross  ist.  Da  es  nur  auf  diese  Grenze  ankommt,  so  können  wir, 
ohne  die  Allgemeinheit  weiter  zu  beschränken,  den  leuchtenden  Punkt  1 
in  der  z -Achse  annehmen,  also  o;,  =0,  y,  «==0  setzen;  es  wird  dann 
Pi  «» —  Z|,  wobei  im  Auge  zu  behalten  ist,  dass  Zj  negativ  ist. 
Die  Tafel,  auf  der  das  Beugungsbild  aufgefangen  wird,  sei  senkrecht 
auf  der  z-Achse,  für  sie  sei  also  Zq  constant.  Xq  und  i/q  sollen  klein 
sein,  so  dass  Qq  =  Zq  gesetzt  werden  kann.  Der  für  S  aufgestellte 
Ausdruck  (2)  wird  dann 

DerTheil  der  rt;^ -Ebene  sei  frei,  für  den  x  positiv  ist,  während  der 
Schirm  denjenigen  bildet,  für  den  x  negativ  ist;  in  der  Gleichung  (f)) 

/=  (^  fcos  i^d^y  +  (Jsin  g^dg)' 

ist  dann  über  die  Werthe  zu  integriren,  die  §  annimmt,  wenn  x  von 
0  bis  -|-  cx)  wächst,  d.  h.  von  g  =  i/  bis  6  s=  -(-  oo,  wenn 

w=-Xo  l/.  T--~-.  (IIa) 

gesetzt  wird.  Im  Schatten  des  Schirms  ist  hiernach  u  positiv,  ausser- 
halb desselben  negativ. 

Es  ist  somit  /  eine  Function  von  u,  also  von  |/f^  unabhängig, 
die  Erscheinung  besteht  also  aus  hellen  und  dunklen  Linien,  welche 
der  Schattengrenze  des  beugenden  Schirmes  parallel  laufen.  Um  die 
Lage  derselben  zu  bestimmen,  führen  wir  in  den  Ausdruck  von  J 
die  Functionen  M{u)  und  N{u)  ein,  indem  wir  die  beiden  Gleichungen 
(8  b)  des  vorigen  Paragraphen  quadriren  und  addiren.  Dadurch  er- 
giebt  sich 


JO  _QD 


J  =  (  r^l  sin  v) *  +  [fdi  cos  r) '  -=  J/* (tt)  +  N-'  («) .    (12) 


U  U 


Daraus,  dass  M  und  N  abnehmen,  wenn  u  von  0  bis  oo  wächst^  folgt,  dass 
die  Intensität  im  geometrischen  Schatten  des  Schirmes  immer  abnimmt, 
wenn  man  von  seiner  Grenze  sich  entfernt,  also  keine  Maxima  und 
Minima  darbietet.  Es  giebt  aber  solche  ausserhalb  des  Schattens. 
Die  Werthe  von  u  und  Xq,  für  welche  dieselben  stattfinden,  sind  be- 
stimmt durcH  die  Gleichung 

du  ^' 

dieselbe  verwandelt  sich  wegen  (12)  in 


/ 


f 


/ 
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0  «*  cos  «^  I  di  cos  i^  +  sin  u^  j  dl  sin  g', 

m  u 

cL  h.  in 

M{u)  =  0. 

Diese  Gleichung  besitzt  keine  positiven  Wurzeln;   am  die  negativen 
ZQ  finden  y  schreiben  wir  sie  nach  (,10  b)  in  der  Form 

y  ~-  (cos  u^  +  sin  «*)  =  ilf(—  u) 
oder 

8in(«'+")-^^^(-«). 

Da  M(u)  fQr  sehr  grosse  negative  Werthe   von  u  verschwindet,  so 
sind  die  grösseren  Wurzeln  dieser  Gleichung  sehr  nahe 


u ^(n^-L)«, 


wo  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  und  sie  nähern  sich  diesen  Werthen 
mit  wachsender  Ordnungszahl ;  aber  auch  die  kleinsten  entfernen  sich 
nur  wenig  von  dieser  Form;  die  ersten  Wurzeln  sind  nämlich  nach 
der  Rechnung  von  Fresnel 

II  =  —  j/O.  741 3r ,  erstes  Maximum 

«= —  yi.liAjCy  erstes  Minimum 

«=  —  y2. 14ßx  j  zweites  Maximum 

=  —  ^3.  751  n ,  zweites  Minimum. 

Diese  Werthe  von  u  bestimmen  also  diejenigen  Werthe  von  x^,  welche 
den  vorher  betrachteten  hellen  und  dunkeln  Linien  auf  der  weissen 
Tafel  entsprechen.  Entfernt  man  die  Tafel  von  dem  beugenden  Schirm, 
d.  h.  yergrössert  man  Zq,  so  rücken  die  Linien  auseinander.  Um  das 
Gesetz  zu  finden,  nach  dem  dies  geschieht,  haben  wir  zu  untersuchen, 
in  welcher  Beziehung  Xq  und  Zq  bei  einem  coustanten  Werth  von  u 
zu  einander  stehen;  y^  können  wir  dabei  gleich  Null  setzen.  Diese 
Beziehung  ist  nach  (Ha) 

W'  X  (Zj  —  Zq)  Zq  =  X^^  3CZ^  . 

Das  ist  die  Gleichung  eines  Kegelschnitts,  und  zwar,  da  z^  negativ 
ist,  die  einer  Hyperbel,  weil  ihr  unendlich  grosse  reelle  Werthe  von 
Xq  und  Zq  genügen.  Diese  Hyperbel  ist  symmetrisch  zur  z-Achse  und 
geht  durch  die  beiden  Punkte  Xq'^O,  Zq=0  und  XQt^O^  Zq  =  z^, 
d.  h.  durch  den  leuchtenden  Punkt  und  durch  den  Punkt  y^  c»  0  der 
Kante  des  beugenden  Schirmes;  diese  beiden  Punkte  sind  also  die 
Scheitel  der  Hyperbel.  Eine  physikalische  Bedeutung  hat  nur  der 
Theil  derselben,  für  den  Xq  und  Zq  positiv  sind. 
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m 

§4. 

Es  werde  nun  allgemeiner  angenommen,  dass  die  beiden  zur 
^- Achse  parallelen  Geraden,  welche  die  beugende  Oeffnung  be- 
grenzen, im  Endlichen  liegen,  dass  also  entweder  der  beugende  Schirm 
einen  Streifen  bildet,  oder  dass  die  beugende  Oefinung  ein  Spalt  ist. 
Wir  wollen  nur  den  ersten  Fall  genauer  untersuchen,  da  sich  die 
Rechnung  fQr  den  zweiten  ganz  ähnlich  gestaltet. 

Es  bilde  also  der  beugende  Schirm  einen  Streifen,  dessen  Grenzen 

die  Gleichungen 

o:  «3  —  e    und    x  =  ^  e 

haben  mögen,  dessen  Breite  also  2e  isi  Für  den  leuchtenden  Punkt 
nehmen  wir  wieder 

«1  =  0;        yi  =  0 

an,  denken  uns  die  weisse  Tafel  als  senkrecht  auf  der  z -Achse,  und 
Xq  und  i/q  als  so  klein,  dass  wir  Qq  durch  Zf^  ersetzen  können.  Die 
beiden  Integrale,  die,  quadrirt  und  addirt,  nach  (5)  die  Intensität 
geben,  sind  dann 

di  cos  S^  =  IrfS  cos  5^  +  jdi  cos  S^ 


—  CO 


Al  sin  6»  —/dg  sin  $»  + /d|  sin  V, 


—  OD 


WO  die  beiden  Grenzen  t/j  und  t/j  wegen  (2)  durch  die  Gleichungen 

«.-/TVi*(+«-^ir^) 

bestimmt  sind.  In  der  einen  Grenze  des  geometrischen  Schattens  ist 
t/i,  in  der  anderen  t/j  gleich  Null;  da  ferner  t/^  und  U2  lineare  Func- 
tionen von  Xf,  sind,  welche  mit  wachsendem  Xq  abnehmen,  so  er- 
kennt man,  dass  innerhalb  des  Schattens  u^  negativ,  t/j  positiv  ist; 
ausserhalb  des  Schattens  sind  beide  Grossen  positiv  auf  der  Seite  der 
negativen  x  imd  beide  negativ  auf  der  Seite  der  positiven  x. 

Wir  wollen  nun  die  Werthe  von  x^  aufsuchen,  für  welche  die  In- 
tensität /  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  ist;  sie  sind  bestimmt 
durch  die  Gleichung 

dxo 

Schreibt  man  den  Ausdruck  von  /  in  der  Form 


/. 


J-00  +00  v2  •       +  CD  +»  V  2 

d| cos  V+fdi  cos  IM  +  (     As  sin  $«  +  pS  »ii»  V  )    (l^) 


Kirehhoff.  Optik. 
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und  berücksichtigt,  dass  ^-—  =^  -^  ist,  so  erhält  man  zur  Bestim- 
mung der  Maxima  und  Minima  die  Gleichung 


dJ    ,     dJ 


(cos  Wj^  __  cos «/,')  j     jdl  cos  5'  +  jdi  cos  g^ 


^""'+.  %.  '      (14) 

+  (sin  «1»  —  sin  «j«)  |     /d|  sin  t«.  +  /rffi  sin  6M  —  0 . 

Diese  Gleichung  verwandelt  sich  durch  EinfQhrung  der  Functionen 
M{u)  und  N(u)  in  die  folgende 

(^(_  „j)  _  Af(ttj))(l  -  cos  (II,«  -  «,»)) 

+  (^(-  «.)  +  ^'(«2))  8in  («,»  -  «,»)  =  0, 
welche  wiederum  in  die  beiden  einfacheren  zerfallt 

sm  ^   ^  =  0 

wie  man  unmittelbar  erkennt,  wenn  man  in  der  vorigen  Gleichung 
an  Stelle  des  Winkels  (ü,^  —  u^)  den  halben  Winkel  einführt;  be- 
achtet man  endlich,  dass 

2         ~  Z^o 

ist,  so  ergeben  sich  für  Xq  die  folgenden  Gleichungen 


sin  II?  2ä  —  0 


Die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  sind 


(15) 


^0  —  -  27 

WO  n  eine  ganze  Zahl  ist;  die  ihnen  entsprechenden  Maxima  oder  Minima 
sind  mithin  gleich  weit  von  einander  entfernt,  sind  unabhängig  von 
z^j  d.  h.  von  der  Entfernung  des  leuchtenden  Punktes,  und  bewegen 
sich  auf  geraden  Linien,  wenn  Zq  verändert,  wenn  also  die  weisse 
Tafel  parallel  mit  sich  selbst  verschoben  wird.  Verwickelter  ist  das 
Gesetz  für  die  durch  die  zweite  Gleichung  bestimmten  Maxima  und 
Minima. 

Wir  wollen  die  Gleichungen  (15)  für  die  Maxima  und  Minima 
nur  in  dem  Falle  genauer  discutiren,  dass  die  Breite  des  Schirms,  2e, 
verhältnissmässig  gross  ist.  Es  treten  dann  drei,  durch  dunkle 
Zwischenräume  getrennte  Fransensysteme  auf,  in  der  Nähe  der  beiden 
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Grenzen   und  in  der  Nähe   der  Mitte  des  geometrischen  Schattens, 
zwei  äussere  y  wie  man  sagt^  und  ein  inneres. 

In  der  Nähe  der  Schattengrenze  auf  der  Seite  der  positiven  x  ist  t/j 
klein  und  — u^  hat  einen  grossen  positiven  Werth;  .daraus  folgt,  dass 

y^OD  4-co 

dl  cos  S^  und  I  d^  sin  S^ 

-1*1  -i»j 

sehr  klein  sind,  während 


-4-GD  4-OD 

/e/§cosS^  und         jdlsm^'' 


endliche  Werthe  besitzen.    Demzufolge  kann  man 

2       •    -t«  V  2 


J    /dS  sin  A 


setzen;  dadurch  ist  aber  ausgesprochen,  dass  an  dem  betrachteten  Orte 
die  ErscheinuDgen  dieselben  sind,  wie  wenn  der  Schirm  in  der  Rich- 
tung der  negativen  x  unbegrenzt  wäre,  also  diejenigen,  welche  wir 
im  vorigen  Paragraphen  ausführlich  untersucht  haben.  Aus  der  Sym- 
metrie,  die  stattfindet,  ist  zu  schliessen,  dass  das  Entsprechende  für 
das  zweite  äussere  Fransen  system  stattfindet. 

In  der  Nähe  der  Mitte  des  Schattens,  also  für  kleine  Werthe 
von  Xq^  haben  —  u^  und  i/j  grosse  positive  Werthe,  die  vier  in  Be- 
tracht kommenden  Integrale  sind  daher  klein,  und  ein  Gleiches  gilt 
von  der  ganzen  Lichtstärke;  trotzdem  können  aber  Maxima  und 
Minima  wahrnehmbar  sein,  und  diese  sind  durch  die  Gleichungen 
(15)  bestimmt. 

Die  erste  von  die&en  Gleichungen  ist,  welches  auch  die  Grosse 
von  e  sein  mag 

sin  r--5  2«  =  0,       und  ergiebt      ar^  csa  n  -r^ ;  (16) 

die  zweite  Gleichung  vereinfacht  sich  sehr  durch  die  Annahme,  dass 
e  gross  ist  Aus  den  für  M(u)  und  N{u)  aufgestellten  semiconver- 
genten  Reihen  (10a)  ergiebt  sich  nämlich,  dass  für  grosse  positive 
Werthe  von  u 

gesetzt  werden  kann,  und  hieraus  folgt,  dass  die  in  Rede  stehende 
transcendente  Gleichung  für  unseren  Fall  in  die  einfachere  übergeht 


tgf|»2«-oo, 


d.  h.  in 


Xs^ 


cos  ,  * 


2%  =  0,      aus  welcher     a:^  =  ( w  +  —  J  -^  (18) 


9* 
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sich  ergiebt.  Diese  Werthe  von  Xq  schieben  sich  also  zwischen  die 
durch  die  erste  Gleichung  bestimmten  ein.  Um  nun  zn  erkennen, 
welche  von  den  in  (16)  und  (18)  gefundenen  WerÜhen  Ton  x^  den 
Maximis,  welche  den  Minimis  der  Helligkeit  entsprechen ,  und  um 
ein  Urtheil  über  ihre  Grösse  zu  erhalten,  müssen  wir  den  Ausdruck  (13) 
von  /  in  der  Nähe  der  Mitte  des  Schattens  discutiren.  Derselbe 
lässt  sich  mit  Berücksichtigung  von  (8  b)  folgendermassen  schreiben 

/b»  ^cos  t/,*  ^(— t/,)  — sin ttj 2 i\^(—tti)  + cos  112*^(^2)  — sin U2*iV^(ti2)) 

-f-  (sin  1/,*  il!f(— u,)  +  cost/|'^(— tt,)+sintt2*^(t/2)+cosu2^iV(u2)) , 

oder,  wenn  man  benutzt,  dass  unter  der  soeben  gemachten  Annahme 
die  hier  auftretenden  Werthe  von  Af(u)  nach  (17)  gegenüber  denen 
von  N(u)  vemachlässigt  werden  können, 

J  «=  (sin ti|^iV( — tti)-f- siniij*  ^(«^2))  +  (costii'-^( — w,)  +  cos W2'^(w2))  , 

d.  h. 

/-.  ^2(_  1,^)  +  ^2(U2)  +  2N{-  u,)N(u,)  cos  (Wj«  ^  V) 

-  (^(-  ^i)  -  ^W)'  +  4i»^(-  u,)N{u,)  cos»  ^^ ; 

mit  Benutzung  von  (17)  erhält  man  also  für  die  Intensität  in  der 
Nähe  der  Schattenmitte  den  einfacheren  Ausdruck 

4/  _  f-L  +  IX 1^  cos*  ^  2«; 

da  nun  —  u^  und  u,  positiv  sind ,  so  ergiebt  sich ,  dass  durch  die 
Gleichung  (16)  die  Maxima,  durch  (18)  die  Minima  der  Intensität 
bestimmt  werden. 

Der  soeben  gefundene  einfachere  Ausdruck  für  /  ergiebt  endlich 
auch  ein  Mass  für  die  Grösse  der  Helligkeit  in  den  Mazimis  und 
Minimis,  in  der  Nähe  der  Schattenmitte;  ist  nämlich  x^  hinreichend 
klein  im  Yerhältniss  zu  ß,  so  können  wir  setzen 

und  erhalten  somit  für  die  Intensität  den  Werth 

•^  —     Jf^'  .X  cos»  ^  27t.  (19) 

Hieraus  folgt,  dass  in  der  Nähe  der  Mitte  des  Schattens  die  Minima 
den  Werth  0,  die  Maxima  den  Werth 

haben,  um  die  Bedeutung  dieser  letzten  Angabe  zu  verstehen,  muss 
man  hinzunehmen,  dass  bei  der  für  J  gewählten  Einheit  ausserhalb 
des  Schattens  und  in  hinreichender  Entfernung  von  ihm 
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ist. 

Es  verdient  bemerkt  za  werden,  dass  die  Lage  der  Maxima  und 
Minima  bei  den  inneren  Fransen  dieselbe  ist,  wie  wenn  sie  hervor- 
gebracht wären  durch  Interferenz  von  Strahlen,  die  von  Punkten  in 
den  Bändern  des  Schirms  ausgegangen  sind.  Hierauf  beruht  der 
erste,  freilich  unvollkommene  Versuch,  die  Erscheinung,  mit  der  wir 
uns  beschäftigt  haben,  zu  erklären,  der  von  Thomas  Young  gemacht 
worden  ist.  Von  Fremel  rührt  die  Theorie  her,  welche  soeben  aus- 
einandergesetzt wurde. 
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Intenaität  und  PolarisationsziiBtand  des  reflectirten  und  gebrochenen  Lichtes.  — 
Angabe  einiger  Erfahmngssätze.  Die  Freenerschen  Formehi.  —  Theoretische 
Ableitung  dieser  Erfahrungssätze.  —  Die  Schwingungen  des  einfallenden  Lichtes 
finden  senkrecht  zur  Einfallsebene  statt.  Die  Hypothesen  von  Fresnel  und 
F.  Neumann.  —  Das  einfallende  Licht  schwingt  in  der  Einfallsebene.  —  Theo- 
rie der  totalen  Reflexion  für  parallel  und  senkrecht  zur  Einfallsebene  polari- 
sirtes  Licht.  —  Das  einfallende  Licht  ist  in  beliebigem  Azimuth  geradlinig  po- 
larisirt.  —  Drehung  der  Polarisationsebene  bei  partieller  Reflexion.  —  Intensität 
und   Polarisationszustand  des   reflectirten  Lichtes   bei   totaler  Reflexion.     Die 

FresnePschen  Parallelepipede. 

§  1- 

Wir  haben  uns  mit  der  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  au 
der  Grenze  zweier  verschiedenartigen  Mittel  bereits  beschäftigt  und 
einen  Theil  der  hierfür  geltenden  Gesetze  abgeleitet;  wir  haben 
nämlich  die  Richtungen  der  so  entstehenden  Strahlen  und  Wellen 
gefunden.  In  den  darauf  bezüglichen  Rechnungen  kamen  aber  ge- 
wisse Cou stauten  vor,  die  wir  ganz  unbestimmt  gelassen  haben;  dar- 
auf beruht  es,  dass  wir  bisher  über  die  Intensität  und  den  Polari- 
sationszustand des  reflectirten  und  gebrochenen  Lichtes  Nichts  haben 
ermitteln  können.  Wir  wollen  uns  jetzt  zu  Betrachtungen  wenden, 
die  uns  hierüber  Aufschluss  geben  sollen;  und  zwar  können  wir 
diese  auf  den  Fall  beschränken,  dass  die  Grenze  der  beiden  Mittel 
und  die  einfallenden  Lichtwellen  ebene  sind;  sind  nämlich  unter  dieser 
Voraussetzung  die  Grenzbedingungen  für  die  Lichtbewegung  gefunden, 
so  lassen  sie  sich  leicht  so  verallgemeinern,  dass  sie  auch  für  eine 
krumme  Grenzfläche  und  kugelförmige  einfallende  Wellen  gelten. 

Fallen  ebene  Lichtwellen,  also  solche,  die  von  einer  unendlich 
weit  entfernten  Lichtquelle  herkommen,  auf  die  ebene  Grenze  zweier 
durchsichtigen  Mittel,  so  bilden  sich,  wie  wir  wissen,  ebene  reflectirte 
und  ebene  gebrochene  Wellen,  deren  Richtungen  durch  die  Sätze  be- 
stimmt sind,  dass  der  reflectirte  und  der  gebrochene  Strahl,  die  zu 
einem  einfallenden  gehören,  in  der  Einfallsebene  liegen,  dass  der 
Reflexionswinkel  dem  Einfallswinkel  gleich  ist,  und  dass  die  Sinus 
des  Einfallswinkels  und  des  Brechungswinkels  in  dem  Verhältniss  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeiten   des  Lichtes  in  den  beiden  Mitteln 
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stehen.  Es  handelt  sich  nun  darum;  aus  der  Amplitude,  dem  Polari- 
sationszustand und  der  Phase  der  einfallenden  Wellen  die  Amplitude, 
den  Polarisationszustand  und  die  Phase  der  reflectirten  und  der  ge- 
brochenen Wellen  zu  finden.  Wir  wollen  zuerst  einige  hierauf 
bezügliche  Sätze  aussprechen,  die  als  erfahrungsgemäss  feststehend 
anzusehen  sind,  und  dann  die  theoretischen  Betrachtungen  angeben, 
die  diese  Satze  abzuleiten  und  die  genannte  Aufgabe  vollständig  zu 
lösen  erlauben. 

Bei  der  Besprechung  der  Lichtwellen  in  einem  homogenen 
Mittel  wurde  bereits  das  Princip  der  Zusammensetzung  zweier  Licht- 
bewegungen hervorgehoben,  der  Satz  nämlich,  dass,  wenn  man  die  Aus^ 
drücke  für  die  Componenten  der  Yerrückung  bei  zwei  möglichen 
Lichtbewegungen  addirt,  die  erhaltenen  Summen  auch  die  Compo- 
nenten der  Yerrückung  bei  einer  möglichen  Lichtbewegung  sind. 
Es  folgte  dieser  Satz  unmittelbar  daraus,  dass  die  Differential- 
gleichungen für  die  Componenten  der  Yerrückung  bei  einer  Licht- 
bewegung sämmtlich  linear  und  homogen  sind.  Aus  diesem  Satze 
ergab  sich,  wie  noch  einmal  erwähnt  werden  mag,  der  weitere,  dass 
ebene  Lichtwellen,  die  in  irgend  einer  Richtung  geradlinig  oder 
elliptisch  polarisirt  sind,  sich  zerlegen  lassen  in  zwei  Wellensysteme, 
die  nach  irgend  zwei  auf  einander  und  auf  der  Wellenebene  senk- 
rechten Ebenen  polarisirt  sind.  Hier,  wo  wir  es  mit  Lichtbewegungen 
in  zwei  zusammenstossenden  verschiedenartigen  Mitteln  zu  thun  haben, 
ist  nun  zuerst  zu  erwähnen,  dass  auch  für  diese  das  Princip  der 
Zusammensetzung  zweier  Lichtbewegungen  gilt.  Es  ist  danach  zu 
vermuthen,  dass,  wie  die  Differentialgleichungen,  so  auch  die  an  der 
Grenze  der  beiden  Mittel  zu  erfüllenden  Bedingungen  linear  und 
homogen  in  Bezug  auf  die  Componenten  der  Yerrückung  sein  werden. 

Durch  dieses  Princip  vereinfacht  sich  die  vorliegende  Aufgabe 
wesentlich :  Nach  demselben  kann  man  nämlich,  welches  auch  der  Polari- 
sationszustand des  einfallenden  Lichtes  sei,  dieses  zerlegen  in  eine 
„Componente^*,  bei  der  die  Schwingungen  in  der  Einfallsebene  ge- 
schehen, und  eine,  bei  der  die  Schwingungen  senkrecht  zu  dieser 
sind;  ermittelt  man  für  jede  dieser  Componenten  das  reflectirte  und 
das  gebrochene  Licht,  so  findet  man  durch  Zusammensetzung  die  voll- 
ständigen reflectirten  und  gebrochenen  Wellen.  Man  hat  daher  die 
Aufgabe  allgemein  gelöst,  wenn  di^s  für  die  zwei  Fälle  geschehen 
ist,  dass  die  Schwingungen  des  einfallenden  Lichtes  in  der  Einfalls- 
ebene, und  dass  sie  senkrecht  zu  dieser  geschehen.  In  jedem  dieser 
Fälle  lässt  sich  aber  der  Polarisationszustand  des  reflectirten  und  des 
gebrochenen  Lichtes  unmittelbar  angeben:  Wegen  der  Symmetrie, 
die  in  Bezug  auf  die  Einfallsebene  stattfindet,  müssen  nämlich  bei 
allen  drei  Lichtmengen  in  dem  einen  Falle  die  Schwingungen  m  der 
Einfallsebene,  in  dem  anderen  senkrecht  zu  dieser  stattfinden. 
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Was  die  Phasen  anbelangt,  so  kann  man  als  mit  der  Erfahrung 
im  Einklänge  annehmen,  dass  bei  der  Reflexion  und  Brechung  bei 
durchsichtigen  Mitteln  keine  Phasenänderung  stattfindet,  d.  h.  dass 
der  einfallende,  der  reflectirte  und  der  gebrochene  Strahl  in  dem 
ihnen  gemeinsamen  Punkte  der  Grenzfläche  dieselbe  Phase  besitzen« 
Der  Fall  der  sogenannten  totalen  Reflexion  ^  fQr  welchen  die  soeben 
gemachte  Annahme  nicht  zutrifft,  soll  erst  im  §  5  dieser  Vorlesung 
ausführlich  behandelt  und  vorläufig  von  der  Untersuchung  aus- 
geschlossen werden. 

Es  bleibt  also  nur  noch  die  Frage  nach  den  Amplituden  der 
reflectirten  und  gebrochenen  Wellen  in  den  beiden  unterschiedenen 
Fällen  zu  beantworten,  und  da  diese  nach  dem  Princip  der  Zusammen- 
setzung zweier  Lichtbewegungen  der  Amplitude  des  einfallenden 
Lichtes  proportional  sein  müssen,  so  kann  man  die  letztere  ohne  Be- 
einträchtigung der  Allgepieinheit  gleich  Eins  setzen.  Wenn  das  ge- 
schieht, so  ist  nach  Fresnel  die  Amplitude  der  reflectirten  Wellen, 

wenn  das  einfallende  Licht  in  der  Einfallsebene  polarisirt  ist, 

,    Bin(y  —  y') 
"^  sin  (tp  +  tp') 

wenn  es  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt  ist 

tg(y  —  fp') 
—  tg{9  +  9')' 

WO  9  den  Einfallswinkel,  tp'  den  Brechungswinkel  bedeutet. 

Von  der  Polarisationsebeneisi  hier  die  Rede,  die,  wie  schon  am  Anfange 
dieser  Vorlesungen  bemerkt  wurde,  nothwendig  mit  der  Schwingungs- 
ebene  zusammenfallt  oder  auf  ihr  senkrecht  steht.  Die  Polarisations- 
ebene lässt  sich  in  jedem  Falle  unzweideutig  erkennen;  man  hat 
eben  einer  experimentell  bestimmbaren  Ebene  diesen  Namen  bei- 
gelegt, während  auf  die  Schwingungsebene  nur  durch  theoretische  Be- 
trachtungen geschlossen  werden  kann.  Wie  bald  näher  zu  erörtern 
sein  wird,  kann  man  polarisirtes  Licht  erhalten,  wenn  man  so- 
genanntes natürliches  Licht  von  einem  Glasspiegel  unter  einem  gewissen 
Winkel  reflectiren  lässt.  Bei  so  entstandenem  polarisirten  Licht  ist 
die  Polarisationsebene  conventioneller  Festsetzung  gemäss  die  Re- 
flexionsebene; ob  die  Schwingungsebene  mit  dieser  zusammenfallt  oder 
senkrecht  auf  ihr  steht,  wollen  wir  einstweilen  uuentschieden  lassen. 

Endlich  muss  angeführt  werden,  dass  die  FresnePschen  Aus- 
drücke für  die  Amplituden  der  reflectirten  Wellen,  sowie  die  Be- 
hauptung, dass  keine  Phasenänderung  bei  der  Reflexion  und  Brechung 
stattflndet,  sorgfältigen  Messungen  zufolge  ganz  genau  richtig  nicht 
sind.  Doch  sind  die  Abweichungen  nur  unbedeutend,  und  man  kann 
wohl  annehmen,  dass  sie  ganz  fehlen  würden  bei  vollkommen  durch- 
sichtigen Körpern,  wie  sie  unsere  theoretischen  Betrachtungen  voraus- 
setzen. 
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§2. 

Wir  wollen  nun  suchen  ^  die  ausgesprochenen  Sätze  theoretisch 
abzuleiten. 

Die  o^^-Ebene  sei  die  Grenze  der  beiden  Medien;  fQr  das  erste, 
in  dem  das  einfallende  Licht  sich  bewegt,  sei  z  negativ,  für  das 
zweite  positiv;  auf  das  zweite  Mittel  beziehen  wir  gestrichene,  auf 
das  erst«  ungestrichene  Buchstaben.  Nach  der  Hypothese,  dass  in  Be- 
ziehung auf  die  Lichtbewegung  der  Aether  sich  wie  ein  elastischer 
fester  Körper  verhält,  auf  dessen  Theile  keine  anderen  Kräfte  wirken 
als  die  durch  die  relativen  Verschiebungen  hervorgerufenen,  und  der 
Annahme^  dass  die  Lichtbewegungen  transversale  sind,  haben  wir  dann 
für  die  Componenten  der  Yerrückungen  irgend  einer  Lichtbewegung 

für  z  <  0 


dv 


i» 


für  z  >  0 


dx  ^  dy  ^  d8  ~^' 


a>to'      K\ 

dt*    '^    i 


Au 


Es  bedeuten  hier  (vgl.  I.  Vorlesung  §  3  Nr.  (1)  und  (2))  K  und  K'  die 

Gonstanten  der  Elasticität,   ft  und  ft'  die  Dichtigkeit  des  Aethers  in 

den  beiden  Mitteln. 

Es  fragt  sich,  welches  die  Gleichungen  sind,  die  überdies  für 

z  s»  0  erfüllt  werden  müssen.     Die  nächstliegende  Hypothese,  die  in 

Bezug  hierauf  gemacht  werden  kann,   scheint  die  zu  sein,  dass  die 

Aethermassen  in  den  beiden  Mitteln  auch  da,  wo  sie  zusammenstossen, 

sich    verhalten    wie   zwei  feste  elastische  Körper,  auf  deren  Theile 

keine  anderen  Kräfte  wirken  als  die  durch  die  relativen  Verschiebungen 

erzeugten.  .  Ist  das  der  Fall,  so  muss 

f  ür  z  =  0 

u  =  u         V  =  v'       w  =»  w'  (2) 

ä,  =  ä:  y.^y:  z.^z:  (2a) 

sein,  wenn  wir  die  Druckcomponenten  ebenso  wie  früher  bezeichnen. 
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Wir  wollen  diese  Hypothese  zunächst  in  einem  speciellen  Falle 
rerfolgen.  Die  Theile  Ton  u,  v,  w^  die  den  einfallenden  Wellen  ent- 
sprechen, wollen  wir  durch  u,^  Vg,  w^  bezeichnen,  die  den  reflectirten 
entsprechenden  durch  t/r,  Vr,  Wr,  so  dass 

U'^Uf+Ur      V^^Vt+Vr      M^  —  IT.  +  l^r  (2b) 

ist;  u',  v\  u^'sind  unmittelbar  die  Componenten  der  Verrücknng  in  den 
gebrochenen  WeUeUi  welche  allein  in  dem  zweiten  Mittel  vorhanden  sind. 
Nun  nennen  wir  /,  m,  n  die  Cosinus  einer  Richtung,  a«,  /}«,  yt 
die  einer  anderen  und  setzen 

r,„^,si„(i£+J«H-_H£_^)2,  (3) 

dann  genügen  u,^  Ve^  w,  den  für  u,  t^,  u'  aufgestellten  Differential- 
gleichungen (1),  wenn 

und  **  (4) 

«#/  +  ßefn  +  Yen  =»  0 
ist;  das  einfallende  Licht  besteht  dann  aus  ebenen  Wellen,  deren 
Normalen  die  Richtung  (/,  m,  n),  deren  Verrücknngen  die  Richtung 
(a,,  ßg,  y,)  haben;  die  Amplitude  derselben  ist  gleich  Eins. 

Wir  setzen  femer,  indem  wir  «ry  ßn  Yr  di®  Cosinus  einer  neuen 
Richtung  nennen, 

r.  =  Ä/>.8m(^^  +  7-"i-|)2«  (3a) 

Wr  «  Byr  sin  ^ — ^^--^ y)^    '^ 

den  Differentialgleichungen  für  u,  r,  w  wird  dann  auch  durch  Ur,  Vr,  Wr, 
mithin  auch  durch  u^  +  Wr,  Ve  +  Vr,  Wg  +  Wr  genügt,  wenn 

ari  +  ßrfn  —  yrn  «=»  0 
ist.    B  ist  dann  die  Amplitude  der  reflectirten  Wellen. 
Endlich  machen  wir 

„' .  /,„'  8i„(L^±J!^«l'  _  I)  2n 

v'  =  I)ß'sm(!'^^y-+^-i)2«  (3b) 

u)  ^By  sm^ — ^    ^^  ^ 5»;  2ä, 

wo  a',  /3',  y'  und  /'  m'  n'  die  Cosinus  zweier  neuen  Richtungen  sind, 
für  die 
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ist.    Damit  den  DifiPerentialgleichangen  (la)  genügt  werde^  muss  dann 
noch 


sein.    Ausserdem  setzen  wir 


T     r  II,' 


(4  a) 


i.-=l    und    ^  =  -^5  (4b) 

dann  wird,  unserer  vorher  ausgesprochenen  Hypothese  gemäss ^  die 
Phase  ^  aller  drei  Wellensysteme  in  einem  beliebigen  Punkte  der 
Grenzfläche  z  =  0  dieselbe  ^  nämlich 

»  =  (r-^jT^  —  ^)2n^  V— T— ^  ~  5*;  2«,  (4c) 

und  es  reduciren  sich  die  für  die  Grenzfläche  zu  erfüllenden  Glei- 
chungen (2)  und  (2  a)  auf  solche  zwischen  den  eingeführten  Con- 
stanten. Ueberhaupt  tritt  in  irgend  einer  für  z  <»  0  zu  erfüllenden 
Gleichung,  die  in  Bezug  auf  die  Verrückungen  selbst  homogen  ist^ 
eine  Potenz  des  Sinus  dieser  Phase,  in  einer  Gleichung,  die  in  Be- 
zug auf  die  ersten  Differentialquotienten  der  Yerrückungen  homogen 
ist,  eine  Potenz  des  Cosinus  der  Phase  als  Faktor  auf  und  kann  fort- 
gelassen werden. 

Man  überzeugt  sich  leicht^  dass  durch  die  aufgestellten  Glei- 
chungen (3),  (3a),  (3b)  in  Verbindung  mit  (4b)  die  im  Anfang  dieser 
Vorlesung  erwähnten  Gesetze  für  die  Richtung  der  reflectirten  und 
gebrochenen  Wellen  ausgesprochen  sind. 

§  3. 

Der  specielle  Fall,  den  wir  zuerst  untersuchen  wollen,  ist  nun 
der,  dafs  das  einfallende  Lieht,  also  auch  das  reflectirte  und  das  ge- 
brochene, senkrecht  zur  Einfallsebene  schwingen.  Wir  wollen  dabei 
die  xz-Ebene  zur  Einfallsebene  wählen;  dann  sind  die  sämmtlichen 
Componenten  u  und  w  gleich  Null,  da  die  Verrückungen  parallel  der 
^- Achse  geschehen,  und  dasselbe  gilt  von  den  ßichtungscosinus  m 
und.fT}',  da  die  Wellennormale  auf  der  ^- Achse  senkrecht  steht;  be- 
stimmt man  also  die  positive  Richtung  der  o;- Achse  so,  dass  der 
Winkel  zwischen  ihr  und  den  einfallenden  Strahlen  spitz  ist,  so  kann 

man  setzen 

/c=8in9),        n  =  cos9 
und 

/'=  sin  9',       n=  cos  9', 

wo  wieder  9  der  Einfallswinkel,  q>'  der  Brechungswinkel  ist.  Die 
Ausdrücke  (3),  (3  a)  und  (3  b)  für  die  Grossen  v  werden  daher  in 
diesem  Falle 
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r.  =  A8in(^"°^7''°"^- j)2«  (5) 

/         n    .     /x  sin  ©' +  5  C08  g>'         t\  o 

t;   c»  />  sin  ^ ^^^ 21  «-  «j  2ä  , 

and  aus  (4b)  ergiebt  sich 


Bin  9        Bin  9 


(5a^ 


Die  ersten  drei  der  f fir  z  «.  0  geltenden  Bedingungen  (2)  geben 

die  eine  Gleichung 

l  +  Ä-2>;  (6) 

um  die  drei  anderen  Grenzbedingungen  in  (2  a)  zu  bilden,  müssen  wir 
uns  daran  erinnern,  dass,  wie  sich  aus  (1)  der  ersten  Vorlesung  ergiebt, 

gesetzt  werden  kann,  da 

^       du   .   dv    .   dw       f. 

*""FS  +  äS?  +  äi"" 


und 


du'dv'.dv'      f. 


ist.    In  nnserem  Falle  reduciren  sich  daher  die  drei  Bedingungen  (2  a) 
auf  die  eine 

d.  h.  auf  die  Gleichung 

welche  sich  wegen  (5  a)  auch  folgendermassen  schreiben  lasst 

^coej,.j_^,  ,co8v;^^  (6a) 

Bin  9  ^  ^  Bin  9  ^      ^ 

Ersetzt  man  endlich  in  dieser  Gleichung  K  und  £'  mit  Hülfe  von 
(4)  und  (4  a)  durch  [i  und  ^\  so  geht  sie  über  in 

fi  sin  9  cos  9  (1  —  Ä)  «^  ^'  sin  q>'  cos  tp'  D,  (6b) 

Aus  den  beiden  Gleichungen  (6  a)  und  (6  b)  zwischen  R  und  D  er- 
giebt sich  aber  in  Verbindung  mit  (6) 

1  —  B        JT*   cos  y' Bin  9         ft.'  cos  9' sin  9' 
1  -{-M        K   coB  9  sin  9 '         j»     cob  9  sin  9 
und  daraus 


§  3.   Die  Hypothesen  Ton  Fresnel  und  von  F.  Nenmann.  141 

P K COB  qp  sin  9'  —  K'  cos  qp'  sin  qp 

K cos  9  sin  q>*  '\-  K'  cos  9'  sin  9 


fk  coa  y  sin  <p  —  ^  cos  <p  sin  <p 
p,  cos  <p  sin  9  -|-  ffr   cos  9 '  sin  9 


7« 


Vergleicht  man  den  so  erhaltenen  Werth  von  R  mit  den  beiden 
FresneVschen  Ausdrücken 

,    ain(9-~y')     ^^^       ,     tg  (y  -  tp') 
—  sin  (9 +  9')  —  tg(9+-9') 

für  die  Amplitude  des  reflectirten  Lichtes  in  den  Fällen,  dass  die  ein- 
fallenden Wellen  in  der  Einfallsebene  oder  senkrecht  zu  ihr  polari- 
sirt  sind,  so  kommt  man  2u  dem  merkwürdigen  Resultate,  dass  er 
mit  dem  einen  oder  mit  dem  andern  übereinstimmt,  je  nachdem  man 

K  ^^  K'    oder    ^  =  f^' 

nimmt.    In  der  That  wird  für  K  ^  K' 


Ä  — — 


sin  (9  —  9') 


sin  (9  +  9  )  ' 

für  f^  B»f^ 

n       ain  29  —  ein  29* 
sin  29 -{-sin  29' ' 

oder,  da 

sin  29  —  sin  2q>'  =■  2  cos  (9  -f-  fp')  sin  (9  —  tp*) 

sin  2 9  -|-  sin  2^'  =  2  cos  (9  —  9')  sin  (9  +  9') 
'^*  R  _  tg(9-90 

tg(9  +  9')  • 

Man  muss  hiemach  entweder  annehmen, 

dass   die  Lichtschwingungen   senkrecht  zur  Polarisations^ 
ebene  geschehen,  und  dass  die  Elasticitat  des  Aethers  in 
allen  durchsichtigen  Mitteln  gleich  ist, 
oder 

dass  die  Schwingungen  in  der  Polarisationsebene  stattfinden, 
und  dass  die  Dichtigkeit  fi  des  Aethers  überall  dieselbe  ist. 

Die  erste  Annahme  hat  Fresnel ^   die  zweite  hat  F,  Neumann  zuerst 
gemacht. 

Die  Fresnersche  Annahme  ist  aber  nicht  verträglich  mit  der  Hjrpo- 
these,  welche  wir  an  die  Spitze  unserer  optischen  Betrachtungen 
stellten  und  die  sich  durch  ihre  nicht  zu  übertreffende  Einfachheit 
empfiehlt,  mit  der  Hypothese  nämlich,  dass  der  Aether  in  den  durch- 
sichtigen Mitteln  in  Bezug  auf  die  Lichtbewegung  sich  verhält  wie 
ein  elastischer  fester  Körper,  auf  dessen  Theile  keine  anderen  Kräfte 
wirken,  als  die  durch  die  relativen  Verschiebungen  erzeugten.  Lässt 
man  nämlich  diese  Hypothese  auch  gelten  für  die  doppelt  brechenden 
Krystalle,  so  kann  man  die  optischen  Erscheinungen,  die  diese  dar- 
bieten und  mit  denen  wir  uns  später  zu  beschäftigen  haben  werden, 
nicht  anders  erklären,  als  durch  die  Annahme,  dass  der  Aether  in 
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ihnen  in  verschiedenen  Richtungen  eine  verschiedene  £lasticitat  be- 
sitzt. (Die  Annahme y  dass  die  Dichtigkeit  in  verschiedenen  Rich- 
tungen verschieden  sei,  wäre  sinnlos,  da  in  dem  Begriff  der  Dichtigkeit, 
d.  i.  der  in  der  Yolumeneinheit  befindliche  Masse,  der  Begriff  der 
Richtung  gar  nicht  vorkommt.)  Wenn  man  nun  annimmt,  dass  schon 
in  einem  Erystall  der  Aether  in  verschiedenen  Richtungen  verschie- 
dene Elasticitat  besitzt,  so  kann  man  nicht  gut  voraussetzen,  dass 
diese  in  sammtlichen  isotropen  Körpern  dieselbe  ist.  Es  bleibt 
hiemach  nur  die  Neumann'sche  Annahme  übrig,  nach  der  die 
Schwingungen  in  der  Polarisationsebene  geschehen  und  die  Dichtig- 
keit des  ^ethers  überall  dieselbe  ist.  Ihr  zufolge  können  wir,  um  die 
Zahl  der  Zeichen  zu  verkleinem, 

^  — ^'_  1 
setzen. 

§4- 

Wir  haben  die  aufgestellten  Hypothesen  in  dem  Falle  verfolgt, 
dass  das  einfallende  Licht  senkrecht  zur  Einfallsebene  schwingt. 
Wollen  wir  sie  anwenden  auf  irgend  einen  anderen  Fall,  z.  B.  den, 
dass  die  Schwingungen  in  der  Einfallsebene  stattfinden,  so  stossen 
wir  auf  einen  Widerspruch:  Wir  erhalten  mehr  für  z  «»  0  zu  erfüllende 
Gleichungen,  als  wir  Constanten  zu  unserer  Verfügung  haben. 
Diesen  Widerspruch  können  wir  heben,  wenn  wir  die  Voraussetzung 
fallen  lassen ;  dass  wir  es  ausschliesslich  mit  transversalen  Schwing- 
ungen zu  thun  haben,  und  neben  den  reflectirten  und  gebrochenen 
transversalen  Wellen  auch  reflectirte  und  gebrochene  longitudinale  in 
die  Rechnung  einführen.  Die  beiden  Amplituden  derselben  vervoll- 
ständigen nämlich  dann  die  Zahl  der  Constanten,  die  nöthig  sind,  um 
die  aufgestellten  Grenzbedingungen  zu  erfüllen.  Aber,  wenn  solche 
longitudinalen  Wellen  vorhanden  wären,  so  müssten  sie  sich  in  irgend 
einer  Weise  bemerkbar  machen,  und  dies  ist  nicht  der  Fall.  Freilich 
könnte  ihre  Intensität  unmessbar  klein  sein  gegen  die  Intensität  der 
transversalen  Wellen,  wenn  die  Zusammendrückbarkeit  des  Aethers  un- 
endlich gering  wäre.  Aber  unter  dieser  Annahme,  wie  unter  der  Vor- 
aussetzung einer  endlichen  Zusammendrückbarkeitdes  Aethers  kommt 
man  zu  Ausdrücken  für  die  Amplituden  der  reflectirten  Lichtwellen, 
die  mit  den  Fresnerschen  auch  nicht  in  roher  Annäherung  überein- 
stimmen. Es  ist  daher  der  Fehler  unserer  Hypothese  an  einer  andern 
Stelle,  und  zwar  in  den  Grenzbedingungen,  zu  suchen.  Wir  werden 
daher  diese  verändern,  aber  so^  dass  sie  in  dem  Falle,  in  dem  wir  auf 
keinen  Widerspruch  gekommen  sind,  in  dem  Falle  also,  dass  die 
Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene  geschehen,  keine  Aende- 
rung  erleiden,  dass  mithin  die  Schlüsse,  die  wir  an  die  Discussion 
dieses  Falles  geknüpft  haben,  ihre  Gültigkeit  behalten. 
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Danach  haben  wir  anzunehmen,  dass  die  Elasticitat  des  Aethers 
in  den  yerschiedenen  durchsichtigen  Mitteln  eine  verschiedene  ist,  im 
Glase  z.  B.  eine  andere  als  im  leeren  Baume.  Wir  sind  nicht  im  Stande, 
uns  eine  klare  Vorstellung  darüber  zu  bilden,  wie  die  Aenderung  der 
Elasticitat  des  Aethers  im  Glase  bewirkt  ist,  doch  werden  wir  sagen 
können,  dass  sie  eine  Folge  von  Kräften  ist,  welche  die  Theile  der 
wägbaren  Materie  auf  die  Aethertheile  ausüben.  Wenn  nun  solche 
Kräfte  vorhanden  sind,  so  werden  sie  einen  äirecten  Einfluss  aus- 
üben müssen  auf  Bewegungen  der  Aethertheile  an  der  Grenze  des 
Glases,  die  dieser  nicht  parallel  sind,  wenn  sie  auch  im  Inn«m  des 
Glases  nur  einen  indirecten  Einfluss  insofern  haben,  als  hier  die  Elasti- 
citat des  Aethers  durch  sie  geändert  ist.  Mit  der  directen  Wirkung 
dieser  Ejräfte  an  der  Oberfläche  und  im  Inneren  wird  es  sich  ähn- 
lich verhalten,  wie  mit  derjenigen  der  Gapillarkräfte,  die  auch  nur 
an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeiten  von  Einfluss  sind,  im  Innern  sich 
aufheben.  Diese  Ueberlegung  führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Differenzen 

nicht  gleich  Null  sind,  sondern  Werthe  haben,  die  bedingt  sind  durch 
die  Kräfte,  welche  die  wägbaren  Theile  auf  die  Aethertheile  ausüben. 
Wir  wollen  von  diesen  Kräften  annehmen,  dass  sie  die  longitudinalen 
Wellen,  die  ohne  sie  entstehen  müssten,  verhindern,  und  dass  die  Ar- 
beit, die  sie  leisten,  gleich  Null  ist.  Dieses  Princip  wird  gewöhnlich  *) 
dahin  formulirt,  dass  die  lebendige  Kraft  des  einfallenden  Lichtes 
gleich  ist  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte  des  reflectirten  und  des 
gebrochenen  Lichtes.  Wenn  man  diese  Ausdrücke  passend  inter- 
pretirt,  so  lässt  sich  aus  der  Beziehung,  die  allgemein  zwischen  Arbeit 
und  lebendiger  Kraft  besteht,  leicht  nachweisen,  dass  dieses  Princip 
gleichbedeutend  mit  dem  hier  aufgestellten  ist. 

Wir  wollen  dasselbe  nun  analytisch  ausdrücken,  indem  wir  die 
Bedingungen,  dass  f ür  z  «»  0 

ist,  beibehalten.  Die  Arbeit,  die  verschwinden  soll,  ist  die  von  den 
Druckkräften 

JLz  -Ag,       Zz    ~~   ••  «I       Zz  Zz 

geleistete;  bezogen  auf  das  Zeitelement  dt  und  das  Flächenelement 
dxdyy  ist  dieselbe 

Dieser  Ausdruck  für  die  Arbeit  ist  eine  homogene  Function  der 
zweiten  Dimension  der  Differentialquotienten  der  Verrückungscompo- 
nenten  mit  constanten  Coefficienten.  Berücksichtigt  man  also  die  Form 

*)  Vgl.  F.  Nenmann,  Abhandlangen  der  Berliner  Akademie  der  Wissen- 
schaften V.  J.  1835. 
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dieser  Componenten,  sowie  die  am  Ende  des  §  2  gemachte  Bemerkimg, 
so  erkennt  man,  dass  sich  die  Gleichung,  welche  ausdrQckt,  dass  diese 
Arbeit  verschwindet;  in  der  Form  schreiben  lasst 

dtdxdy  co%^^  '  67  —  0, 

wo  ^  die  in  (4  c)  gegebene  Bedeutung  hat,  und  C  eine  constante,  von 
Xf  y,  /  unabhängige  Grosse  ist,  d.  h.  die  zu  erfüllende  Bedingung  wird 

Wir  können  dieselbe  auch  schreiben 

ti(j:/  -  X,)  +  v{r,'  -  r,)  +  w{z:  -  z,)  -  o,        (7) 

da  nach  der  Bemerkung,  die  wir  eben  Ober  die  Form  von  u,  v,  w  ge- 
macht haben, 

du  2«  coB^      3«        2«  cos  9'      dio  2x  C08_^ 

äF~~"T   sin  4^'at"        ^  T    nn9^    i;t~        ^   T   nä  9^ 

ist.    Dabei  haben  wir  wegen  tf  «=»  0  und  <y'  -»  0 

zu  setzen;  die  Gleichung  (7)  geht  somit  in  die  folgende  über 

t,f    d%o  du  .  dw  dv    t  du  du  ,  dt>  dv\ 

\     dx  dx  ^  dy  dy    *  ds  dx  *  de  dy^ 

^./,^dtD'  .du  ,  ,dw'  ,dv    ,  ,du  ,du  ,  ,dv  »dv\ 

\     dx  ex  *  dy  dy   ^  dz  dx  ^  ds  dy^ 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  die  Verrückungen  und  deren 
DifPerentialquotienten  vom  zweiten  Grade,  sie  scheint  also  dem  Prin- 
cipe von  der  Zusammensetzung  zweier  Lichtbewegungen  zu  wider- 
sprechen. Der  Widerspruch  ist  aber  nur  ein  scheinbarer,  da,  wie  wir 
zeigen  wollen,  die  Gleichung  sich  durch  eine  lineare  ersetzen  lässt. 
Es  ist  nämlich 


,  du>            i  du        ^          i       f  d*o  ,  cv        ri  /o\ 

u  -rc w   ^-—0     und     V    ^ m;^— «=0,  (8) 

dx  dx  oy  dy  '  ^  ^ 

da  die  Verhältnisse  u'  :  v' :  vf'  von  x  und  y  unabhängig  sind;  es  ver- 
schwinden also  auch  die  Grossen 

^,    dw  du  ji         dto  dv  ,«   \ 

da  an  der  ganzen  Grenzfläche  u  =  u\  v  ^=v\  w  =  w'  ist.    In  Folge 
dessen  lässt  sich  die  obige  Gleichung  schreiben 
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ersetzt  man  endlich  in  dieser  Relation  u^  v  durch  u\  v\  so  geht  sie 
über  in  eine  andere,  welche  folgendermassen  geschrieben  werden  kann 

uA  +  v'B^O,  (9) 

wenn  zur  Abkürzung 

\oz        ox^  \cz         ox  y 

gesetzt  wird. 

Die  Gleichung  (9)  zwischen  A  und  B  wollen  wir  nun  mit  einer 
zweiten  zwischen  diesen  Ausdrücken  bestehenden  Relation  verbinden, 
welche  sich  leicht  aus  den  Differentialgleichungen  für  die  Yer- 
rückungen,  sowie  aus  den  für  diese  bestehenden  Grenzbedingungeu  (2) 
ergiebt.    Die  Gleichung 

3*10 


dt* 

kann  wegen  a  =  0  in  die  Form 


^^Jw 


t*    ~       Xdx  \dx         dz)  "*"  dy  \dy         den 


3 

gesetzt  werden;  ebenso  hat  man 

a«w' 


„,  [d_{dw^  _  du;_\   ,   _a_/a«^  _  dv\\ 
^   \dx\dx         dz)'^dy\dy         deJr 


dt*  idx\dx         dz  J   •   dy\dy 

Da  nun  innerhalb  der  Grenzfläche  w^^^^^to'  ist^  so  müssen  die  rechten 
Seiten  dieser  Gleichungen  für  jzr  «»  0  einander  gleich  sein,  und  hier- 
aus ergiebt  sich 

dA     I    dB  ^^__  Q 

dx  "^  dy  ^^ 

Denken  wir  uns  hier  für  A  und  B  ihre  Werthe,  und  für  die  Ver- 
rückungen ihre  mit  sin  0*  proportionalen  Ausdrücke  gesetzt,  so  sehen 
wir,  dass  diese  Relation  in  einer  der  beiden  Formen 

lA  +mB  =0, 
oder 

VA  +  m'B=^i)  (9  b) 

geschrieben  werden  kann. 

Dia    beiden   Gleichungen   (9)   und  (9  b)  können   aber  nur  dann 
zusammen  bestehen,  wenn 

^  =  0   und   ^  =  0 

ist,  es  sei  denn,  dass 

um'  —  vV  =  {), 

oder,  bei  Berücksichtigung  von  (3b),  dass 

am'  —  ß'  r  =  0 

Kirohhoff,  Optik.  10 
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ist.  Dieser  Fall  kann  eintreten:  Denken  wir  uns  eine  Gerade,  die 
senkrecht  steht  zu  den  beiden  auf  einander  normalen  Richtungen 
{f^  tn,  n)  und  {a,  ß^,  y),  so  ist  der  Cosinus  des  Winkels,  den  diese 
mit  der  z-Achse  bildet^  gleich  +(a'fn'  —  ß'Oi  ^^'  Ausnahme- 
fall tritt  also  ein,  wenn  diese  Gerade  senkrecht  zur  z- Achse 
steht,  d.  h.  wenn  die  durcb  den  gebrochenen  8trahl  und  seine 
Schwingungsrichtung  gelegte  Ebene  die  z -Achse  enthält.  Es  ge- 
schehen dann  also  beim  gebrochenen,  mithin  auch  beim  einfallenden 
Lichte,  die  Schwingungen  in  der  Einfallsebene.  Für  diesen  Fall 
ist  der  Schluss,  dass  A  und  B  gleich  Null  sind,  nicht  unmittelbar 
gerechtfertigt.  Aber  wir  können  ihn  als  einen  Grenzfall  ansehen: 
Da  nämlich  bei  einer  noch  so  kleinen  Abweichung  von  ihm  A  und  B 
verschwinden,  und  diese  Grössen  nicht  sprungweise  ihre  Werthe 
ändern  können,  so  müssen  sie  auch  in  dem  Grenzfalle  gleich 
Null  sein. 

So  haben  wir  ganz  allgemein  statt  der  einen  quadratischen  Grenz- 
bedingung (7)  die  beiden  linearen 

gefunden,  von  denen  jedoch  die  eine  eine  Folge  der  anderen  bei  Rück- 
sicht auf  die  übrigen  Bedingungen  ist.  Sie  sprechen  aus,  dass  die 
Componenten  der  Drehung  nach  den  Achsen  der  x  und  der  y  in  den 
beiden  Mitteln  sich  umgekehrt  wie  die  Constanten  der  Elasticität  K 
und  K'  verhalten.     Die  Drehungscomponenten  nach  der  z -Achse 

du    ^v'  1     du df> 

dy         dx  dy        dx 

sind  einander  gleich,  wie  aus  den  für  die  Grenzfläche  geltenden  Glei- 
chungen u'  *^u,  v'  ^^v  folgt. 

Die  Ausdrücke  für  die  Differenzen  der  Druckcomponenten  gehen 
bei  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (10)  über  in 

man  sieht  daher,  dass,  falls  die  Verrückungen  tv  gleich  Null 
sind,  d.  h.  falls  das  Licht  senkrecht  zur  Einfallsebene  schwingt, 

Xb  =»  Xg,    Ig  ^  Xji,   Zg  ^  Zj 

wird;  in  diesem  Falle  stimmen  also,  wie  es  sein  sollte,  die  neuen 
Grenzbedingungeu  mit  den  zuerst  angenommenen  überein. 
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Behandeln  wir  jetzt  den  zweiten  Hauptfall;  den,  dass  das 
Licht  in  der  Einfallsebene  schwingt.  Nehmen  wir  diese  letztere  auch 
hier  zur  a;r- Ebene,  so  werden  die  sämmtlichen  Verrückungen  v 
gleich  Null,  und  dasselbe  gilt  von  m  und  m']  sind  also  wieder  <p  und 
(p'  der  Einfallswinkel  und  der  Brechungswinkel,  und  setzen  wir  die 
Amplitude  des  einfallenden  Lichtes  gleich  Eins,  so  gehen  die  Glei- 
chungen (3)  fdr  diesen  Fall  über  in 

Ug  «=  COS  q)  sm  ^ ^^^ —  -f)^^ 

u;«  =  —       sm  q)  sm  ( ^^ —  ^J2jr. 

Die  Ausdrücke  (3  a)  und  (3  b)  werden  hier 

n  .      /X  sin  qp  —  ß  008  W  t  \n 

ti^  tra        ^  COS  9  sm  ^ ^—p —  ^)2% 

n     .           .     /rc  sin  flp  —  £  cos  cp  ^  \  o 

Wr'==»       R  sm  (p  sm  ^ ■—, 2:  —  -fr)^^ 

und 

/  n  ^    .     /ä  Bin  © '  +  4  008  m '  *  ^  o 

t<  CBS      j)  cos  q>  sm  y i'~  ~ — "rj  ^* 

f  n    '         ,    .     /«  sin  m'  +  «  008  9'  t  \  c\ 

w  «a  — 2>smg)  sm  ^ ^  -^ ^  —  -jtJä«, 

wo  9)  und  9)^^  wie  vorher  durch  die  Gleichung  (5  a)  mit  einander  ver- 
bunden sind. 

Die   drei   ersten   Grenzbedingungen  (2)   liefern   hier   die  beiden 

Gleichungen 

(1  +  Ä)  cos  9)  =  Z^  cos  q>'  ,-'g. 

(1  —  Ä)  sin  9)  ==  Z^  sin  q>' , 

Von  den  beiden  letzten  Bedingungen  (10)  wird  die  zweite  identisch 
erfüllt,  die  erste  giebt 

wird  also,  da 

Ä"  ~  A*«  ~8in«9'' 

ist,  identisch  mit  der  aus  w  =^  w'  sich  ergebenden.  Aus  den  Glei- 
chungen (12),  die  somit  allein  für  R  und  D  gelten ,  erhält  man 
endlich 

^_8inj2-jq       ^_       ri^  (12a) 

am  (ep  +  9  )  '  sm  (9  +  qp  )  '  ^         ' 

in  Uebereinstimmung  mit  dem  Fresnerschen  Ausdruck  für  die  Re- 
flexion des  in  der  Einfallsebene  polarisirten  Lichtes. 

§5. 

Wir  haben  die  Fresnerschen  Formeln  für  die  Amplituden  der 
reflectirten  Wellen,  die  erfahrungsmässig  sehr  nahe  richtig  sind,  als 

10* 
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PrOfstein  unserer  Theorie  benatzi  Diese  Formeln  beziehen  sich  ans- 
schliesslich  auf  den  Fall  der  sogenannten  partiellen  Reflexion,  aof  den 
Fall  nämlich;  dass  9'  reell  ist,  dass  also  gebrochene  Strahlen  zu  Stande 
kommen.  Es  kann  aber  fp\  nach  dem  Snell'schen  Brechungsgesetze  be- 
rechnet, auch  complex  werden;  das  findet  statt,  wenn  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des  Lichtes  im  zweiten  Mittel  grösser  ist  als 
im  ersten,  wenn,  wie  man  sagt,  das  zweite  Mittel  im  optischen  Sinne 
weniger  dicht  als  das  erste  ist,  und  wenn  9  eine  gewisse  Grenze  über- 
schreitet; dann  wird  nach  (öa)  sin  q>'  grosser  als  Eins,  es  bilden  sich 
also  keine  gebrochenen  Strahlen,  es  tritt  totale  Reflexion  ein.  Auch 
diesen  Fall  können  wir  nun  nach  unserer  Theorie  behandeln;  die  Diffe- 
rentialgleichungen und  Grenzbedingungen  fOr  die  Verrückungen  er- 
lauben, alle  Fragen,  die  in  Bezug  auf  die  totale  Reflexion  gestellt 
werden  können,  zu  beantworten. 

Auch  hier  genügt  es,  die  Fälle  zu  untersuchen,  dass  das  ein- 
fallende, abo  auch  das  reflectirte  und  gebrochene  Licht  m  der  Ein- 
fallsebene oder  senkrecht  zu  ihr  polarisirt  ist.  Wir  betrachten  zunächst 
den  zweiten  Fall.  Ist  die  Einfallsebene  wieder  die  xz-Ebene,  so  sind 
alle  Componenten  u  und  w  gleich  Null,  und  wir  können  setzen 

t;.-  Äsin  K^"°y  Y  "'-^  -  ^)2«  +  ^{- 

Die  Einführung  der  Constanten  8  in  dem  Ausdrucke  Ton  Vr  kann 
man  zunächst  folgendermassen  durch  die  Erfahruug  motiviren: 
Während  bei  der  partiellen  Reflexion  durch  geradlinig  polarisirtes 
einfallendes  Licht  stets  geradlinig  polarisirte  reflectirte  Wellen  er- 
zeugt werden,  erhält  man  bei  totaler  Reflexion  aus  geradlinig pola- 
risirtem  Lichte  im  Allgemeinen  elliptisch  polarisirtes;  dies  kann  aber 
nur  dann  geschehen,  wenn  in  den  beiden  Hauptfällen  eine  Phasen- 
äuderung  eintritt.  Andererseits  werden  wir  zeigen,  dass  nur  bei  Ein- 
führung dieser  Verzögerung  den  vorher  aufgestellten  Differential- 
gleichungen und  Grenzbedingungen  auch  in  diesem  Falle  genügt 
werden  kann. 

Was  endlich  die  Verrückungscomponente  v'  im  zweiten  Mittel 
betrifft,  so  muss  auch  sie  von  y  unabhängig  sein  und  der  Differential- 
gleichung (la),  d.  h.  in  diesem  Falle  der  Gleichung 

genügen;  dies  geschieht  durch  den  Ausdruck 

wo  cos  9)'  aus  dem  Werthe  von  sin  9)'  zu  berechnen,  wo  also 
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cos  tp         _/—. — ö — ? ? 

y^Y  =»  ysin^  9>  —  1 

reell    ist.     Es  soll  hier  für        ^    das  positive  Vorzeichen  gewählt 

werden;  dann  verschwindet  v'  für  Werthe  von  z,  die  gross  gegen  die 
WeUenlänge  A'  sind. 

Die  für  z  =  0  und  für  alle  Werthe  der  Zeit  zu  erfüllende  erste 
Bedingung 

liefert  nun  zunächst  die  beiden  Gleichungen 

1  4-  Ä  cos  *  =  Z^  cos  *'  (14a) 

Ä  sin  *  =  2>  sin  *'.  (14  b) 

Die   beiden  letzten  Grenzbedingungen   (10)  reduciren.  sich  hier  auf 
die  eine 


JET  dv        j,t  df> 


d.  h.  auf  die  Gleichung 


und  hieraus  ergeben  sich  die  beiden  weiteren  Relationen 

sin  q>  cosq)  (l  —  R  cos  *)  «=  —  sin  q>'  -j^=-  D  sin  6'       (15a) 

—  sin  ^>  cos  9  Ä  sin  tf  =       sin  9'  7F=^  ^  ^^^  '•       (^^b) 

Dividirt  man  nun  das  Product  von  (14a)  und  (15a)  durch  dasjenige  aus 
(14  b)  und  (15b)y  so  kommt 

1  —  jy  cos*  d ^ 

J?«8inM      ~  ^^ 

d.h.  Ä'=  1,  oder 

Ä=l, 

wenn  man  d  Werthe  zwischen  —  n  und  -|-  n  annehmen  lässt;  die 
Amplitude  der  refiectirten  Wellen  ist  sonach  gleich  derjenigen  des 
einfallenden  Lichtes.  Die  Division  von  (15a)  durch  (14  b)  oder  von 
(15  b)  durch  (14  a)  ergibt  dann  weiter 

,   008  fp ' 

s_       "°^1^  (16) 

^2  sin  qp  cos  <p 

Es  ist  unwichtig^  die  Grössen  D  und  d'  zu  berechnen,  da  diese  sich 
nicht  experimentell  bestimmen  lassen. 

Nun  schwinge  das  einfallende  Licht^  also  auch  das  reflectirte  und 
das  gebrochene^  in  der  Einfallsebene;  und  es  sei  wieder 
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W« -»        COS  9  8111^ -^ ^—j,)2x 

.     /xnnw  +  i cos m         i\  c% 

tr«  =  —  Sin  9>  Bin  ^ ^^ —  y)  2«. 

Dann  erhält  man  für  Ur  und  tOr  die  Aosdrücke 

l/rc  sin  q>  —  #  cos  o         t\  n       i    a( 

1/^  m  jß  C08  9  Sin  {^   -  ^         — -  —  -si)2n  +  a] 

.  (/jcsinqp  —  rcosop         ^\o       1^ 

tTr  =  Ä  sin  9  Sin  J^ ~ ^  —  -j;J  2«  +  ö| ; 

u   and  u;'  endlich  mOssen  den  Gleichungen 

dx 
genügen  und  von  y  unabhängig  sein;  dies  geschieht,  wenn  wir  setzen 


+  '-^-0 


M   -       COlM 


/         nCOB<p'        a        i/~  I      •      J/a;  sin  op'  *\o       i    **! 

,«  =  ^  y^  tf  »^'  «n  j(— jT^  -  y}  2«  +  dl 


C  ^       OOt« 

-  t;2« 


t^ 


'  -=  Z)  sin  tp'e    ''     »^   cos  {(^j"^'  _  1,)  2«  +  *-(. 

Die  Gleichungen  «  «s  ti',  10^=10'  für  z  1=  0  geben  hier 

cos  9  (1  +  Ä  cos  d)  —  ~L£  B  cos  *' 

Ä«         cos  q>     n    •     ^* 
Sm  O  ^ri  :rpz=^  D  Bind 

sin  9)  (l  —  Ä  cos  d)  ■=  sin  q>'  B  sin  d' 
sin  9?  /?  sin  d  B»  sin  9'  />  cos  d'. 

Die  beiden  letzten  Grenzbediugungen  (10)  werden  dann  von  selbst 
erfüllt;  iu  der  That  ist  die  zweite  eine  Identität ^  während  sich  die 
erste  auf 

sin  9)  (cos  d  —  Ä  cos  (d  +  d))  —  Z^  sin  9)'  sin  (^  +  d^j 
reducirt,  wenn  wieder  zur  Abkürzung 

0«(^»_^)2« 

gesetzt  wird,  und  diese  Gleichung  ist  in  den  beiden  letzten  der  vier 
oben  aufgestellten  Relationen  enthalten.  Aus  letzteren  ergibt  sich 
wieder  Ä^  b=  1 ,    d.  h. 

Ä—  1 

und 

.      ^         sin  CD '  coB  a> 

tg2=  —-^08^'*  (16a) 

sin  9  - -J^ 
r— 1 
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§  6. 

Wir  wollen  jetzt  ans  den  Fresnerschen  Formeln  einige  nahe 
liegende  Schlfisse  ziehen.  Die  Amplitude  der  einfallenden  Wellen 
wollen  wir  wie  vorhin  gleich  Eins  setzen,  die  der  reflectirten  gleich 
Vs  oder  r^^  je  nachdem  das  Licht  senkrecht  oder  parallel  zur  Ein- 
fallsebene polarisirt  ist,  und  durch  ä,  und  dp  die  Amplituden  der 
durchgegangenen  Strahlen  in  diesen  beiden  Fällen  bezeichnen.   Dann  ist 

^   _  tg(y  —  y')  ^   ^  ain  (y  —  qp  ) 

'         t;g(9  +  9')  ^         ain(qp  +  9') 

und 

j    2  Bin  2y  ,  Bin  2y  ,--. 

"'~  Bin  29  + Bin  29)'  ^'^  *^  sin  (9  +  9')'  ^^'^ 

oder  auch  nach  (6)  und  (12) 


tf,  =  1  +  r„  tfp  =  (1  +  rp) 


COB  9 


COS  9 

Die  Amplituden  r,  und  Vp  können  positiv  oder  negativ  sein ;  um  die 
Bedeutung  des  Vorzeichens  zu  erkennen,  muss  man  zu  den  früher 
aufgestellten  Bewegungsgleichungen  für  das  reflectirte  Licht  zurück- 
gehen. Eine  Veränderung  der  Phase  findet  weder  bei  der  Reflexion 
noch  bei  der  Brechung  statt. 

Das  gilt  für  den  Fall  der  partiellen  Reflexion.  Bei  der  totalen 
Reflexion  ist  die  Amplitude  des  reflectirten  Lichtes  immer  der  des 
einfallenden  gleich;  aber  es  flndet  eine.  Veränderung  der  Phase  statt; 
heisst  diese  dg  oder  dp,  je  nachdem  das  Licht  senkrecht  oder  parallel 
zur  Einfallsebene  polarisirt  ist,  so  ist  nach  (16)  und  (16  a) 

»    COB    9 

8in9    — -  — 
tgjJ=_.-ZLl,      tg^^^^^^'t'^,.  (17a) 

^     2  Bin  9   COB  9    '  ®    2  008  9  ^  ' 

Wenn  nun  das  einfallende  Licht  die  Amplitude  Eins  hat  und  im 
Azimuth  a  polarisirt  ist,  d.  h.  wenn  seine  Polarisationsebene  den 
Winkel  a  mit  der  Einfallsebene  bildet,  so  kann  man  es  zerlegen  in  zwei 
Gomponenten,  deren  Amplituden  cos  a  und  sin  a  sind,  und  von  denen 
die  erste  in  der  Einfallsebene^  die  zweite  senkrecht  zu  ihr  polari- 
sirt ist.  Jede  von  diesen  liefert  eine  Componente  des  reflectirten 
und  bei  der  partiellen  Reflexion  auch  eine  des  gebrochenen  Strahles, 
die  wie  sie  parallel  oder  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt  ist. 

Im  Falle  der  partiellen  Reflexion  haben  weder  die  beiden  Gom- 
ponenten  des  reflectirten,  noch  die  des  gebrocheneu  Lichtes  eine 
relative  Verzögerung,  beide  Strahlen  sind  daher  geradlinig  polarisirt. 
Die  Amplituden  der  Gomponenten  des  reflectirten  Strahles  sind 

rp  cos  a    und     r,  sin  a  ; 

aus  ihnen  kann  mit  Hülfe  der  Ergebnisse  des  §  5  der  ersten  Vor- 
lesung unmittelbar  die  Amplitude  r  und  das  Polarisationsazimuth  ß 
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des  reflectirteD   Lichtes  gefunden  werden,  und  zwar  erhält  man  f5r 
sie  die  Gleichungen 

r  -«  Vt^  cos^  a  +  r,^  sin^  a 

(18) 
tg^-tgag. 

Ebenso  ergeben  sich  aus  den  Amplituden  der  Componenten  des  ge- 
brochenen Strahles 

dp  cos  a    und    dt  sin  a, 

für  die  Amplitude  d  und  das  Polarisationsaziniuth  y  des  gebrochenen 
Lichtes  die  Ausdrücke 


d  =  Vdn^  cos*  a  +  rf,*  sin*^  a 

tf  (18a) 

tgy  — tgag^. 

Im  Allgemeinen  stimmen  hiemach  /3  und  y  nicht  mit  a  überein;  bei  der 
Reflexion  und  Brechung  findet  also  eine  Drehung  der  Polarisationsebene 
statt. 

Aus  diesen  Resultaten  wollen  wir  jetzt  einige  Folgerungen  für 
die  partielle  Reflexion  ableiten.  Der  reflectirte  Strahl  kann  ver- 
schwinden. Das  findet  für  ein  beliebiges  Polarisationsazimuth  statt^ 
wenn  9)  es  ^'^  d.  h.  wenn  das  zweite  Mittel  im  optischen  Sinne 
ebenso  dicht  ist,  wie  das  erste;  es  tritt  dieser  Fall  aber  auch  ein, 
wenn  das  einfallende  Licht  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt  und 

<P  +  9''-|  (t9) 

ist;  bei  diesem  Einfallswinkel  wird  nämlich 

Aus  (19)  und  aus  der  Gleichung 

sin  ^  a=ss  p  sin  9?'  =  n  sin  9' 

wo  also  n  das  Brechungsverhältniss  fiir  die  beiden  Mittel  ist,  ergiebt 
sich  für  diesen  Winkel,  welcher  aus  einem  sogleich  anzugebenden 
Grunde  Polarisationswinkel  genannt  wird,  die  Gleichung 

tg9>  =  n.  (I9a) 

Das  natürliche  Licht  konnte  als  polarisirtes  angesehen  werden, 
dessen  Polarisationsebene  sich  sehr  schnell  dreht,  dessen  Azimuth  a 
also  in  unmessbar  kleinen  Zeiträumen  alle  Werthe  zwischen  0  und  2n 
durchläuft,  so  jedoch,  dass  kein  Werth  über  einen  anderen  überwiegt. 
Ist  also  das  einfallende  Licht  natürliches  von  der  Intensität  Eins, 
so  ändert  sich  nach  (18)  auch  die  Amplitude  r  des  reflectirten  Lichtes 
sehr  schnell,  und  die  vom  Auge  wahrgenommene  Intensität  ist  daher 


I 
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2n  2n 


Das  reflectirte  Licht  ist  im  Allgemeinen  auch  nicht  polarisirt, 
wenn  das  einfallende  natürliches  war^  da  die  durch  den  Werth  von  ß 
bestimmte  Schwingungsebene  im  Allgemeinen  mit  a  variirt;  nur  in 
dem  Falle  ist  ß  stets  constant  und  zwar  gleich  Null,  wenn  r,  gleich 
Null,  d.  h.  wenn  der  Einfallswinkel  dem  Polarisationswinkel  gleich 
ist.  Fällt  also  natürliches  Licht  unter  dem  Polarisationswinkel  auf, 
so  sind  die  reflectirten  Wellen  stets  in  der  Einfallsebene  polarisirt.  Diese 
Eigenschaft  des  Polarisationswinkels  rechtfertigt  den  ihm  beigelegten 
Namen,  und  sie  führte  Brewster  zuerst  auf  experimentellem  Wege 
zur  Auffindung  desselben.  Das  sogenannte  Brewster* sehe  Gesetz  ist 
gleichbedeutend  mit  dem  aus  (19)  sich  ergebenden  Satz,  dass  der 
Polarisationswinkel  derjenige  Einfallswinkel  ist,  für  welchen  der  le- 
flectirte  Strahl  auf  dem  gebrochenen  senkrecht  steht. 

Ist  der  Einfallswinkel,  also  auch  der  Brechungswinkel,  unendlich 

klein,  so  ist 

9  —  ep'         1  —  n 


^p-"^'^  tp  +  tp'—  i+n^ 


bei  nahe  senkrechtem  Auffalle  ist  also  die  Intensität  des  reflectirten 
Lichtes,  welches  auch  der  Polarisationszustand  des  einfallenden  sein 
möge. 

Da  dieser  Ausdruck  ungeandert  bleibt,  wenn  man  n  mit  seinem  reci- 
proken  Werthe  vertauscht,  so  ergiebt  sich,  dass  es  hinsichtlich  der 
Intensität  des  reflectirten  Lichtes  bei  kleinem  Einfallswinkel  gleich- 
giltig  ist,  Yon  welcher  Seite  der  Grenzfläche  das  Licht  einfallt. 
Für  den  Uebergang  von  Luft  in  Glas  ist  das  Brechungsverhältniss 
n  nahe  %?  ^^^  Intensi1»t  'des  reflectirten  Lichtes  also  nur  etwa  Yjs 
von  derjenigen  des  einfallenden. 

Bei  der  totalen  Reflexion  sind,  wenn  das  einfallende  Licht  im 
Azimuth  a  polarisirt  ist  und  die  Amplitude  Eins  besitzt,  die  Ampli* 
tuden  der  Componenteu  des  reflectirten  Strahles 

cos  a    und     sin  a; 

dieselben  besitzen  aber  einen  Phasenunterschied ,  infolgedessen  hat  der 
reflectirte  Strahl  immer  die  Intensität  Eins,  ist  aber  im  Allgemeinen 
elliptisch  polarisirt. 

Der  Phasenunterschied  der  Componenten  des  reflectirten  Strahles 
ist 

und  mit  Hülfe  der  Gleichungen  (17  a)  ergiebt  sich  leicht 
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t«^^ ^'^^■-  (20) 

You  besonderer  Wichtigkeit  ist  nun  der  Fall,  dass  das  reflectirte 
Licht  kreisförmig poiarisiri  ist;  nach  §  5  der  ersten  Vorlesung  ist  hierzu 
einmal  nothwendig,  dass  die  Amplituden  cos  a  und  sin  a  der  Com- 
ponenten  der  reflectirten  Strahlen  einander  gleich,  dass  also  das  ein- 
fallende Licht  im  Azimuth  von  4:^^^  polarisirt  ist;  dann  muss  aber 
noch  der  Phasenunterschied  (dp  —  dg)  ein  ungerades  Vielfaches  Ton 

-  betragen,  wegen  (20)  muss  also 


sin  q>  sin  q> 


C08  qp 
008  <p         ^ 


^,-  +  1 


sein. 

Die   so   sich  ergebende  transcendente   Gleichung   für   den   £in- 
fallswinkel  q)  hat  nicht  immer,  z.  B.  nicht  för  den  üebergang  von 
Glas  in  Luft   eine  reelle  Wurzel,    es  ist   mithin  unmöglich,  durch 
einmalige   totale  Reflexion    in   Glas   an    der  Grenze    von  Luft    aus 
geradlinig   polarisirtem  Lichte   kreisförmig  polarisirtes  zu  erzeugen. 
D^egen  kann  dieses  durch  zwei  totale  Reflexionen  unter  gleichem 
Einfallswinkel  erhalten   werden.     Ein  einfaches  Mittel  hierzu  liefern 
die  s.  g.  Fresnef sehen  Paralleiepipede.    Lasst  man  auf  ein  Glasparallele- 
pipedon,  dessen  Grundfläche  ein  Rechteck,  und  dessen  spitzer  Winkel 
gleich  g>  ist,  senkrecht  zur  ersten  Fläche  Licht  auffallen,  so  erleidet 
dasselbe  bei  richtig  gewählten  Dimensionen  des  Körpers  zwei  innere 
Reflexionen  unter  dem  Winkel  9,  und  zwar  werden  es  totale  Re- 
flexionen sein,  wenn  dieser  Winkel  gross  genug  gewählt  ist.    Ist  das 
einfallende  Licht  im  Azimuth  +45®  geradlinig  polarisirt,  so  sind 
nach  der  ersten,  also  auch  nach  der  zweiten  totalen  Reflexion  die 
Amplituden  der  Componenten  des  reflectirten  Strahles  gleich  gross; 
der  Phasenunterschied   derselben  hat  sich  aber  durch  die  zweimalige 
Reflexion  verdoppelt.    Man  wird  also  kreisförmig  polarisirtes  Licht 
erhalten,   wenn  der  Winkel  g>  des  Parallelepipeds  so  bestimmt  ist, 
dass   die  Phasendifferenz    nach   der  ersten  Reflexion    ein  ungerades 

Vielfaches  von  j  beträgt.     Aus  der   so   sich  ergebenden   Gleichung 

folgt  dann  ein  reeller  Werth  des  Winkels  9.  Es  mag  aber  darauf 
hingewiesen  werden,  dass  streng  genommen  durch  ein  bestimmtes 
Fresnel'sches  Parallelepiped  nur  kreisförmig  polarisirtes  Licht  einer 
bestimmten  Farbe  erzeugt  werden  kann. 


Nennte  Yorlesnng. 

Intensität  und  PolarisationszuBtand  des  durch  eine  planparallele  Platte  reflectirten 
und  gebrochenen  Lichtes.  —  Das  einfallende  Licht  ist  parallel  oder  senkrecht  zur 
Einfallsebene  polarisiri  —  Specielle  Fälle:  Das  Licht  fällt  nahezu  senkrecht  auf. 
Die  Kewton'schen  Farbenringe.  —  Das  Licht  fällt  nahezu  unter  dem  Grenzwinkel 
der  totalen  Reflexion  auf.  —  Das  einfallende  Licht  ist  nicht  völlig  homogen,  und 
die  Dicke  der  Platte  gross  gegen  die  Wellenlänge.  —  Intensität  und  Polarisa- 
tionsznstand des  durch  mehrere  Platten  reflectirten  und  gebrochenen  Lichtes. 
Theorie  des  Glassatzes.  —  Modification  dieser  Theorie  unter  Berücksichtigung 
der  Absorption.  —  Drehung  der  Polarisationsebene  des  durch  einen  Glassatz 
reflectirten  oder  gebrochenen  geradlinig  polarisirten  Lichtes.  —  Specielle  Fälle. 
Das  einfallende  Licht  ist  natürliches.  —  Der  Einfallswinkel  ist  dem  Polarisations- 
winkel gleich.  —  Die  Anzahl  der  Platten  ist  sehr  gross. 

§1. 

Die  Resultate  der  letzten  Vorlesung'wollen  wir  benutzen,  um  die  Re- 
flexion und  Brechung  an  den  Oberflächen  durchsichtiger  Platten  zu  unter- 
suchen. Wir  denken  uns  eine  von  zwei  parallelen  Ebenen  begrenzte 
Platte  PO  in  Fig.  11,  z.  B.  eine  Glasplatte;  auf  diese  mögen  ebene 
Ldchtwellen  unter  dem  Winkel  9  fallen,  die  entweder  in  der  Einfalls- 
ebene  oder  senkrecht  zu  ihr  polarisirt  sind;  alles  Licht,  welches  von  den 
beiden  Ebenen  reflectirt  beziehungsweise  gebrochen  wird,  ist  dann  auch 
in  der  Einfallsebene  oder  senkrecht  zu  ihr  polarisirt.  Ein  jeder  auf- 
fallende Strahl,  z.  B.  EA  zerlegt  sich  nun  in  einen  reflectirten  AC  und 
einen  gebrochenen  AB*^  es  sei  9'  der  Winkel,  den  der  letztere  mit 
dem  Einfallslothe  bildet,  und  es  seien  d  und  r  die  Amplituden  jener 
beiden  Strahlen,  wenn  diejenige  des  einfallenden  Lichtes  gleich  Eins 
genommen  wird.  Ein  jeder  gebrochene  Strahl  AB  wird  sich  wieder 
in  einen  reflectirten  BAq  und  einen  gebrochenen  BD  zerlegen,  es  ist 
dann  q)  der  Winkel  des  letzteren  mit  dem  Einfallslothe,  und  es  seien 
d'  und  r'  die  Amplituden  dieser  Strahlen,  wenn  diejenige  von  AB 
gleich  Eins  genommen  wird ;  es  ist  dann  klar,  dass  r  und  d  sich  mit 
r'  und  d'  vertauschen,  wenn  q>  mit  9?'  vertauscht  wird. 

Wir  untersuchen  .zuerst  die  Lichtbewegung  in  einem  Punkte 
des  reflectirten  Strahles  AC,  etwa  in  seinem  Anfangspunkte  A.  Aus 
der  nachstehenden  Figur  geht  hervor,  dass  sich  in  AC  ausser  dem 
von   EA  herrührenden    reflectirten    Strahle    unendlich   viele   andere 
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yereinigeiiy  welche  von  E^,  E^f  E^  ...  herkommen  und  im  Innern  der 
Platte  1,  3f  5,  ...  Reflexionen  erlitten  haben.  Ist  also  die  Ampli- 
tude des  einfallenden  Lichtes  gleich  Eins,  so  sind  die  Amplituden 
der  Bewegung  von  A  in  diesen  einzelnen  Strahlen  beziehlich 

r/    dd'r',    dd'r'^y  •  •  •. 

Um  den  Phasenunterschied  in  Ä  z.  B.  zwischen  den  beiden  von  E 
und  E^  herrührenden  reflectirten  Strahlen  zu  finden,  denke  man  sich 
durch  A^  eine  Wellenebene  A^  F  der  eintretenden  Welle  gelegt;  dann 

Flf.  IL 


baben  die  Punkte  .4,  und  F  gleiche  Phase.  Um  nun  von  A^  nach  A  zu 
gelangen,  muss  das  Licht  die  Strecke  A^B^  -{-B^A'=^2B^A  =  2ß  im 
zweiten  Mittel,  um  von  F  nach  A  zu  kommen,  muss  es  die  Strecke 
FA  ««  a  im  ersten  Mittel  durchlaufen.  Sind  also  A  und  A'  die  Wellen- 
längen des  Lichtes  im  ersten  und  zweiten  Medium,  und  berücksichtigt 
man  femer,  dass  bei  allen  Reflexionen  und  Brechungen  keine  Phasen- 
änderung eintritt,  so  erkennt  man,  dass  die  Phasendifferenz  im  Punkte  A 
für  den  ersten  und  zweiten  Strahl 


,-(ii-f)2. 


(1) 


ist,  und  eine  ganz  ähnliche  Ueberlegung  zeigt,  dass  dieselbe  für  die 
folgenden  Strahlen  beziehlich  2rj^  Si^,  •  •  •  sein  wird. 

Die  Bewegungsgleichung  des  Aetherpunktes  A  im  einfallenden 
Strahle  EA  schreiben  wir  nun 


» 
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t/fl  =  sin  «?  2  jr  =  sin  d, 
wenn 

gesetzt  wird.  Da  die  Bichtang  der  Verdickungen  unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  in  allen  Strahlen  die  gleiche  ist,  so  sind  die 
Ausdrücke  für  die  Bewegung  desselben  Punktes  in  den  einzelnen 
refiectirten  Strahlen  beziehlich 

r  sin  0",        äd'r'  sin  (d  —  ly),        dd'r'^  sin  {%'  —  2iy),  •  •  • 

und  ihre  Summe  giebt  die  Verrückung  u  des  Punktes  Ä  in  dem 
Strahle  ACy  d.  h.  es  ist 

u  =  rdim^  +  rdd'S,  (2) 

wenn  zur  Abkürzung 

5  =-  sin  (d  —  ly)  +  r'2  sin  {^  —  2ri)^ 

gesetzt  wird. 

Die  Reihe  S  convei^rt^  da  r'  kleiner  als  Eins  ist,  und  lässt  sich 
nach  einer  Methode  summiren,  die  wir  schon  im  §  2  der  sechsten 
Vorlesung  angewendet  haben:   Bei  Benutzung  der  Identität 

2  sin  a  cos  12  aa  sin  («  +  ^)  +  ^in  (a  —  i?) 
findet  man  nämlich  zur  Bestimmung  von  S  die  Gleichung 

25  cos  12  =  sin  ^  +  r^S  +  ^-«M^-^)^ 

woraus  sich  für  diese  Reihe  der  folgende  Ausdruck  ergiebt 

c       ^^  ^^  ""  ^) ""  **'*  ^°  ^ 

Die  Bewegung  in  dem  Strahle  AC  ist  also  durch  die  Gleichung 

bestimmt 

•     o.    I      '  j  ^/  »in  (^  —  1?)  —  r'*  sin  ^ 
'  1  —  2r  •  008  12  +  *" 

welche  sich  auf  die  Form  bringen  lässt 

w  =  ^  sin  d  +  J?  cos  0-,  (3) 


wo 


r  +  dd  r  - — —-rp -. — ,. 

I  1  —  2r  *  008  ij  +  r  ^ 


(3a) 


»     / 


B=      -^ddr 


8in  7} 


1  —  2r'«  008  ij  +  r'* 
ist.    Schreibt  man  jetzt  den  Ausdruck  (3)  für  u  in  der  Form 


u  =  ]/A^  +  B^  sin  (0-  —  y), 

wo  y  von  t  unabhängig  ist,  so  wird  die  gesuchte  Intensität  Jr  des 
ganzen  refiectirten  Strahles 

Jr=^A''+B\  *  (3  b) 
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Die  Ausdrücke  (3a)  für  A  und  B  vereinfachen  sich  durch  gewisse 
Relationen,  die  zwischen  r,  r\  dy  d'  bestehen.  Ist  nämlich  das  ein- 
fallende Licht  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt,  so  ist  nach 
(17)  der  vorigen  Vorlesung 

ist  es  parallel  zur  Einfallsebene  polarisirt,  so  ist 

^^  8in(y  —  <p')  r'  «=  8in(y'  — gp) 

sin  (9  4' 70  8in(9>'  +  9) 

j  /i      I        \      C08  <p  ,/  /i      I        '\    cos  <p 


in  den  beiden  hier  betrachteten  Fällen  bestehen  also  zwischen  r,  r\ 
d,  d'  die  Gleichungen 

r'  —  —  r,  rfrf'  =  l-r^  (3c) 

In  Folge  hiervon  verwandeln  sich  die  Ausdrücke  (3  a)  von  A  und  B  in 

1  —  2r«  C08  12  +  r* 


1  --  2r»  cos  ?2  +  *^' 

führt  man  also  -^  an  Stelle  von  tj  ein,  so  ergiebt  sich  endlich  für 
die  Intensität  des  an  der  Platte  reflectirten  Lichtes 

4r»8in«    ?- 

y, ^ (4) 

(l_r«)«  +  4r»  ein«  -^ 

Bilden  wir  jetzt  den  entsprechenden  Ausdruck  für  die  Intensität 
des  durch  die  Platte  hmdtarchgegangenen  Lichtes.  Ein  durchgelassener 
Strahl  BD  setzt  sich  ausser  dem  von  EA  herrührenden  Strahle  aus 
unendlich  vielen  anderen  zusammen,  die  von  E^^  E^j  •  •  •  gekommen 
sind  und  im  Innern  der  Platte  2,  4,  •  •  •  Reflexionen  erlitten  haben ; 
eine  der  vorhin  für  das  reflectirte  Licht  durchgeführten  völlig  gleiche 
Ueberlegung  lehrt  also,  dass  die  Ausdrücke  für  die  Verrückungen  eines 
Punktes  B  von  BD  für  diese  einzelnen  Strahlen  bezieblich 

dd'  8in('^  — ly),      dd'r'2  sin  {^  —  2ri),      dd'r'^  sin  (-^  —  3iy)  •  •  • 

sind,    wo    der    Anfangspunkt   der    Zeit    passend    verlegt    ist.     Die 

Gleichung  der  Bewegung  desselben  Punktes  im  resultirenden  Strahl 

ist  daher 

u'  =  dd'S, 

weun  S  dieselbe  Bedeutung  wie  oben  hat. 
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Bringt  man  u'  wieder  auf  die  Form 

u'  =  A'  sin  a*  +  i?'  cos  a, 

wo  A'  und  B'  von  /  unabhängig   sind^    so   wird   die  Intensität   der 
Lichtbewegung  im  Strahle  BD 

Ja  -  Ä-^  +  B\ 
fQr  die  Coefficienten  A*  und  B'  findet  man  aber  hier  die  Werthe 

^  \^       ^>' l~2r>coaij  +  r« 

man    erhält    also   den    folgenden    Ausdruck   ffir   die    Intensität   des 
durch  die  Platte  hindurch  gelassenen  Lichtes 

(1  -  f*)« 


(1  _  r»)«  +  4f«  Bin«  -2. 


(4a) 


Aus  den  beiden  Gleichungen  (4)  imd  (4  a)  ergiebt  sich  endlich 

/rf  +  /,-l,  (5) 

die  Summe  der  Intensitäten  des  reflectirten  und  des  durchgekssenen 
Lichtes  ist  somit  stets  gleich  derjenigen  der  einfallenden  Wellen. 

In  den  soeben  erhaltenen  Formeln  hängt  17  in  sogleich  zu  be- 
stimmender Weise  von  dem  Einfallswinkel  g?  und  der  Dicke  der  Platte 
ab.  Aendert  sich  q,  so  werden  Jr  und  J^  abwechselnd  Maxima  und 
Minima  erhalten,  und  zwar  entspricht  wegen  (5)  einem  Maximum  von 
Jd  ein  Minimum  von  Jr  und  umgekehrt.  Da  nun  in  dem  Ausdrucke  (4a) 
für  Jd   17  nur  im  Nenner  auftritt ,  so  erkennt  man  unmittelbar,  dass 

die  Maxima  von  «7^,  also  die  Minima  von  /r;  fQr 

sin  f  -  0  f  -  A«. 

die  Minima  von  /<f,  also  die  Maxima  von  J^  für 

n         11  n        2Ä+1  _ 

auftreten,  und  zwar  sind 

für  J,  die  Maxima  ,,   /  ,,,.      die  Minima  0, 

(1  +  r*)*' 

fOr  J,  die  liazima  1 ,  die  Minima  (f^*. 

Ist  der  Einfallswinkel  sehr  klein,  so  gilt  nach  §  6  der  achten  Vor- 
lesung dasselbe  von  r,  in  diesem  Falle  sind  also  die  Werthe  der 
Maxima  und  der  Minima  von  /d;  sowie  auch  derjenigen  von  Jr 
einander  ziemlich  nahe;  beim  reflectirten  Lichte  sind  sie  aber  deut- 
licher zu  trennen,  da  die  Minima  hier  den  Werth  Null  haben. 
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Zar  experimentellen  Prüfung  der  hier  gefundenen  Resultate  ist 
jetzt  17  durch  die  Dicke  der  Platte  D  und  den  Einfallswinkel  fp  aus- 
zudrücken.   Nach  (1)  war 

da  nun,  wie  sich  aus  der  Figur  leicht  ergiebt, 


^  =  -^'     a  =  2Z>tg9)'8ing>, 


ist,  so  erhält  man 


Vi    008  Op  l  / 


5-  =    _ 

2  \l'  008  9 


berücksichtigt  man  endlich,  dass 

X  ein  fp 

IT         8in  9' 

ist,  SO  findet  man  für  ~  den  folgenden  Ausdruck 

l^^jp^2^.  (6) 


2 


Es  ist  also  17  proportional  der  Dicke  der  Platte.    Ist  der  Einfalls- 
winkel (p  sehr  klein,  also  cos  tp'  nahe  »»1^80  ergiebt  sich 

-^-  =  ^2«.  (6a) 


§2. 

In  unserer  Untersuchung  wurde  das  einfallende  Licht  als  homogen 
vorausgesetzt.  Ist  dasselbe  verschiedenfarbig,  z.  B.  weiss,  so  ist  für 
seine  einzelnen  Bestandtheile  die  Intensität  des  reflectirten  beziehungs- 
weise des  gebrochenen  Lichtes  eine  verschiedene.  Aendert  sich  nun 
D  innerhalb  der  Platte,  so  .variirt  Jr  für  die  einzelnen  Punkte  der- 
selben ebenfalls.  Hierauf  beruhen  die  Farben  dünner  Blättchen 
im  reflectirten  Licht,  hierauf  auch  die  sogenannten  Newton  sehen 
Farbenringe,  die  man  erhält,  wenn  man  eine  sehr  schwach  gekrümmte 
convexe  Glaslinse  auf  eine  Glasplatte  legt;  hier  bilden  nämlich  die 
Gläser  das  erste,  das  zwischen  ihnen  befindliche  Luftblättchen  das 
zweite  Mittel.  An  der  Berührungsstelle  der  Platte  und  der  Linse  ist 
daher  D  gleich  Null,  und  wächst  mit  der  Entfemimg  von  dieser.  Fällt 
also  einfarbiges  Licht  auf  die  Glaslinse,  so  sieht  man  im  refiectirten 
ebenso  wie  im  durchgehenden  Lichte  ein  System  heller  und  dunkler  Ringe. 
War  das  einfallende  Licht  weiss,  so  sind  diese  Ringe  verschieden  ge- 
färbt; die  Erscheinungen,  die  das  reflectirte  und  das  durchgehende 
Licht  darbietet,  sind  complementär,  jedoch  sind  die  im  reflectirten 
Licht  auftretenden  Ringe  bei  kleinem  Einfallswinkel  viel  deutlicher 
als  die  beim  durchgehenden  wahrgenommenen. 
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Ist  der  Einfallswinkel  sehr  klein^  so  erscheinen  die  Ringe  kreis- 
förmig; um  den  Radius  p  desjenigen  unter  ihnen  zu  finden,  welcher 
einer  bestimmten  Luftdicke  D  entspricht,  sei  R  der  Krümmungshalb- 
messer der  Glaslinse;  aus  der  unmittelbar  sich  ergebenden  Gleichung 

(Ä  +  Dy  =  Ä^  +  p2 

erhält   man  dann    bei  Vernachlässigung  der  zweiten  Potenz  von  -D 

Für  die  dunklen  Ringe  im  reflectirten  Lichte  musste  nun  17  ein 
gerades  Vielfaches  von  %  sein,  für  sie  hat  also  D  die  Werthe 

0,    2^j,     4i',     6^',    ...5 

analog  findet  man,  dass  für  die  hellen  Ringe  D  beziehlich  gleich 

4 1     "4  >      4  I     •  •  • 

ist.    Es  stehen  also  die   entsprechenden  Werthe  von   q  zu  einander 
in  den  Verhältnissen 


0:1/2  :j/4: , 

l:y3:]/ö:  ••. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Unterschied  zweier  auf  einander  folgenden 
Radien,  oder  die  Breite  der  einzelnen  Ringe  kleiner  und  kleiner  wird, 
je  grösser  ihre  Ordnungszahl  ist.  • 

Fällt  weisses  Licht  auf  die  Linse,  so  entstehen  farbige  Ringe, 
jedoch  nur  in  geringer  Anzahl,  da  die  Maxima  und  Minima  der  ver- 
schiedenfarbigen Bestandteile  auf  einander  fallen  und  sich  ver- 
mischen. 

Es  muss  indessen  erwähnt  werden,  dass  die  hier  ausgeführte  Theorie 
der  Newton'schen  Ringe  nicht  völlig  strenge  ist,  da  die  Krümmung 
der  Linse  Einfluss  auf  die  Richtung  der  im  Inneren  reflectirten 
Strahlen  hat.  Es  mag  in  Bezug  hierauf  auf  die  ausführlichen  Unter- 
suchungen von  IFangerin*)  und  Feussner*"*)  verwiesen  werden. 

Ein  weiterer  specieller  Fall,  welcher  sich  experimentell  ver- 
wirklichen lässt,  ist  der,  dass  das  erste  Mittel  optisch  dichter  ist  als 
das  zweite,  während  der  Einfallswinkel  9  nur  wenig  kleiner  als  der 
Grenzwinkel  der  totalen  Reflexion  ist;  da  sich  dann  nämlich  r^  nach  (4) 
und  (4a)  wenig  von  Eins  unterscheidet,  so  wird  die  Erscheinung  im 
reflectirten  Lichte  sehr  hell,  und  diejenige,  welche  das  durchgehende 
Licht   darbietet,    besonders   deutlich   sein.     Eine    Vorrichtung,    die 


*)  Poggendorff'B  Annalen  131,  1866. 
♦•)  Wiedemann'a  Annalen  N.  F.  Bd.  XTV.  Nr.  12  (1881). 

Kirohhoff,  Optfk.  U 
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geeignet  ist,  diese  Erscheinungen  zu  zeigen,  besteht  aas  zwei  recht- 
winkligen Glasprismen,  deren  Hypotenusenflachen  parallel  sind  und 
nur  einen  kleinen  Abstand  von  einander  haben.  Ein  Auge,  das  bei 
0  in  der  untenstehenden  Figur  sich  befindet,  erhält  dann  reflectirte 
Strahlen,  die  aus  der  Gegend  von  Aj  oder  durchgegangene,  die  von 
B  herkommen.  Lässt  man  nun  durch  eine  der  Eathetenflachen 
a  oder  b  von   einem   in  endlicher  Entfernung    befindlichen    Punkte 


E 

VL 

1 

ft 

A 

■ 

V/ 

a 

o 

Licht  in  den  Apparat  eintreten,  so  wird  bei  passender  Anordnung 
des  Versuches  ein  Theil  partiell  reflectirt  und  gebrochen,  ein 
anderer  total  reflectirt.  In  jedem  Falle  zerßLllt  also  das  Gesichts- 
feld in  zwei  Theile,  von  denen  der  eine  partieller,  der  andere 
totaler  Reflexion  entspricht.  Der  letztere  ist  beim  reflectirten 
Lichte  sehr  hell,  beim  durchgelassenen  ganz  dunkel.  Die  Be- 
grenzungslinie beider  Theile  wird  durch  diejenigen  Lichtstrahlen  ge- 
bildet, welche  genau  unter  dem  Grenzwinkel  der  totalen  Reflexion 
auf  die  Hypotenusenfläche  auffallen,  im  Gesichtsfelde  erscheint  diese 
daher  als  ein  Kreisbogen.  In  jedem  Falle  ist  diese  Linie  bei  homogenem 
Lichte  mit  hellen  und  dunklen  Ejreisen  gesäumt,  welche  denjenigen 
Werthen  des  Einfallswinkels  entsprechen,  für  welche  die  Intensität 
des  reflectirten,  beziehungsweise  des  gebrochenen  Lichtes  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum  ist. 

Die  Lage  der  Maxima  ist  beim  durchgelassenen  Lichte  bestimmt 

durch  die  Werthe  von  tp\  für  welche  ~  in  (6)  ein  ganzzahliges  Viel- 
faches von  sr,  für  welche  also 

D  cosg)'» 

ist.    Es  sei  nun  wieder 

sin  9>  =  n  sin  9', 

wo  n  also  das  Brechungsverhältniss  für  den  Uebergang  von  Glas  in 
Luft  ist,  dann  ist 

(7) 


0,  ^,  2i-'.  34-', 


cos  9 


/l-i,8i 


sin*<)o: 
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ist  nun  9>q  der  Grenzwerth  von  g)^  für  welchen  die  totale  Reflexion 

beginnt,  ist  also 

sin  g)Q  BS  fif 
nnd  setzt  man 

9  =  9Po  —  -^^ 

wo  d'  als  unendlich  klein  angenommen  wird,  so  ergiebt  sich  aus  (7) 
bei  Vernachrassigung  unendlich  kleiner  Grossen  höherer  Ordnung 

cos  g,' =  1/2^??^  (7a) 

^  f        Bin  9o 

Die  Werthe  von  d'j  welche  den  genannten  Maximis  entsprechen ,  ver- 
halten sich  also  wie 

0:1:4:9: , 

die  hellen  Kreise  liegen  mithin  hier  um  so  weiter  auseinander,  je 
höher  ihre  Ordnungszahl  ist,  während  sie  bei  den  Newton'schen 
Ringen  im  Gegentheil  mehr  und  mehr  zusammenrückten. 

Ist  das  einfallende  Licht  weiss,  so  zeigen  sich  an  der  Grenze 
der  totalen  Reflexion  lebhaft  geförbte  Streifen,  deren  Farben  von  den- 
jenigen der  gewöhnlichen  Newton'schen  Ringe  verschieden  sind ;  diese 
Abweichung  ist  dadurch  wesentlich  bedingt,  dass  für  die  einzelnen 
Farben  die  Grenze  der  totalen  Reflexion  wegen  der  Dispersion  eine 
verschiedene  ist. 

Ist  die  Dicke  der  Luftschicht  zwischen  den  beiden  Prismen 
äusserst  gering,  von  der  Ordnung  einer  Wellenlänge,  so  tritt  totale 
Reflexion  bei  einem  Einfallswinkel,  bei  dem  «ie  sonst  stattflnden 
würde,  nicht  ein.  Es  erklärt  sich  diese  Thatsache  daraus,  dass  nach 
unserer  Theorie  auch  bei  der  totalen  Reflexion  eine  Aetherbewegung 
in  dem  zweiten  Medium  in  der  Nähe  der  reflectirenden  Fläche  statt- 
flndet.  Ist  nun  jenes  Mittel  eine  Schicht  von  so  geringer  Dicke,  dass  an 
seiner  zweiten  Grenzfläche  diese  Bewegung  noch  nicht  unendlich  klein 
ist,  so  muss  ein  Theil  derselben  in  das  folgende  Medium  übergehen, 
und  kann  hier  die  Bildung  von  Lichtwellen  veranlassen. 

§3. 

Die  bisher  geführten  Untersuchungen  ergaben  für  den  Fall,  dass 
homogenes  Licht  mit  der  Amplitude  Eins  auf  eine  durchsichtige  Platte 
fallt,  für  die  Intensitäten  iV  und  id  des  reflectirten  und  des  hindurch- 
gelassenen Lichtes 

. 4f«8in«S  .    __  (1  —  r«)« 


(l-r»)«  +  4f«8in>f'         **  ~  (1  —  r«)«-f  4r« sin«? ' 
wenn 

gesetzt  ist,   und  D  die   Dicke    der  Platte   bedeutet.     Fällt  nun  ge- 
mischtes Licht  auf,  so  kann  man  seine  Intensität  symbolisch  durch 

11* 
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J.^ya^  (8) 

darstellen;  wenn  man  mit  ä^  die  Intensität  je  einer  Lichtart  be- 
zeichnet und  die  Summation  über  die  homogenen  Bestandtheile  des 
gemischten  Lichtes  erstreckt.  In  derselben  Weise  werden  dann  die 
Intensitäten  Jr  und  Ja  der  reflectirten  and  gebrochenen 'Strahlen  ^m- 
holisch  durch 

''^  —  ^^    (1— r«)»  +  4r«Bin«t'        '^'' ~  ^  ^    (i  -  ii)t  +  4^«  Bin«  f  ^°*^ 

dargestellt  sein.  Diese  Lichtmengen  sind  farbig,  wenn  das  einfallende 
Licht  weiss  ist,  weil  in  ihnen  die  verschiedenartigen  Bestandtheile  in 
anderen  Verhältnissen  gemischt  sind  als  in  jenem. 

Betrachten  wir  nun  den  Fall,  dass  das  einfallende  Licht  zwar 
gemischt^  ist,  aber  nur  solche  Strahlen  enthält,  deren  Farbenunter- 
schiede das  Auge  nicht  merkt,  deren  Wellenlängen  also  nur  wenig  von 
einander  verschieden  sind.  Dann  stimmen  die  Farben  aller  Bestand- 
theile von  Jr  und  Jd  niit  denjenigen  von  Je  überein,  die  obigen  Aus- 
drücke werden  in  diesem  Falle  also  wirklich  die  Intensität  der  reflectirten 
und  gebrochenen  Strahlen  darstellen.  Nehmen  wir  jetzt  weiter  D  sehr 
gross  gegen  die  Wellenlänge  an,  so  wird  bei  ganz  geringen  Aenderungen 
von  A  die  Grösse  ^  ausserordentlich  stark  varüren,  sin  (  also  alle 
Werthe  von  —  1  bis  -f-  1  durchlaufen.  Die  der  Intensität  0'  eines 
Bestandtheiles  von  J4  entsprechende  vom  Auge  wahrgenommene 
Intensität  im  durchgelassenen  Lichte  wird  also  das  Mittel  aus  allen 
entsprechenden  Bestandtheilen  von  /«i,  oder  also 

_i  ini  (>  -  ^*)'  dt  —  ^  C      (^-0'<^g 

~^J        (1— r»)«  +  4r«Bin«t"*        «    /  (1  -  r«;«  +  4r»  ain«  J 

sein,  wenn  wir  annehmen,  dass  die  Grosse  a^  sich  nur  unendlich 
wenig  ändert,  wenn  k  um  einen  verschwindend  kleinen  Bruchtheil 
seiner  selbst  zu-  oder  abnimmt.  Setzt  man  nun  jenen  gleich  zu  be- 
stimmenden Mittelwerth 


n 


Altl^^^l  .  ,^di=M,  (9) 

r«)»  +  4H  8in«  C     '  '  ^  ^ 


SO  erkennt  man  zunächst,  dass  derselbe  von  t  voUig  unabhängig 
ist,  also  nur  noch  r  enthält;  sieht  man  ferner  innerhalb  der  hier 
betrachteten  Grenzen  der  Wellenlänge  von  der  Dispersion  ab,  nimmt 
man  also  an,  dass  r  von  l  unabhängig  ist,  so  gilt  dasselbe  auch 
von  M,  und  es  ergiebt  sich  für  die  Gesammtintensität  des  hindurch- 
gelassenen Lichtes  der  Werth 

Jä  —  ^Ma^^MJ,.  (10) 

Setzt  man  analog 
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«  1  (1  _  r«)«  +  4r«  sin«  C        ^  '  ^^J 

80  erhält  man  durch  ganz  ähnliche  Ueberlegnngen 

J,  =^M'a^  =  M'J,.  (10a) 

Zur  Yollsiandigen  Bestimmung  von  Jr  und  Ja  hat   man  somit 
noch  die  Werthe  von  M  und  M\  oder  vielmehr,  da  offenbar 

M  +  M'=  1  (11) 

ist^  nur  den  Werth  von 


ilf«.(l  — r2)2i 


1  r dt 

nj  (1  —  r«)«  +  4r»8in»J: 


zu    ermitteln.     Das    hier    zu    berechnende    Integral    kaun*  auf   die 

Form 

dt 


j 


a«  8in*  t  +  6*  C08«  f  ' 


gebracht  werden,  und  dieses  lässt  sich  leicht  unbestimmt  ausführen: 
Durch  die  Substitution 

Xjy  fc         ^  itr  t  <^6  J^     dj 

^g«  —    ö    ^^*'         C08«£   ~     6    C08«t 


geht  dasselbe  nämlich  über  in 


ab J  coB*i  tg«{  +  l 


ab 


Für  das  in  M  auftretende  bestimmte  Integral  ergiebt  sich  hier- 
nach der  Werth 

n 

n 


r ds 

J  (1  -  r«)«  + 


4r«  Bin«  J         1  -  r« ' 


man   erhält   somit   für   die  Intensität  des   durchgelassenen   und  des 
reflectirten  Lichtes  die  Ausdrücke 

1  —  r« 

Genau  dieselben  Werthe  für  Ja  und  Jr  finden  wir  aber,  wenn  wir 
die  Intensitäten  der  einzelnen  durcbgelassenen  oder  reflectirten  Strahlen 
addiren,  wenn  wir  also  gar  keine  Interferenz  derselben  annehmen.  In 
der  That,  sei  a  wieder  die  Amplitude  einer  einfallenden  homogenen 
Lichtmenge,  so  sind 

add\    add'r\    add'r'*,    

die  Amplituden,  ihre  Quadrate  also  die  Intensitäten  der  durchgelas- 
senen Wellen.    Dann  ist  ihre  Summe 
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da  nach  (3  c) 

ist.  Es  ergiebt  sich  also  fQr  die  Gesammiiiiteiisitat  J^  aaf  diesem  Wege 
/^-^^'^^-/.[^      und      Jr^J,-J^~J,- 

d.  h.  man  erhält  genan  dieselben  Werthe,  wie  vorher  bei  Berücksichtipixig 
der  Interferenz.  Wir  können  daraas  schliessen»  daes  bei  nicht  ganz 
homogenem  Lichte  zusammenfallende  Strahlen  von  grossen  Wegediffe- 
renzen eine  Intensität  ergeben,  die  der  Summe  ihrer  Intensitäten  gleich 
ist,  dass  solche  Strahlen  also  nicht  interferiren. 

§4. 

Den  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Satz  wollen  wir  nun 
benutzen,  um  die  Intensität  des  Lichtes  zu  finden,  welches  von  einem 
System  von  n  Platten  durchgelassen  oder  reflectirt  wird,  deren 
Dicken  und  Abstände  gross  gegen  die  Wellenlänge  sind.  Wir  wollen 
diese  Intensitäten  unter  der  Voraussetzung,  dass  diejenige  des  ein- 
fallenden Lichtes  gleich  Eins  ist,  Dn  und  R^  nennen,  und  suchen  dann 
^^^1  und  />»+!  aus  R^  />«,  R^  und  D^  zu  berechnen,  von  welchen 
vier  Grossen  die  beiden  letzten  in  No.  (12)  des  vorigen  Paragraphen 
bereits  gefunden  sind. 

Ein  jeder  der  von  den  n  -{-  1  Platten  reflectirten  Strahlen  setzt 
sich  dann,  ausser  dem  von  den  n  ersten  Platten  zurückgeworfenen, 
aus  allen  denjenigen  Strahlen  zusammen,  welche  durch  diese  hin- 
durchgegangen sind  und  dann  an  der  letzten  und  vorletzten  Platte 
1,  2,  .  .  .  Reflexionen  erlitten  haben.  Berficksichtigen  wir  also,  dass 
diese  Strahlen  unter  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  nicht 
interferiren,  dass  also  die  gesuchte  Intensität  ^«4.1  gleich  der  Summe 
der  Intensitäten  der  einzelnen  Strahlen  ist,  so  ergiebt  sich 

Ä«  +  l  =  Ä«  +  Dn'R,    (1   +  R,Rn  +  {RxRnY  H •) 

~  ^^  "^  T^rs^R,^  (13) 

und  durch  eine  ganz  ähnliche  Ueberlegung  erhält  man 
i)«+,  =  BnD,  (1  +  Ä,Ä«  +  {R.Rnf  +  •  •  0 


(13a) 


Mit  Hülfe  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  jetzt  Rn  und  D^ 
auch  durch  die  vorher  berechneten  Grössen  R^  ,  B^  allein  aus- 
drücken. Offenbar  müssen  nämlich  die  Ausdrücke  für  ^«+1  und  -^«i+i 
ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  Indices  1  und  n  vertauscht,  denn 
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statt  die  einzelne  Platte  hinter  das  System  von  n  Platten  zu  setzen, 
kann  man  sie  auch  vor  dasselbe  bringen;  es  ist  daher 

Ä«+i  =  Ä«  +  i^B,E^  =  Ä,  +  r^jB^s;'  (1*) 

1  —  EiB 
multiplicirt  man  diese  Relation  mit  — r  s  '^  »  ^^  8®^*»  ^^®  ^^^  ^ 

•        IS 


1--A 


I 


Jin  +  ^^ ^.  +  T^*5  (14a) 

die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  ist  aber  =  2,  weil   nach  (12) 

Ä,  +  A  =  1 
ist,  also  verwandelt  sich  die  Gleichung  (14  a)  in 

(Rn  +  J9n—  1)  (Ä«  -  2?«  -  1)  =  0, 

und  da  Bn  und  Dn  positive  echte  Brüche  sind,  so  ergiebt  sich  die 
für  jeden  Werth  von  n  gültige  Gleichung 

Ä, +  />«=!,  (14b) 

aus  welcher  sich  B^  unmittelbar  ergiebt,  sobald  D^  gefunden  ist. 

Wir  haben  somit  nur  nothig  J)n-\-i  zu  berechnen^  und  die  dafür 
gefundene  Gleichung  (13  a)  können  wir  jetzt  schreiben 

^"+1=  Di  +  BiD^' 
oder 


_J La.:?! 


Aus  dieser  Recursionsformel  erhält  man  unmittelbar 


wo  C  eine  Constante  ist,  and  ihr  Werth  ergiebt  sich  gleich  Eins, 
wenn  man  in  dieser  für  jedes  ganzzahlige  n  gültigen  Gleichung  n  =  1 
setzt;  es  ist  also 

■g-=l  +n^, 


Dn 


oder  da  nach  (12) 


Di  +  n  J?, ' 


1  +  r«         "^        1  +  r« 
ist,  so  erhält  man  für  die  Intensität  des  durch  n  Platten  hindurch- 
gegangenen Lichtes  den  folgenden  Ausdruck 

^-  -  H-?8n-l)rti  (^^^ 

und  wegen  (14  b)  wird  die  Intensität  des  reflectirten  Lichtes 
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Diese  Fonneln  sind  zuerst  tod  Neumann  abgeleitet  worden.  Siokes*) 
hat  sie  yerallgemeinert;  indem  er  anf  die  Abiorpiion  des  Lichtes  in  den 
Platten  Rücksicht  nahm.  Auf  dem  folgenden  Wege  gelanget  man 
wohl  am  einfachsten  zu  den  Stokes'schen  Formeln.  Die  Gleichnngen 
(14)  und  (14  a)  bleiben  offenbar  bestehen,  auch  wenn  R^  -|-  D^  nicht 
gleich  Eins  ist,  wenn  also  die  Absorption  berücksichtigt  wird,  und 
aus  der  letzten  findet  man  unmittelbar  i)«,  wenn  R^  bekannt  ist. 
Rn  selbst  aber  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  aus  (14)  hervorgehenden 
Differenzengleichung 

»  /?     .       ^i'^>»  J^t  +  {Bf  -  Jg/)  Jg, 

die  man  auf  die  Form 

^«+1  -   y  +  BB, 

bringen  kann,  wo  die  Coefficienten  von  n  unabhängig  sind.  Setaet 
man  hier  R^^sax^t  so  sind  also  allgemein  Xn  und  x«4.i  durch  eine 
Gleichung 

'■*'  -  f$>5  <«' 

verbunden,  in  der  a,  /),  y^  d  gegebene  Constanten  bedeuten. 

Um   nun    die   Grossen  x^  unmittelbar   durch   x,    auszudrücken, 
führen  wir  an  ihrer  Stelle  neue  Unbekannte  Zn  ein  durch  die  Gleichungen 

1  +  Äx„ 

^«-r+-5^,'  (^6a) 

wo  A  und  B  Constante  bedeuten,  welche  so  bestimmt  werden  sollen, 
dass  für  alle  Werthe  von  n 

ist.  Dieser  Forderung  kann  im  Allgemeinen  stets  genügt  werden. 
Drückt  man  nämlich  in  der  letzten  Gleichung  z«  und  Zn+i  durch  Xn 
und  x„^i  aus,   so  erhalt  man 


1  +  Ax„,,  1  +  -4^« 


und  wenn  man  nun  für  0:1,4.1  seinen  Werth  aus  (16)  setzt,  so  er- 
giebt sich  die  folgende  Relation 

y  +  Sx^  +  A{a  +  ßx„)  ^  l  +  ^««  ,-  7. 


y  +  Sx^  +  B(a  +  ßx„)  1  +  Bx^' 

welche  für  jeden  Werth  von  Xn  bestehen  muss;  aus  ihr  kann  man 

nun  leicht  drei  andere  Gleichungen  herleiten,  welche  die  Constanten 

A,  B,  M  bestimmen.     Legt  man  nämlich  Xn  zunächst  die  Werthe 

i_ i_ 

A'         B  ' 

bei,  so  erhält  man  die  folgenden  beiden  Gleichungen 
•)  PhiloBophical  Magazine  1862  (4.)    Bd.  24.  p.  480. 
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A  und  B  sind  also  die  beiden  Wurzeln  der  quadraiäschen  Gleichung 

aXi—{ß  —  y)l  —  d=^0.  (17a) 

Sind  hiemach  A  und  B  bestimmt,  so  ergiebt  sich  fQr  JU,  wenn  man  in 
(17)  Xk  <=>  0  setzt,  der '  Ausdruck 

und  man  erkennt  leicht^  dass  durch  die  so  bestimmten  Werthe  der 
Gonstanten  A^  B,  M  die  Gleichung  (17)  in  der  That  zu  einer 
identischen  gemacht  wird.    Dann  ergiebt  sich  aber  für  z« 

z^^M-'^z,^  (18) 

berücksichtigt  man  nun,  dass  durch  x^  und  die  Substitutionscoeffi- 
cienten  a,  |3,  9^,  d,  die  Hülfsgrösse  Z],  und  dass  durch  Zn  wiederum 
Xn  oder  Rn  bestimmt  ist,  so  ist  die  gestellte  Aufgabe  gelöst.     " 

Die  angegebene  Methode  würde  dann  und  nur  dann  nicht  zum 
Ziele  führen,  wenn  A^=^B  wäre,  wenn  also  die  quadratische  Gleichung 
(17  a)  gleiche  Wurzeln  besässe.    Die  Bedingung  dafür 

4a«  +  (/J-.  y)2  =  0  (18a) 

lässt  sich  aber,  wenn  man  für  die  Substitutionscoefficienten  ihre  Werthe 
setzt,  leicht  auf  die  Form  bringen 

(1  -  Ä,  -  D,)  (1  -  Ä,  +  Z),)  (1  +  Ä,  -  />,)  (.1  +  Ä,  +  />,)  =  0, 
und  da  ^j  und  B^  positive  echte  Brüche  sind,  erkennt  man,  dass  diese 
Gleichung  nur  bestehen  kann,  falls 

Ä,  +  />,«,  1 

ist,  wenn  also  keine  Absorption  stattfindet;  dieser  Fall  ist  aber  durch 
die  im  Anfang  dieses  Paragraphen  durchgeführte  Untersuchung  bereits 
erledigt.  In  allen  anderen  Fällen  hat  ein  jeder  der  vier  Factoren  der 
Discriminante  (18  a),  also  auch  diese  selbst,  einen  positiven  Werth,  man 
erhält  mithin  für  A,  B  und  M  stets  reelle  Zahlen,  welche  die  gestellte 
Aufgabe  wirklich  15sen. 

§  5. 

Kehren  wir  nun  zu  den  Ai^t/m^nn'schen  Formeln  (15)  imd  (loa) 
zurück,  welche  sich  auf  vollkommen  durchsichtige  Platten  beziehen,  und 
unterscheiden  wir  jetzt  die  beiden  Fälle,  dass  das  Licht  parallel 
oder  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt  ist.    Es  seien 

Ä„p,  Bnp        und        Ä«,,  Bn, 

die  Werthe,  welche  Rn  und  Bn  in  diesen  beiden  Hauptfallen  besitzen, 
dann  ist 
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Rn 

p  = 

1  + f2n -Dfp«'          "' 

D. 

P  ^^ 

1  -r  « 

l  +  (2n— l)r^«'         "' 

wo  nach 

(17) 

der 

vorigen  Vorlesung 

^P 

__  Bin  (qp  —  9*) 

Bin  Itn  -Xm  n\    \                  * 

2nr/ 


1  +(2n—  l)r/' 


1-r,« 


(19> 


1  -f  fin  -  Ij  r. 


tg(qp  —  9') 


t  ' 


tg  (qp  +  9  ) 

ist. 

Ist  das  einfallende  Liebt  im  Azimuth  a  polarisirt,  so  sind  sin'a 
und  cos^a  die  Intensitäten  der  Componenten  des  senkrecht  und 
parallel  zur  Einfallsebene  schwingenden  einfallenden  Lichtes,  und  daher 

Jrp  =  B,np  COS^  «,  Jrt  =  K.  sin'  «, 

/<f^  =  Äp  cos'  a ,        /rf,  —  />nf  sin*  a 

die  Intensitäten  der  entsprechenden  Componenten  der  reflectirten  and 
durchgegangenen  Welleu.  Da  keine  Interferenz  stattfindet,  so  ist 
die  Inteusitat  des  gesammten  reflectirten  und  gebrochenen  Lichtes 
gleich  den  Summen  der  entsprechenden  Componenten,  also  beziehlich 
gleich 

Rnt  sin*  a  +  Rnp  cos'  a    und     D^t  sin'  a  +  Dnp  cos'  a.       (21) 

Da  ferner  an  den  Oberflächen  eine  Verzögerung  nicht  eintritt,  so  ist 
das  resultirende  reflectirte  und  gebrochene  Licht  ebenfalls  geradlinig 
polarisirt;  sind  j3  uud  y  ihre  Polarisationsazimuthe,  so  ist 


^  (22) 

Aus  diesen  Gleichuugen  ergiebt  sich,  dass  bei  der  Reflexion  und 
Brechung  an  einem  System  von  Platten  im  Allgemeinen  eine  Drehung 
der  Polarisationsebene  stattfindet,  welche  bei  mehreren  Platten  grosser 
ist  als  bei  einer. 

Ist  das  einfallende  Licht  natürliches ^  a  also  variabel,  so  ergeben 
sich  für  die  Intensitäten  des  reflectirten  und  gebrochenen  Lichtes, 
wenn  man  die  Mittelwerthe  nimmt,  die  Ausdrü<!ke 

/r  =  2S  i{Rni  sin'  a  +  R^p  cos'  a)  da  = 


•ß»*  H-  -ß-p 


Jd-^iz  C{J>n.  sin» a  +  2>.p  cos» «)  da  —     "'  "•"     "' 


(23) 


¥ 


2«   f  v-»' I    -"^P /  --  2 


--^ 
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d.  h.  man  erhält  dieselben  Intensitäten,  als  wenn  man  im  Azimuth  -^ 
geradlinig  polarisirtes  Licht  hätte  auffallen  lassen. 

Ein  besonderes  Interesse  hat  nun  zunächst  der  Fall,  dass  der  Ein- 
fallswinkel (p  gleich  dem  Polarisationswinkel,  dass  also  <)p  4*  9^'  '^  ~7 
ist.    Dann  ist  r, «»  0;  also 

Hieraus  folgt  mit  Hülfe  von  (22),  dass  alsdann  für  beliebig,  polari- 
sirtes Licht  iS^sO,  dass  also  das  reflectirte  Licht  ganz  in  der  Ein- 
fallsebene polarisirt  ist.  Man  wendet  daher  Glassätze  an,  um  polari- 
sirtes Licht  zu  erzeugen,  denn  unsere  Formeln  zeigen,  dass  hier  die 
Intensität  der  reflectirten  Wellen  grösser  ist  als  bei  nur  einer  Platte. 
Das 'durchgelassene  Licht  ist  nur  zum  Theil  polarisirt,  da  zwar  Dn* 
gleich  Eins  ist,  Bnp  aber  variiri. 

Ist  die  Anzahl  n  der  Platten  so  gross,  dass  sie  als  unendlich  an- 
zusehen ist,  so  ist  im  Allgemeinen 

Es  wird  dann  also  alles  Licht  reflectirt  und  nichts  hindurchgelassen, 
welches  auch  der  Polarisationszustand  des  einfallenden  Lichtes  sein 
möge,  im  Allgemeinen  ist  also  ein  Glassatz  mit  sehr  vielen  Platten 
undurchsichtig. 

Eine  Ausnahme  fiudet  nur  statt,  wenn  der  Einfallswinkel  dem 
Polarisationswinkel   gleich   ist,    oder   doch    von   ihm   nur   um    eine 

Grosse  abweicht,  die  mit  ^n  multipliciri;  unendlich  klein  ist.  Dann 
ist  nämlich 

also 


nr?  • 

=  0, 

Bn.  =  0, 

A.  =  l 

■Ä,p=»  1, 

I>np  ■=  0. 

Es  ist  daher  ß=«Of  y='^;  das  reflectirte  Licht  ist  mithin  nur  in  der 

Einfallsebene,  das  durchgelassene  senkrecht  zu  ihr  polarisirt.  Die 
Intensitäten  sind  cos^  a  und  sin^  a,  sie  sind  also  einander  gleich,  ent- 
weder falls  at^^^  oder  falls  das  einfallende  Licht  natürliches  ist. 


Zehnte  Yorlesnng. 

Theorie  der  Absorption  und  DiBpersion.  —  Die  Helmholts*Bchen  Gmndliypothesen. 
—  Differentialgleichungen  der  Lichtbewegung  in  einem  isotropen  absorbirenden 
Medium.  —  Aufstellung  Ton  Particularlösungen,  welche  dem  Falle  ebener  Licht- 
wellen entsprechen.  —  Orenzl^edingungen  für  eine  ebene  Grenzfläche  und  ebene 
einfallende  Lichtwellen.  —  Abhängigkeit  des  Absorptionscoefficienten  von  der 
Farbe  des  einfallenden  Lichtes.  Absorptionsstreifen.  ^  Anomale  Dispersion. 
Normale  Dispersion.  —  Abhängigkeit  des  Brechungsverhältnisses  vom  EinfaUs- 
Winkel.  —  Ausdehnung  der  Theorie  auf  den  Fall  mehrerer  Absorptionsstreifen.  — 
Reflexion  an  Metallen.  Cauchy's  Hypothese.  —  Bestimmung  der  Amplitude 
und  der  Phasenänderung  des  reflectirten  Lichtes,  wenn  das  einfallende  parallel 
oder  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt  ist.  —  Bestimmung  des  Haupteinfalls- 
winkels und  des  Hauptazimuth. 

§1. 

Nach  unseren  bisherigen  Betrachtungen  sollten  sich  in  jedem  Körper 
die  yerschiedenfarbigen  Lichtstrahlen  mit  derselben  Geschwindigkeit 
fortpflanzen,  und  ebene  Lichtwellen  ohne  Schwächung  der  Intensität 
fortschreiten.  Beides  ist  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall;  darauf,  dass 
die  Geschwindigkeit  der  Lichtstrahlen  in  demselben  Mittel  eine  ver- 
schiedene ist,  beruht  die  sogenannte  Dispersion^  d.  h.  die  Thatsache, 
dass  die  yerschiedenfarbigen  Strahlen  verdchieden  gebrochen  werden; 
die  Erscheinungen,  die  mit  der  Abnahme  der  Intensität  ebener  Licht- 
wellen zusammenhängen,  heissen  die  der  Absorption.  Dispersion  und 
Absorption  haben  ohne  Zweifel  ihren  Grund  in  der  Einwirkung,  welche 
die  wägbaren  Molecüle  des  Körpers  auf  die  Bewegung  der  Aether- 
theilchen  bei  den  Lichtschwingungen  ausüben,  eine  Einwirkung  welche 
wir  bisher  noch  nicht  in  Betracht  gezogen  haben. 

Im  leeren  Raum  ist  die  Geschwindigkeit  aller  Lichtarten  dieselbe, 
in  den  Körpern  der  Regel  nach,  z.  B.  im  Glase,  f&r  Roth  grösser  als  für 
Violett,  und  zwar  nimmt  sie  stetig  mit  der  Schwingungsdauer  ab.  Da  in 
diesen  Körpern  alle  Lichtstrahlen  langsamer  als  im  leereu  Räume  fort- 
gehen, so  folgt  hieraus,  dass  der  Regel  nach  mit  abnehmender 
Schwingungsdauer  die  Brechung  zunimmt.  Aber  es  giebt  Ausnahmen 
von  dieser  Regel:  Es  existiren  Körper,  welche,  wie  man  sagt,  eine 
anomale  Dispersion  zeigen.  Es  wurde  diese  von  Christiansen  im  Jahre 
1870  bei  einer  Lösung  von  Fuchsin  ^  einem  rothen  Anilinfarbstoffe, 
entdeckt;  und  gleich  darauf  fand  sie  Kundt  bei  einer  grossen  Zahl 
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von  ähnlichen  Körpern.  Das  Fuchsin^  am  dieses  als  Beispiel  zu  wählen, 
ist  auch  in  dünner  Schicht  für  grünes  Licht  fast  vollständig  undurch- 
sichtig, während  es  Ton  allen  anderen  Farben  noch  einen  erheblichen 
Theil  hindurchlässt.  Entwirft  man  daher  mit  Hülfe  eines  Fuchsin- 
prismas ,  das  aber  einen  sehr  spitzen  Winkel  haben  muss,  damit  eine 
hinreichende  Lichtmenge  hindurchgeht;  ein  Spectrum ^  so  wird  das 
Grün  in  diesem  fehlen.  Verhielte  sich  nun  das  Fuchsin  in  Bezug  auf 
die  Dispersion  normal ,  so  müaste  das  Spectrum  an  seinem  wenigst 
abgelenkten  Ende  Roth  zeigen^  hierauf  müsste  Gelb  kommen,  dann  ein 
dunkler  Raum,  weiterhin  Blau,  endlich  Violett.  Dem  ist  aber  nicht  so: 
Die  beiden  übrig  gebliebenen  Theile  des  Spectrums  siud  vielmehr  gegen 
einander  vertauscht;  das  am  wenigsten  abgelenkte  Ende  ist  blau, 
dann  kommt  Violett,  ein  dunkler  Raum,  Roth,  endlich  Gelb,  welches 
die  grösste  Ablenkung  erfahren  hat. 

Die  Erscheinungen  der  anomalen  Dispersion  haben  vorzugsweise 
zu  denjenigen  Vorstellungen  geführt,  die  sich  die  Physiker  jetzt  über 
die  Einwirkung  der  ponderablen  Molecüle  auf  die  Aethertheilchen  bei 
der  Lichtbewegung  gebildet  haben.  Bei  der  Entwicklung  dieser  Vor- 
stellungen wollen  wir  uns  auf  eine  Mittheilung  stützen,  die  Herr  von 
Helmholiz  im  October  1874  der  Berliner  Akademie  gemacht  hat. 


§2. 

Wieder  bezeichnen  wir  durch  t/,  r,  t^  die  Verrückungscomponenten 
des  Aethertheilchens  zur  Zeit  /,  dessen  Gleichgewichtslage  die  Goordi- 
naten  x,  y,  z  hat.  Fände  eine  Einwirkung  der  wägbaren  Molecüle 
auf  den  Aether  nicht  statt,  so  hätten  wir  wieder  die  Gleichungen  (1) 
der  achten  Vorlesung,  die  die  Grundlage  unserer  bisherigen  Betrach- 
tungen gewesen  sind 


dt 


t 


=  K4w, 


du    ,     dv_  _,     dw_       ^ 

a«  "T"  ay  "*"  dz  ""^• 

Auf  den  rechten  Seiten  der  drei  ersten  Gleichungen  müssen  wir 
nun  die  Kräfte  hinzufügen,  welche  die  wägbaren  Molecüle  auf  das 
Aethertheilchen  ausüben.  Um  diese  bequem  ausdrücken  zu  können, 
wollen  wir  in  die  Rechnung  statt  der  discreten  Molecüle  stetig  ver- 
breitete Materie  einführen,  welche  den  gleichfalls  stetig  gedachten 
Aether  durchdringt  und  relativ  zu  diesem  sich  verschieben  kann. 
Eine  solche  Annahme  wird  erlaubt  sein,  wenn  die  Entfernungen  der 
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ponderablen  Theile  yerschwindeod  klein  gegen  die  Wellenlängen  sind. 
t/| ,  t;, ,  w^  seien  die  Verrückungscomponenten  zur  Zeit  /  des  Punktes 
der  wägbaren  Masse,  dessen  Gleichgewichtslage  die  Coordinaten  a:,  y,  z 
besitzt  Dieser  Punkt  und  das  Aethertheilchen,  welches  dieselbe  Gleich- 
gewichtslage hat^  befinden  sich  dann  zur  Zeit  /  in  einem  Abstände  von 
einander,  dessen  Componenten  u^  —  Uy  v^  —  ^^  W\  —  ^  sind.  Wir 
nehmen  an,  dass  das  Aethertheilchen  und  der  Massenpunkt  eine  An* 
Ziehung  auf  einander  ausQben,  die  mit  diesem  Abstände  proportional 
ist  Danach  werden  die  'Di£ferentialgleichungen  fQr  die  Bewegongf  des 
Aethers 

Sx  ^  dy  ^  dz  • 

Um  aus  ihnen  Schlüsse  ziehen  zu  können ,  müssen  aber  auch  für 
die  Verrückungscomponenten  lij,  v^,  to^  Gleichungen  aufgestellt  werden. 
Es  hängen  diese  von  den  Kräften  ab,  welche  auf  den  betreffenden 
wägbaren  Punkt  wirken.  Zu  ihnen  gehört  nach  der  soeben  ge- 
machten Annahme  nothwendig  zunächst  eine  Kraft,  deren  Compo- 
nenten 

sind ;  ferner  führt  Herr  von  Helmholtz  eine  Reibungskraft  ein,  deren 
Componenten 

^1  at  '  ""  ^«  dt  '  ~  ^^~dr 

sind;  endlich  nimmt  er  eine  Kraft  an,  die  den  Punkt  nach  seiner 
Gleichgewichtslage  zurücktreibt  und  der  Verrückung  aus  dieser  pro- 
portional ist,  also  die  Componenten 

hat.  Danach  hat  man,  wenn  |[t,  die  Dichtigkeit  der  wägbaren  Materie 
bedeutet 

=  _/^,„,_Ä,^ +  />,(„_„,) 

=  -  ^, «,  -  Ä,  If  +  />,(«-  r,)  (1  a) 

Wir   suchen   eine   particuläre   Lösung  dieser  Gleichungen,   die 
homogenem  Lichte  entspricht;  die  Dauer  einer  Periode  sei 


f»l 

d*u, 
dt* 

f»l 

dt* 

f»l 

dt* 
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danu   bedeutet  n  die  Schunngungszahl   dieses  Lichtes;   durch  seinen 
Werth  ist  die  Farbe  desselben  bestimmt. 

Den  Differentialgleichungen  (1)  und  (la)  kann  man  nun  genügen, 
wenn  man  die  Componenten  f/,  r,  rv  und  u^yV^,  w^  gleich  Constanten 
multiplicirt  mit  der  Exponentialfunction 

setzt,  wo,  wie  gewohnlich 

ist    Diese  Gonstanten  sind  indessen  nicht  von  einander  unabhängig: 
Setzt  man  nämlich 

u  =  A(t.    V  =  B(t,    w   ^=  Cd  ,^  ^ 

(2  a) 
ttj  =  Ä^  <y,   v^  «=  B^  (t,   w^  =  C^  o, 

so  ergeben  sich  für  sie  aus  (1)  und  (la)  die  Bedingungsgleichungen 

A(i,n^  +  Kn-  P,)  +  A,P,  =  0  ^3^ 

AP,  +  A,{ii,ri^  ^H,^P,  +  iR,n)  =  0, 

sowie  diejenigen,  welche  aus  ihnen  entstehen ,  wenn  man  für  Aj  A, 
setzt  B^  B^  oder  C^  C^,  endlich 

Asin  <p  -^  C  coQ  g>  ^^  0.  (3a) 

Die  Gleichungen  (3)  können  dann  und  nur  dann  durch  nicht 
verschwindende  Werthe  von  AA,,  BB,,  CC,  befriedigt  werden,  wenn  / 
der  quadratischen  Gleichung 

{KP  +  tLV?  -  P,)  {ii,n^  -ff,-  Pi+  inR,)  -  ^^  «  0       (4) 

genügt,  und  unter  dieser  Voraussetzung  lassen  jene  Relationen  sich 
einfacher  folgendermassen  schreiben 

Ä^        B,         C,  KP  +  ij^n^  —  Px 


B  C  P, 


(4a) 


Es  bleiben  somit  A,  B  und  (p^  ebenso  wie  n,  willkürlich,  während  die 
übrigen  eingeführten  Constanten  durch  die  Gleichungen  (3  a),  (4)  und 
(4  a)  bestimmt  werden.  Die  so  sich  ergebenden  Werthe  von  ti,  VjWy 
^11  ^1'  ^1  ^^^^  ^™  Allgemeinen  complex;  aber  man  erhält  aus  ihnen 
eine  reelle  Lösung  der  Differentialgleichungen,  wenn  man  die  reellen 
Theüe  dieser  Ausdrücke  jenen  Verrückungscomponenten  gleichsetzt; 
in  der  That  müssen  jene  den  Gleichungen  genügen,  da  diese  linear 
sind  und  nur  reelle  Coefficienten  enthalten. 

Auf  solche  Weise  lässt  sich  eine  Lösung  unserer  Gleichungen 
bilden,  die  dem  Falle  entspricht,  dass  das  betrachtete  Mittel  auf  der 
Seite  der  positiven  z  liegt,  in  der  Ebene  z  =  0  an  den  leeren  Raum 
grenzt,  und  in  diesem  ebene  Lichtwellen  auf  dasselbe  fallen.  Wenden 
wir  für  diese  auifallenden  Wellen  überall  gestrichene  Buchstaben 
an,  so  können  wir  setzen 
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WO  jetzt 
und 


A'  sin  (p'  +  C  cos  gp'  «=  0 

ist,  indem  wir  auch  hier  nur  die  reellen  Theile  von  u\  v\  w'  die  Ver- 
rückungen bedeuten  lassen.  Vergleicht  man  nämlich  die  so  sich  er- 
gebenden Ausdrücke  für  die  Verrückungscomponenten  mit  den  in  (^3) 
der  achten  Vorlesung  angegebenen,  so  erkennt  man,  dass  durch  sie 
ebene  Wellen  homogenen  Lichtes  dargestellt  werden,  welche  sich  mit 
der  Geschwindigkeit  Eins  im  leeren  Räume  fortpflanzen,  deren  Farbe 

durch  den  Werth  Ton  n  =  »,  bestimmt  ist  und  welche  unter  dem 

Einfallswinkel  9'  die  Begrenzungsfläche  trefi^en. 

Für  2r  e=8  0  sind  gewisse  Gren'^bedingungeu  zu  erfüllen.  Welches 
diese  auch  sein  mögen,  jedenfalls  sind  es  lineare  Gleichungen  zwischen 
den  Verrückungen  und  ihren  DifiPerentialquotienteu,  die  f&r  alle  Werthe 
von  i  und  Ton  x  erfüllt  sein  müssen.  Vergleicht  man  aber  die  Aus- 
drücke für  die  Verrückungscomponenten  in  (^2)  und  (5)  mit  einander, 
so  erkennt  man,  dass  die  letzte  Forderung  nicht  erfüllt  werden  kann, 

wenn  nicht 

in  sin  g)'  «:  /  sin  9  (6) 

ist.  Ist  \  bekannt,  so  ist  hieraus  sin  tp  eindeutig  bestimmt,  und 
damit  auch  cos  9  bis  auf  das  Vorzeichen ;  dieses  ergiebt  sich  durch  die 
Ueberlegung,  dass  für  den  erfüllten  Raum  z  »a  -|~  (X>  sein  kann, 
dass  aber  auch  in  diesem  Fall  u^  v^  w  nicht  unendlich  gross  werden 
dürfen.  Dazu  ist  nämlich  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der 
Werth  von  9  gewählt  wird,  für  welchen 

.    der  reelle  Theil  von  l  cos  9  negativ  ist.  (6  a) 

Was  /  anbetrifft,  so  ist  dasselbe  durch  die  quadratische  Glei- 
chung (4)  ebenfalls  nur  bis  auf  das  Vorzeichen  bestimmt;  wir  wollen  nun 

/=-*  +  »■=-,  (7) 

setzen  und  von  den  beiden  möglichen  Werthen  von  /  demjenigen 
wählen,  für  welchen  k  positiv  ist.  Dann  haben  k  und  c  eine  ein- 
fache Bedeutung.  Um  dieselbe  zu  erkennen,  wenden  wir  unsere 
Gleichung  auf  den  Fall  an,  dass  der  Einfallswinkel  9'  gleich  Null  ist 
Es  wird  dann  sin  9«aO  und  wegen  (6  a)  und  (7)  cos9>»-|- 1,  der 
Ausdruck  von  6  wird  daher 

Nach  (2  a)  erhalten  also  die  Componenten  t/,  t;,  w  die  Form 

()^-*'8in(-  —  ^  +  d). 
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Wir  haben  hiernach  in  unserem  Mittel  ebene  Wellen,  welche  mit  der 
Geschwindigkeit  c  in  der  Richtung  der  positiven  z- Achse  fort- 
schreiten, die  sich  aber  von  den  Wellen  in  einem  durchsichtigen 
Medium  dadurch  unterscheiden,  dass  ihre  Amplitude  proportional  mit 
e"^'  abnimmt;  man  nennt  daher  k  den  Ahsorpiionscoefficienien  der 
Substanz. 

Wäre  unser  Mittel  ein  durchsichtiges,    d.h.  A:  =  0,  so  wäre  — 

c 

das  Brechungsverhältniss  desselben,  das  nach  (6)  in  bekannter  Weise 
für  einen  beliebigen  Einfallswinkel  q)'  die  Ablenkung  der  Strahlen 
beim  Eintritt  in  das  Mittel  bestimmen  würde.  Ist  aber  k  von  Null 
verschieden,  so  gilt  das  SnelHus'sche  Gesetz,  wie  im  §  4  gezeigt  werden 
wird,  nicht  mehr  streng,  da  das  Brechungsverhältniss  dann  nicht 
constant  ist,  sondern  vom  Einfallswinkel  q)'  abhängt.  Besitzt  jedoch  k 
nur  einen  kleinen  Werth,  wie  dies  bei  der  anomalen  Dispersion  that- 
sächlich  der  Fall  ist,  so  ist  der  Einfluss  des  Einfallswinkels  gering, 
und   wir   können  von    ihm    absehen.     Wir  brauchen  daher  nur   zu 

untersuchen,  in  welcher  Weise  —  sich  mit  n  verändert,  um  ein  ür- 

theil  darüber  zu  gewinnen,  wie  das  Spectrum  beschaffen  ist,  welches 
ein  aus  der  Substanz  gebildetes  Prisma  von  einer  weissen  Lichtlinie 
erzeugt.  Dabei  wird  sich  dann  zugleich  die  Abhängigkeit  des  Ab- 
sorptionscoefficienten  k  von  n  ergeben,  und  diese  wird  zeigen,  wie 
ein  gewöhnliches,  etwa  durch  ein  Glasprisma  erzeugtes  Spectrum 
durch  eine  den  Strahlen  in  den  Weg  gestellte  Platte  der  Substanz 
verändert  wird. 

§3. 

Aus  den  Gleichungen  (4)  und  (7)  ergiebt  sich  für  k  und  c  die 
Bestimmungsgleichuug 

und  diese  zerfällt,  wenn  man  das  Reelle  vom  Imaginären  trennt,  in 
die  beiden  anderen 

9  i  ^  _  i   Z»'-^ \ r 

^  cn         K      n      (^jn»  —  i/i  —  1^)«  +  n«  M^*  "^  ^' 

von  denen  die  letzte  zeigt,  dass  c  positiv  sein  muss. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt  zunächst 

?  +  I  =  Vf^~+g\ 

WO  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist,  es  ergeben  sich  somit 
für  c  und  k  die  Ausdrücke 

Klrohhof f,  Optik.  12 


(8) 
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(8  a) 

-  -  =  -i  i/fi  4-  r;2  —  -  F 

n«  2  ^  ^     ^  2  '^  • 

Die  Discussion  dieser  Gleichungen  in  ihrer  Allgemeinheit  ist  sehr 
beschwerlich;  wir  wollen  daher  über  die  Grossenordnung  der  in  ihnen 
auftretenden  Coefficienten  eine  Annahme  machen,  die  diese  erleichtert 
und  doch  die  Erscheinungen  in  ihren  Gruudzügen  darzustellen  ge- 
stattet. Wir  denken  uns  die  Maasseinheiten  so  gewählt,  dass  für  die 
sichtbaren  Strahlen  n  ebenso  wie  ft  und  A'  Zahlen  von  massiger  Grosse 
sind,  und  nehmen  an,  dass  fi, ,  ff^y  P,  sehr  klein  gegen  (i  sind, 
während  R^  sehr  klein  gegen  jene,  aber  noch  gross  gegen  ihr  Quadrat 
ist,  dass  also  etwa 

w,     /i,    Af    endliche  Grössen, 

fif,  //, ,   P^    unendlich  klein  erster  Ordnung  sind,   während 

jßi    etwa  unendlich  klein  von  der  Ordnung  %  ist. 

Die  befremdende  Annahme,  dass  die  Masse  fi,  der  Materie  als 
unendlich  klein  gegen  diejenige  des  Aethers  angenommen  werden  soll, 
können  wir  dadurch  Termeideu,  dass  wir  fi,  auffassen  als  die  Dichtig- 
keit einer  Aeihermasse^  die  an  den  ponderablen  Molecülen  haftet  und 
durch   die  Lichtwelle  zum  Mitschwingen  veranlasst  wird. 

Bei  diesen  Voraussetzungen  sind  die  Variationen  von  F  bei  ver- 
ändertem n,  sowie  auch  der  Werth  von  G  klein  gegen  Fj  und  es 
kann  deshalb  nach  (8)  und  (8a)  näherungsweise 

A  =  ^  '!  =  ^l  (9) 

gesetzt  werden.  Danach  ergiebt  sich  für  k^  wenn  man  in  F  nur 
die  endlichen  Grössen  berücksichtigt, 

Es  ist  somit  k  im  Allgemeinen  von  der  Ordnung  von  B^^  aber  für 
gewisse  Werthe  von  n,  nämlich  wenn 

n^  =  ?-'-  +  h  =  v^  (9a) 

ist,  oder  diesem  Werthe  sehr  nahe  liegt,  wird  der  Absorptions- 
coefficient  von  einer  höheren  Grössenordnung:  Für  jenen  Werth  von 
n  ist  nämlich 

k-^        ^  ^'  nn\ 

In  der  Gegend  des  Spectrums,  wo  n  =  t;  ist,  wird  also  die  Absorption 
viel  stärker,  als  an  allen  anderen  Stellen  -,  in  dem  Spectrum  einer  leuch- 
tenden Linie,  deren  Licht  durch  eine  Platte  aus  unserer  Substanz  ge- 
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gangen  ist,  erscheint  daher  an  der  durch  jenen  Werth  von  n  be- 
stimmten Stelle  ein  schmaler  Absorptionsstreifeu. 

Was  die  Aenderungen  betriifft,  welche  ^,  d.  h.  F  erleidet,  wenn  n 

variir^,  so  ist  in  hinreichender  Entfernung  vom  Absorptionsstreifen, 
d.  h.  von  dem  Werthe  n  =  v 

wo  (11) 

^  -  p; ""  Im?^^ 

ist,  da  man  unter  der  gemachten  Voraussetzung  R^^  im  Nenner  von  F 
in  (8)  fortlassen  kann ;  mit  Hülfe  der  aus  (11)  sich  ergebenden  Gleichung 

^  '  (In  p«  ■  vp,  f  (ji,n«  -  ^,)«/ 

folgt  dann  leicht,  dass  die  Aenderungen  von  -,  in  hinreichender  Ent- 
fernung  vom  Absorptionsstreifen  überall  von  der  Ordnung  von  Pj  sind, 

und  ferner  dass  ^  mit  n  zugleich  wächst. 

In  der  Nähe  des  Absorptionsstreifens,  d.  h.  für 

n  =  V  -{-  —    also    n'^  =  v^  -{-  v£ y 

wo  €  eine  hinreichend  kleine  Grösse  bedeutet,  kann  in  dem  Ausdrucke 
von  F  das  zweite  Glied  gegen  das  dritte  vernachlässigt  werden,  und 
man  erhält,  wenn  man  überall  nur  die  unendlich  kleinen  Grössen 
höchster  Ordnung  berücksichtigt, 


KF  — 

K 

=  ^  - 

P,« 

„2 

(l«l 

[L.n^-Hx'-T,                            P,*          la.g 
P,«      1 

wo 

9\ 

1     -Ri' 

ist.    Maxi 

mum 

und  Minimum  von  f*  ergeben  sich  also  aus  der  Gleichung 

'^'-0. 

d.  h.  für 

oder  für 

„2  _  ^2     ,     ^1    .  ^ 

und    liefern  für  —  die  Werthe 

es  entspricht  somit  das  Maximum  dem  kleineren,   das  Minimum  dem 
grosseren  Werthe  von  n^. 

12* 


180  Zehnte  Vorleencg. 

Es  wird  daher  -r ,  also  auch  — ,  als  Function  von  n  durch  eine 
Curve  Yon  nachstehender  Gestalt  dargestellt  werden 


Fig.  IS. 


roth  I)  K  G    ^  violett 

Bei  Fuchsin  liegt  nach  Christiansen  das  Maximum  der  Absorption 
etwa  bei  E^  das  Maximum  des  Brechungsverhältnisses  (1,561)  bei  Z>, 
das  Minimum  (1,285)  bei  G. 

Man  kommt  auf  den  Fall  der  normalen  Dispersion,  wenn  man  den 
Absorptionsstreifen  ins  Ultraviolette  gehen  lässt,  also  v  sehr  gross,  d.  h. 
fti  sehr  klein  annimmt.  Es  gilt  dann  für  das  ganze  sichtbare  Spectrnm 
die  Gleichung  (11).  Nimmt  man  in  ihr  fi^  sehr  klein  an  und  setzt  überdies 

^,-=0, 

so  kommt  man  zu  einer  gebräuchlichen  und  vielfach  bewährten  Inter- 
polationsformel für  die  normale  Dispersion,  welche  von  Cauchy  auf- 
gestellt worden  ist;   man  hat  nämlich  zunächst 

c« 


oder,  wenn  man  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  (i^n^  entwickelt 
und  nur  die  erste  berücksichtigt , 


K 


und  hieraus  folgt 


;,  =  ./  +  Bn\ 
1  =  ö  +  bn\ 


{12) 

wo  a  und  b  von  n  unabhängig  sind. 

Unter  den  Körpern  mit  anomaler  Dispersion  zeigen  viele  mehrere 
Absorptionsmaxima.  Man  kann  diese  Erscheinung  erklären  ^  indem 
man  statt  des  einen  Systems  ponderabler  Molecüle,  das  wir  bis  jetzt 
angenommen  und  auf  welches  wir  den  Index  1  bezogen  haben,  deren 
mehrere  voraussetzt;  wir  wollen  das  thun  und  sie  durch  die  Indices 
1,  2  .  .  .  bezeichnen.  Von  den  Bewegungsgleichungen  sind  dann  die- 
jenigen, welche  sich  auf  die  x-Componenten  derVerrückungen  beziehen 

IL     f^^  =  KJU  +  P,   (t/,   -  tl)  +  P,  (M,  -  11)  +  .  .   . 


ft,  1;^  =  -  B,  u,  -  Ä,  1^*  +  A  (t/  -  u,) 

C)*f*t    TT 

^2   ^t*   —         n2^'i  ' 


C13) 


R,  ^^  +  P,  («  -  «,) 
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Zu  diesen  Gleichungen  kommen  die  entsprechenden  für  die  Grossen 
V  und  Wy  sowie  die  Bedingung 

U+H  +  'ä-"  (w.) 

hinzu.  Allen  diesen  kann  man  genügen,  indem  man  jede  der  Ver- 
rückungscomponenten  gleich  einer  mit  6  multiplicirten  Constanten 
setzt,   wo  wieder 

ist;  dabei  ist  dann  /  aus  der  Gleichung 

Ä'?  +  ^«2  —  />,  -  i>2 ^  -^** 


f*in*  —  Hi  —  P^-^-  inJBj 

zu  bestimmen. 

An  diese  Gleichungen  lassen  sich  ganz  ähnliche  Schlüsse  knüpfen^ 
wie  an  die  vorher  betrachteten  einfacheren:  Man  findet  jedem  Index 
entsprechend  ein  Absorptionsmaximum;  geht  man  im  Spectrum  in 
der  Richtung  von  Roth  zu  Violett  fort,  so  ist  vor  einem  jeden  dieser 
Streifen  das  Brechungsverhältniss  vergrössert^  hinter  ihm  verkleinert. 

§4. 

Es  ist  in  §  2  darauf  hingewiesen  worden ,  dass  die  Absorption 
von  Einfluss  auf  die  Brechung  ist;  wir  wollen  jetzt  näher  darauf 
eingehen  und  zeigen^  dass  für  den  Uebergang  in  ein  absorbirendes  Mittel 
das  SnelFsche  Gesetz  nicht  gilt,  oder  dass  hier  das  Brechungs- 
verhältniss,  d.  h.  das  Verhältuiss  zwischen  dem  Sinus  des  Einfalls- 
winkels und  dem  Sinus  des  Brechungswinkels ,  vom  Einfallswinkel 
abhängig  ist. 

Für  ebene  Wellen,  die  in  einem  absorbirenden  Mittel  fortschreiten, 
können  wir,  wie  wir  es  gethan  haben,  eine  jede  Yerrückungscompo- 
nente  gleich  dem  reellen  Theile  von  Aa  setzen,  wo  A  eine  complexe 
Constante  bedeutet, 

» 

ist,  und  wo  /  und  tp  ebenfalls  complexe  Grossen  sind.  Auf  einen 
solchen  Ausdruck  wird  ohne  Zweifel  eine  jede  Theorie  für  nicht  durch- 
sichtige Körper  führen  müssen.  Stösst  das  Mittel  in  der  Ebene  z  =»  0 
an  den  leeren  Raum,  ist  ferner  in  diesem  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  gleich  Eins,  und  fallen  Wellen  mit  dem  Einfallswinkel  q>'  auf 
unser  Medium,  so  gelten  für  dieses  die  Gleichungen  (5),  und  es  muss 

in  sin  g>'  =^  l  sin  g>  (16) 

sein;   ist  endlich  für  das  absorbirende  Mittel  z  positiv,  so  ist  aus 
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dem  a.  a.  0.  dargelegten  Unuide  das  Vorzeichen   fon  cos  ^    so    zu 

wählen,  dass 

der  reelle  Theil  von  l  cos  9  negativ  ist,  (16at 

Um  nun  den  reeilen  Theil  von  a  zu  bilden  und  damit  ein  Urtheil 
über  die  in  dem  absorbirenden  Mittel  fortschreitenden  Wellen  zu 
erhalten,  setze  man 

in  ^         ' 

wobei  dann  nach  unserer  früheren  Bezeichnung 

isty  wo  also,  da  Ar,  n  und  c  positiv  sind,  ^  im  ersten  Quadranten   lie^ 

Femer  möge 

cos  q>  «I  Qe*'^  =  ^(cosd  +  isinO) 

gesetzt  werden;  es  sind  dann  q  und  ^  durch  ^16)  und  (16a)  eindeutig 

bestimmt.     Dann  ist 

/  sin  9  =»  in  sin  q>' 

l  cos  ip  ^^  in  ÖQ  e*^"^^^ 

—  in  ÖQ  (cos  iß  +  ^)  +  I  sin  {ß  +  9^)  , 

und  hier  muss  wegen  (l6a)  derjenige  Werth  yon  d  gewählt  werden, 
für  welchen  sin  (ß  +  ^)  positiv  ist. 

Der  reelle  Theil  von  0  wird  hiemach 

g-,nbi>nui,i-^»)  COS  W  (x  siu  9'+  ZÖQ  COS  i/3  +  d")  —  /)  ; 

schreiben  wir  denselben  in  der  Form 

WO  also 

Bin  '^ 

— "  =  sm  a> 
y 

ist,  so  stimmt  er,  abgesehen  von  der  multiplicatiyen  Exponential* 
grosse,  überein  mit  dem  Ausdruck  der  Verrückungen  bei  Lichtwellen, 
die  in  einem  durchsichtigen  Mittel  fortschreiten.  ^  wäre  dann  der 
Brechungswinkel,  y  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  und 

1    an  cp' 

y  bin  ip 

das  Brechungsverhältniss.  Diese  Namen  gebraucht  man  auch  hier. 
Es  fallen  diese  Grössen  mit  9,  c  und  —  zusammen,  wenn  /  rein  imaginär, 
also  A;  OB  0  ist,  wenn  somit  keine  Absorption  stattfindet,  da  alsdann 

I X  »in  (p-{-i  CO»  tp        \ 
0^C      ^  ''  ' 
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ist  und  ip  reell  wird;  sonst  hängt  das  Brechungsverhältuiss  von  q)' 
ab,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll. 

Für  das  Brechungsverhältniss  ergiebt  sich  aus  (17)  die  Gleichung 

^  =  b^Q'^  cos2  (j3  -j-  ^)  +  sin«  (p\ 

Um  nun  seine  Abhängigkeit  Ton  dem  Einfallswinkel  9'  explicite  dar- 
zustellen, setze  man  für  den  Augenblick 

(7  =  &^  cos  (/5  +  d),      5  =-  bQ  sin  {ß  +  a-), 
so  dass 

l  =  C-''  +  8in>' 

ist.     Zur  Bestimmung  von  C  und  S  hat  man  dann  die  Gleichung 

(^C  +  isy  =  ö'(>2g«(/*+^)»  =  b^e^i^i  (1  _  sin«  g?) 

==  h'^e^tii  —  sin^  9', 

welche,    wenn    man   auf  beiden  Seiten  das  Reelle  vom   Imaginären 
trennt,  für  C  und  S  die  Bestimmungsgleichungeu  liefert 

C^  ^S^  =  b^  cos  2ß  —  sin2  g?' 

2^5  =  ^2  sin  2/5;  ^^^^^ 

aus  ihnen  ergie])t  sich  durch  Elimination  von  S 

4^2  (^2  _  j2  eos  2/5  +  sin2  9')  =  ^*  sin^  2/5, 

eine  Gleichung,  deren  einzige  positive  Wurzel 


2(P  =  &2  cos  2/5  —  sin«  9'  +  j/(ö'^  cos  2/5  —  sin«  9')«  +  ö*  sin«  2/5 
ist.    Berechnet  man  hieraus  -;  und  setzt  zugleich  nach  (16  b) 

ö'cos2/J=.-S  +  i         b'am2ß^2^^, 

so  ergiebt  sich  für  das  gesuchte  Brechungsverhältniss  die  folgende 
Gleichung 

y«  =  r«  -  n«  +  «^^  9>   +  Kl?  -  ;^«  -  sin^9>;  +  4-,  -,.       (18) 

Für  gj'  «=  0  ist  hiernach  y  =  c,  und  dasselbe  gilt,  wie  bereits  erwähnt 
wurde,  allgemein  für  A;  =  0.  Für  die  anomal  dispergirenden  Medien 
ist  Je  noch  so  klein,  dass  selbst  für  beträchtliche  Werthe  von  9'  sich  y 
nicht  merklich  verschieden  von  c  ergiebt,  wie  Herr  fVernicke  aus 
dieser  Formel  fQr  festes  Fuchsin  nachgewiesen  hat.*) 

§  5- 

Schon  bei  den  anomal  dispergirenden  Körpern  hat  es  seine 
Schwierigkeit,  das  Licht,  welches  dieselben  durchdrungen  hat,  zu 
beobachten,  weil  es  durch  Absorption  zu  sehr  geschwächt  ist.    Noch 

*;  Monataberichte  der  Berliner  Akademie,  November  1875. 
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schwerer  ist  dies  bei  den  Metalleu,  die  noch  in  höherem  Grade 
undurchsichtig  sind.  Aber  mit  Leichtigkeit  lässt  sieh  hier  das  re- 
ilectirte  Licht  beobachten ,  und  auch  bei  diesem  macht  sich  der 
Einfiuss  der  Undurchsichtigkeit  in  eigenthQmlicher  Weise  geltend. 
Während  nämlich  bei  partieller  Reflexion  an  durchsichtigen  Korpem, 
von  kleinen  Abweichungen  abgesehen,  geradlinig  polarisirtes  ein- 
fallendes Licht  immer  wieder  als  geradlinig  polarisirtes  Licht  zurück- 
geworfen wird,  ist  dasselbe  bei  der  Reflexion  au  Metallen  im  Allgemeinen 
elliptisch  polarisirt.  Nur  wenn  die  Schwingungen  im  einfallenden 
Lichte  parallel  oder  senkrecht  zur  Einfallsebene  stattfinden,  gilt  das- 
selbe von  den  reflectirteu  Wellen;  es  ist  das  eine  noth wendige  Folge 
der  dann  stattfindenden  Symmetrie  in  Bezug  auf  die  Einfallsebeue. 

Ist  nun  das  einfallende  Licht  in  irgend  einem  Azimuth  polarisirt, 
so  kann  es  in  zwei  üompouenten  von  gleicher  Phase  zerlegt  gedacht 
werden,  deren  Polarisationsebeuen  parallel  und  senkrecht  zur  Einfalls- 
ebene sind;  jede  von  diesen  giebt  eine  Componente  des  reflectirten 
Lichtes  von  entsprechender  Polarisationsebene.  Da  diese  sich  zu  ellip- 
tisch polarisirtem  Lichte  zusammensetzeu^  so  müssen  sie  einen  Phasen- 
unterschied besitzen ;  jede  der  beiden  Componeuteu  muss  also  bei  der 
Reflexion  eine  Phasenäudetung  erleiden,  die  für  beide  verschieden  ist. 
Beim  Studium  der  Metallreflexiou  hat  man  demnach  nur  für  einfallendes 
Licht,  das  parallel  oder  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt  ist  und 
die  Amplitude  Eins  besitzt,  die  Amplitude  und  die  durch  die  Reflexion 
bewirkte  Phasenänderung  des  reflectirten  Lichtes  zu  bestimmen. 

Die  Schwierigkeit,  die  es  hat,  dieses  durch  die  Theorie  zu  leisten, 
liegt  in  den  Grenzbedingungen,  die  man  in  befriedigender  Weise  bis- 
her nicht  hat  aufstellen  können.  Formeln  für  die  soeben  erwähn- 
ten Grössen,  die  mit  vielen  Beobachtungen  in  genügender  Ueber- 
einstimmung  sind,  hat  ab^r  schon  Cauchy  angegeben,  und  man  gelangt 
zu  diesen  durch  die  Hypothese,  dass  hier  dieselben  linearen  Grenz- 
hedingungen  gelten,  wie  für  die  Reflexion  und  Brechung  bei  durch- 
sichtigen Mitteln. 

Wir  kehren  zur  Betrachtung  dieses  Falles,  den  wir  in  der  achten 
Vorlesung  ausführlich  untersucht  haben,  noch  auf  einen  Augenblick 
zurück  und  stellen  die  Gleichungen  der  Bewegung  für  ihn  in  etwas 
anderer  Weise  dar,  als  dies  dort  geschah.  In  der  Ebene  z  es  0  grenze 
ein  durchsichtiges  Mittel  an  den  leeren  Raum ;  für  diesen  sei  r  <  0, 
für  jenes  z  >  0,  In  dem  leeren  Räume  sind  einfallende  Wellen  vor- 
handen, die  parallel  oder  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt  sind; 
ip  sei  der  Einfallswinkel,  q>'  der  reelle  Brechungswinkel;  die  Geschwin- 
digkeit des  Lichtes  im   leeren  Räume  sei  gleich  Eins,  die  in  dem 

Mittel  gleich  c,  und  es  werde  /  =«  i  —  gesetzt,  so  dass 

in  sin  g?  =  /  sin  g?'     und     cos  gp'  >  0  (19) 
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ist.  Endlich  seien  ög,  ör  und  ö'  die  Yerrückungen  in  den  einfallenden, 
den  refieetirten  und  den  gebrochenen  Wellen.  Den  Differential- 
gleichungen und  den  Grenzbedingungen  genügt  man  dann  durch 

rf*     _^        ^  («  sin  y  4- =  C08  y  —  ')  «« 

<y^  =  Ä  ^  ^-^  ■*"  V  "  =  ^^^  V  -^"^J  * "  (20) 

0  '  __  Di'K^  sin  *P'  4-  *  cos  (p)  —  t  in 
WO 

i*   =^  — : ; i TT  , 

oder  (20  a^ 

»       tg  (y  —  y') 

tg  ly  +  y  ) 

ist,  je  nachdem  das  Licht  parallel  oder  senkrecht  zur  Einfallsebeue 
polarisirt  ist;  und  wo  D  zwei  gewisse  Werthe  hat^  die  wir  hier  nicht 
angeben  wollen.  Diese  Losung  der  betreffenden  Gleichungen  ist  complex ; 
da  dieselben  aber  sammtlich  linear  sind  und  nur  reelle  Coefficienten 
enthalten,  so  erhält  man  eine  reelle  Lösung,  wenn  man  (T«,  ör,  o' 
den  reellen  Theilen  der  in  (20)  aufgestellten  Ausdrücke  gleichsetzt; 
dabei  wird  dann  die  Amplitude  des  einfallenden  Lichtes  gleich  Eins, 
die  des  refieetirten  gleich  R, 

Nun  sei  das  Mittel  ein  absorbirendes.  Die  Differentialgleichungen 
für  den  leeren  Raum  sind  dann  dieselben  wie  früher  und  werden 
durch  die  für  6^  und  6r  aufgestellten  Ausdrücke  nach  wie  vor  erfüllt, 
dagegen  gelten  andere  Gleichungen  für  das  absorbirende  Mittel;  wir 
nehmen  jedoch  an,  dass  sie  durch  den  für  ö'  aufgestellten  Aus- 
druck erfüllt  werden,  wenn  nur  die  dort  auftretende  Constante  / 
passend  bestimmt  ist.  Diese  ist  dann  complex  und  das  aus  (19)  zu 
bestimmende  (p'  ebenfalls;  da  es  auch  cos  (p'  ist,  so  verliert  die  vor- 
her aufgestellte  Bedingung,  dass  diese  Grösse  positiv  sein  soll,  ihren 
Sinn;  wir  ersetzen  sie  durch  die,  dass  der  reelle  Theil  von  /  cos  q>' 
negativ  sei,  so  dass  für  z  =  -f-  cx>  der  Ausdruck  ö'  verschwindet 
und  nicht  unendlich  gross  wird.  Da  wir  annehmen  wollen,  dass 
die  Grenzbedingungen  für  den  opaken  Körper  dieselben  sind,  wie 
für  den  durchsichtigen,  so  stellen  dann  die  Ausdrücke  für  <T^,  <Tr,  ö' 
eine  complexe  Lösung  der  jetzt  geltenden  Gleichungen  dar,  ihre 
reellen  Theile  also  eine  reelle.    Setzen  wir  jetzt  in  (20  a) 

R  «  re^^,  (21) 

und  bezeichnen  wir  die  reellen  Theile  von  6c  und  Or  nunmehr  mit 
We  und  Wrj  so  ergiebt  sich 

ö^  s=     cos  {x  sin  9  -|-  z  cos  (p  —  Cjn 

—  f  \  (21a) 

a^  =  r  cos  [(x  sin  g?  —  z  cos  (p  —  0  ^  "f*  ^/  5 

es  ist  also  r  die  Amplitude,  ö  die  durch  die  Reflexion  bewirkte 
Phasenänderung  der  refieetirten  Wellen.    Man  hat  hiernach,  um  diese 
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Grosseu  für  jede  der  beiden  Polarisationsarten  zu  findeu,  nur  die  beiden 
Ausdrücke  von  R  in  (19a)  auf  die  Normalform  complexer  Grossen  zu 
bringen.     Wir  wollen  die  hierzu  nöthige  Rechnung  durchfahren. 

Gebrauchen   wir   die  analogen  Bezeichnungen ,  wie  im  vorigen 
Paragraphen,  so  ist  wegen  (19) 

""  9^  =  ^,e^^       cos  9>'—  P^^,  (22) 

8in  <p  T  sr        7  V       / 

wenn  wieder 

gesetzt  wird,  b  und  ß  nehmen  wir  hier  als  gegeben  an,  es  sind  das  Con- 
stanten des  Metalles*,  weiter  ist  der  Einfallswinkel  (p  beliebig  gegeben; 
Q  und  d-  kann  man  dann  aus  den  beiden  Gleichungen  (17a)  be- 
rechnen, welche,  wenn  man  in  ihnen  für  C  und  S  ihre  Werthe  setzt, 
übergehen  in 

b^  Q^  cos  2  (^  +  -^)  =  b'^  cos  2  /J  —  sin«  9 

b^Q^  siu  2{ß  +  ^)  «  b"^  sin  2/J;  ^^^^ 

hieraus  folgt  leicht 

b'^Q^  cos  (2^  +  jS)  =  (*2  -  sin«  tp)  cos  ß  ^  . 

b^  Q'  sin  (2^  +  ß)=-  {b'^  +  sin«  9)  sin  ß. 
Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  p«,  so  erhält  man 

sin*  (p 

ctg  (2^  +  ß)^  ctg  ß  ^-  ~  -^  ^  -  ctg  ^  cos  2  arctg**-^^^  ,      (24) 

da  allgemein 

cos  2  a;  =  ^7*  »-,     also  --"7^. ««  cos  2  arctgy 

ist.    Hieraus  ist  %'  bequem  zu  berechnen,  und  dann  ergiebt  sich  für  q 

9  sin  2Ö  ,04    \ 

^  sin  2  (ß  +  'Ö')  ^         ' 

Ua  somit  sin  (p'  und  cos  9'  bekannt  sind,  so  lässt  sich  R  in  den 
beiden  zu  betrachtenden  Fällen  (20  a)  auf  die  Normalform  complexer 
Grossen  bringen,  r  und  6  sind  somit  gefunden. 

Die  wirkliche  Berechnung  dieser  beiden  Grössen  wird  beträcht- 
lich vereinfacht  durch  die  folgende  Ueberlegung:  In  den  beiden  zu 
betrachtenden  Fällen  lässt  sich  A,  wie  gleich  gezeigt  werden  soll, 
folgendermassen  schreiben 

ac'y  -  1 


R  =  re'^  = 


ae' 


+  1' 


bringt  man  nun  die  linke  und  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  auf 
die  Normalform  einer  complexeu  Grösse,  und  trennt  in  der  so  sich 
ergebenden  Gleichung 
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r  (cos  0  +  t  sin  d)  «=  -  ,  ,    '  ,   / 

das  Reelle  vom  Imaginären;  so  ergeben  sich  zur  Bestimmung  Ton  r 
und  d  die  beiden  Gleichungen 

r  cos  o  ==  -,-,--, ,  , 

o*  +  2  a  C08  y  +  1 
.      »  2  a  sin  y 

r  Sin  0  =  -i— r  „  -       — t  "t  • 
a*  +  2a  coBy  +  l 

Es  ist  also 

2  ^  (a«  +  1)  -  2a  cosy  ^ a^+ji^^^"^ 

^  (a»+ l)  +  2oco8y  ,    ,     '2a 

«'+^  [2b) 

1     jt  2a       . 

Der  Ausdruck  für  r^  lässt  sich  nun  zunächst  auf  zwei  Arten  in 
einer  für  die  logarithmische  Berechnung  sehr  bequemen  Form  dar- 
stellen:   Aus  der  bekannten  Gleichung 

2tgx 


sin  2x  = 


l  +  tg'a; 
folgt  nämlich  für 

tg  X  =3  a ,    also  für  a;  =  arctg  a 

-^J-^«8m2arctga. 

Den  für  r^  gefundenen  Ausdruck  kann   man  somit  folgen dermassen 
schreiben 

wenn  (26) 

2a 

tg t;  =    tZiTl  ^^^ y  '*"  ®^^ 2arctg a  cos y 
gesetzt  wird.     Berücksichtigt  man  andererseits  die  Identität 

.    o  1  —  cos  2«; 

tg2  ^  =-  

°  1  +  C08  2f«7' 

so  erhält  man  für  r  die  zweite  Darstellung 

r  =  tg  m;    für    cos  2t(;  «=>  cos  y  sin  2  arctg  ^r.  (27) 

Was  den  Ausdruck   von  tg  8  betrifft,   so  verwandelt  sich  dieser  bei 
Benutzung  der  identischen  Gleichung 

^g  2^  =  i4^^    ^^®'  ^^"^     i~d^  '^  tg 2arctg a 
in 

tg  d  =  —  sin  y  tg  2  arctg  a.  (28) 

Ist  das  einfallende  Licht  nun  zunächst  parallel  der  Einfallsebene 
polarisirt,  so  ist 
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sin  qp  cos  <p 


sin  fqp  —  <p')        sinqp'cosfp 


sin  (qp  +  <p')        ßin  qp  cos  V*    i^  - ' 

sin  qp'  cos  qp 

oder  mit  Berücksichtigung  von  (22) 

cos  qp 

hier  ist  also 

COa  qp '  '  r      \ 

ZU  setzen,  und  für  rp  und  dp  ergeben  sich  die  Gleichungen 

wenn 

tg  t;  =  cos  {ß  +  d)  sin  2  arctg  -^^^^?-  (29) 

gesetzt  wird,  und 

tg  *, sin  (ß  +  »)  tg  2  arctg  -^^^- . 

Ist  das   Licht  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt,   so  ergiebt 

sieh  leicht 

sin  qp  cos  qp    ^ 

D    y.  ^(j  tg  (qp  —  qp')  sin  2qp  —  sin  2qp' sin  qp'  cosqp' 

'  *  ig  (V  +  qp ')         sin  2  qp  4"  öiD  2  qp '         ein  qp  cos  qp      t^** 

d.  h.  es  ist  sinqp'  cosqp'    "" 

2>^0S  qp  ^,(^-^)  _  j 


hier  muss  also 


6  COMP  g.(^-^)  ^  j  ' 


6  cos  qp 


a  = z:         y  =  ß  —  ^ 

gewählt  werden,  man  erhält  somit  für  r,  und  d,  die  Gleichungen 

r,^  =  ctg(i;  +  |), 
wenn 

tg  V  =  cos  (/?  -  '^)  sin  2  arctg  ^-^^5^  (29a) 

ist,  und  ^ 

tg  *,  =  -  sin  (/5  —  ^)  tg2arctg^-^5;^. 

r 
Von  besonderem  Interesse  ist  das  Verhältniss  —  und  die  Diflferenz 

S,  —  dp^  da  diese  sich  verhältnissmässig  leicht  experimentell  bestimmen 
lassen.  Zunächst  kann  man  nämlich  den  Phasenunterschied  der  beiden 
Componenteu  mit  Hülfe  eines  Apparates  ermitteln,  der  nun  beschrieben 
werden  soll.  Es  giebt  Substanzen,  auf  welche  wir  schon  in  der  nächsten 
Vorlesung  näher  eingehen  werden,  die  doppeltbrechende  oder  krystalli- 
nische  heissen.    Geht  durch  eine  Platte  einer  solchen  Substanz  Licht, 
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SO  kann  dasselbe  von  zwei  verschiedenen  Arten  sein ,  nämlich  das 
sogenannte  gewöhnliche  und  das  ungewöhnlicJie  Licht.  Es  sind  diese 
in  zwei  auf  einander  senkrechten  Richtungen  geradlinig  polarisirt, 
und  sie  pflanzen  sich  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fort.  Lassen 
wir  nun  das  von  dem  Metalle  reflectirte  Licht  senkrecht  durch  eine 
solche  Platte  hindurchgehen ^  und  zwar  so,  dass  die  Polarisations- 
richtungen derjenigen  Wellen,  welche  sich  in  ihr  fortpflanzen  können, 
in  der  Einfallsebene  und  senkrecht  zu  ihr  liegen,  so  gehen  die  beiden 
Componenten  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  durch  die  Platte  hin- 
durch, und  je  nach  der  Dicke  derselben  wird  ihr  Phasenunterschied 
geändert  werden.  Wäre  es  nun  möglich,  die  Dicke  und  damit  auch 
den  Phasenunterschied  stetig  zu  ändern,  so  würde  man  den  ursprüng- 
lichen Unterschied  auch  gerade  aufzuheben  im  Stande  sein.  Es  giebt 
nun  eine  Anordnung  des  Versuches,  welche  diesen  Zweck  zu  erreichen 
gestattet,  diejenige  nämlich,  dass  die  Platte  aus  zwei  spitzen  gegen 
einander  verschiebbaren  Prismen  besteht,  die  Theile  einer  und  der- 
selben Erystallplatte  sind,  und  zusammengesetzt  diese  wieder  ergeben 
würden.  Es  wirken  dann  die  beiden  Theile  zusammen  gerade  so  wie 
eine  Platte,  und  hier  kann  man  durch  geeignete  Verschiebung  be- 
wirken, dass  die  resultirende  Platte  gerade  diejenige  Dicke  erhält, 
für  welche  der  Phasenunterschied  der  beiden  Componenten  gegen- 
einander aufgehoben  wird.  Ist  das  der  Fall,  so  ist  der  reflectirte 
Strahl  nach  dem  Durchgang  nicht  mehr  elliptisch,  sondern  gerad- 
linig polarisirt.  —  Ob  aber  ein  Strahl  elliptisch  oder  geradlinig 
polarisirt  sei,  lässt  sich  leicht  entscheiden  mit  Hülfe  einer  sogenannten 
Polarisationsvorrichiungj  eines  Nicof sehen  Prismas,  oder  einer  Turmalin- 
platte^  wie  wir  in  der  vierzehnten  Vorlesung  näher  darzulegen  haben 
werden.  Das  Kennzeichen  ist  das,  dass  wenn  ein  geradlinig  polari- 
sirter  Strahl  durch  eine  solche  Vorrichtung  geleitet  wird,  er  bei  passen- 
der Drehung  derselben  vollständig  ausgelöscht  wird,  während  von 
elliptisch  polarisirtem  Lichte  bei  jeder  Lage  des  Apparates  immer  noch 
ein  Theil  hindurchgelassen  wird.  Da  nun  aus  der  Dicke  der  Eiystall- 
platte,  welche  nöthig  ist,  um  die  Phasendifferenz  der  beiden  Com- 
ponenten aufzuheben,  unmittelbar  auf  diese  selbst  geschlossen  werden 
kann,  so  hat  man  ein  einfaches  Mittel,  um  ög  —  Sp  zu  bestimmen. 

Um  dieselbe  Aufgabe  für  das  Verhältniss  der  Amplituden  —  zu  lösen, 

lasse  man  Licht,  welches  im  Azimuth  von  45^  geradlinig  polarisirt 
ist,  unter  dem  Winkel  q>  auf  die  Platte  auffallen.  Dann  sind  die 
Amplituden   der  Componenten,    welche   parallel   und    senkrecht   zur 

Einfallsebene  schwingen,  einander  gleich,  das  Amplituden  verhältniss 

r 
der  Componenten  des  reflectirten  Lichtes  ist  mithin  — .    Hebt  man  also 

die    Phasendifferenz  S,  —  äp    durch  Einschaltung  der  Krystallplatte 
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auf,  so  erhält  man  geradlinig  polarisirtes  Licht,  -für  welches  die  trigono- 
metrische Tangente  des  Polarisatiousazimuthes  geradezu  gleich  —  ist; 

es  ist  also  auch  dieses  Verhältniss  leicht  experimentell  zu  bestimmen. 
Um  nun  diese  Grössen  zu  berechnen^  gehen  wir  ans  von   der 
Gleichung 


B,        r. 

,.(*.- 

-V 

cos  <p  cos  <p 
cos  (<p  4~  <P ')         B^°  <p  frin  <p ' 
cos  (qp  —  tp  )        cos  qp  cos  qp'  ,  , 

sin  qp  sin  <p ' 

sin'  ip 

C08  V    ^■,^+,, 

^  sm*  qp                   ' 

Hier  ist  also 


1        cos  qp  /•     I     Q. 


zu  setzen,    bei    Berücksichtigung  von    (27)  und    (28)   ergeben    sich 
mithin  für  die  gesuchten  beiden  Grossen  die  Gleichungen 

wenn 

cos 2h  =  cos  iß  -{- d)  sin  2arctg  bg  ^.\*^ 
wird,  und  (^29  b") 

tg  (*.  -  *p)  -=  -  sin  (/3  +  *)  tg  2arctg  ftp  ^  l  • 

Alle  diese  auf  die  Metallreflexion  bezüglichen  Formeln  sind  zu- 
erst von  Cauchy,  aber  ohne  Beweis,  gegeben  worden.  Gestützt  auf 
Andeutungen  Cauchj^s  hat  sie  Eisenlohr*)  abgeleitet. 

Statt  der  Constanten  h  und  ß  pflegt  man  zwei  andere  einzuführen, 
die  der  Beobachtung  leichter  zugänglich  sind.  Die  eine  ist  ein  ge- 
wisser Einfallswinkel,  der  dem  Polarisationswinkel  bei  durchsichtigen 
Substanzen  entspricht,  von  Brewster  auch  mit  demselben  Namen  be- 
legt ist,  jetzt  aber  gewöhnlich  Haupteinfallswinhel  genannt  wird;  es 
ist  das  der  Werth  O  von  g?,  für  welchen 

Sp  -  *.  =  f 

ist;  die  zweite  der  beiden  neuen  Constanten  ist  der  diesem  Einfalls- 
winkel entsprechende  Werth  des  Bogens  A,  der  H  heissen  möge.  Er 
wird  das  Haupiazimuth  genannt  und  ist  das  Azimuth  der  Polari- 
sationsebene des  reflectirten  Strahles,  falls  die  Phasendifferenz 
seiner  Componenten  aufgehoben  wird  und  der  unter  dem  Haupt- 
einfallswinkel O  eintretende  Strahl  im  Azimuth  von  45^  polarisirt  ist. 

*)  Poggendorff^s  Annalen  Bd.  104. 


I 

j 
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Es  ist  leicht,  die  in  (22)  eiDgeführten  Constanten  b  und  ß  darch 
die  Grossen  O  und  H  auszudrücken.  Die  für  den  Haupteinfallswinkel  (Z> 
geltende  Bedingungsgleichung 

tg  {dp  —  *,)  =  cx) 

liefert  nänflich  zunächst  mit  Hülfe  der  zweiten  Gleichung  (29  b)  die 
Relation 

b    =  -^-^  C30^ 

"  C08  0  '  ^       ' 

und  aus  ihr  folgt  bei  Berücksichtigung  der  ersten  Gleichung  (29  b) 

cos2ä  =  cos(/3  +  '^), 
d.  h. 

2ll  =  ß-{-^,  (30a) 

Die  Grossen  q  und  d^  sind  hier  aus  den  Gleichungen  (23)  zu  bestimmen, 

welche  sich  mit  Rücksicht  auf  (30)  und  (30a)  folgendermassen  schreiben 

lassen 

b'^  cos  2  j3  =  tg^  O  (sin^  O  cos  4//  -(-  cos^  *) 

b'^  sin  2ß  =  tg2  0  sin«  O  sin  4^.  ^^^^ 

£liminirt  man  aus  ihnen  zunächst  ß,  indem  man  sie  quadrirt  und 
addirt,  so  ergiebt  sich  für  b  die  Gleichung 

b*  =:  ig*0  {sin*  O  +  2sin«  O  cos«  (2>  cos  4//  +  cos*  0} 
=  tg'0(l  -sin«  2*  sin«  2^). 

Führt  man  jetzt  den  Hülfswinkel  %  durch  die  Gleichung 

sin  %  =  sin  2 0  sin  2Z? 

ein,  so  geht  die  Gleichung  ßir  b  über  in 

^  =  tg  a>  j/^slc ,  (32) 

und  mit  Hülfe  von  (31)  erhält  man  für  ß  die  Bestimmungsgleichung 

sin  2/5  =  tg  O  tg  ;c  cos  2  ff.  (32a) 

Die  Zweideutigkeit,  ob  2/3  im  ersten  oder  zweiten  Quadranten  zu 
nehmen  ist,  entscheidet  sich  nach  dem  Vorzeichen  von  cos  2/3,  welches 
sich  aus  (31)  leicht  bestimmt;  lilhrt  man  hier  nämlich  %  an  Stelle 
von  &  an,  so  ergiebt  sich 

cos  X  cos  2/5=1—  2sin«  0  sin«  2 Ä; 

da  nun  cos  %  positiv  sein  muss,  widrigenfalls  sich  ein  imaginärer 
Werth  für  b  ergäbe,   so  ist  cos  2/3  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 

sin  O  sin  2^  kleiner  oder  grösser  als  ^ 
ist. 


Eilfte  Vorlesung. 

Doppelbrechung  des  Lichtes.  Grundhypothese.  —  Differentialgleichan^en  der 
Lichtbewegnng  in  einem  kryttallini^cbon  Medium.  —  Untersuchung  particulärer 
Integrale  derselben,  welche  ebenen  Wellen  entsprechen.  —  Bedingun^eti  dafür 
dass  die  Wellen  transversal  sind.  —  Elasticitahiellipsoid.  —  Bestimmung  der 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  und  der  Polarisationsrichtung  ebener  Lichtprellen 
in  Kry:4tallen  mit  Hülfe  des  Elast icitätsellipsoides.  —  Optische  Achsen  de- 
Kry&talles.  Einachsige  und  zweiachsige  Krystalle,  —  Gewöhnliche  und  un- 
gewöhnliche Welle.  —  Constraction   ihrer   Polarisationsebenen   mit  Hülfe    der 

optischen  Achsen. 

§  1- 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  grossen  Klasse  von  Erscheinungen, 
auf  welche   in    den   früheren  Vorlesungen    schon    einige  Male    hin- 
gewiesen wurde,  zu  den  Erscheinungen  der  Doppelbrechung,  die  sich 
in  den  Kry stallen  zeigen,    in  Korpern,   welche  sich  in  verschiedenen 
Richtungen   verschieden  verhalten.     Auch  hier  wollen   wir   uns    auf 
denjenigen  Standpunkt  stellen,  welchen  wir  bei  der  Untersuchung  der 
Lichtbewegung  in  isotropen  durchsichtigen  Körpern  einnahmen,  wollen 
also  voraussetzen,   dass  der  Aether  in  irgend   einem   Korper  bei  den 
Lichtschwingnngen  gerade  so  sich  verhalt,  wie  ein  elastischer  fester 
Korper,  auf  dessen  Theile  keiue  anderen  Kräfte  wirken,  als  diejenigen, 
welche  eine  Folge  der  relativen  Verschiebungen  sind.     Wir  werden 
also  wieder  auszugehen  haben  von  den  Differentialgleichungen  für  die 
Bewegung  eines  festen  elastischen  l^örpers,  werden  diesen  jetzt  aber 
als  hrystallinisch  voraussetzen,  d.  h.  annehmen,  dass  er  sich  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  verschieden  verhält. 

Wir  gebrauchen  dieselben  Bezeichnungen,  wie  in  der  ersten  Vor- 
lesung, nennen  also  ti,  r,  w  die  unendlich  kleinen  Verrücknngen  des- 
jenigen Punktes  zur  Zeit  f,  welcher  in  der  Ruhelage  die  Coordinaten 
Xj  y,  z  hat ;  dann  können  wir  aus  der  Theorie  der  Elasticität  als  be- 
kannt voraussetzen '^^  dass  die  relativen  Verschiebungen  in  unendlicher 
Nähe  dieses  Punktes  allein  bedingt  sind  durch  die  sechs  Differential- 
ausdrucke 


♦)  Vgl  ».  B.  Mechanik  XXYII.    Vorlesung  §  1. 
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X. 


du 
dx' 

dv    ,    dw 

y-  —  ^f  =  a^  i-  ^y 

dv 

dw    .du 

^4r  =  a:,  =  ^^  i-  ^g 

dw 
dz  » 

du    .    dv 
^y^y'^  dy'^  dx' 

öv  dw    ,    cu  /^x 


Yon  diesen  sechs  Grossen  hängen  also  auch  die  Kräfte  ab,  welche  die 
Theilchen  in  Folge  ihrer  relativen  Verschiebungen  auf  einander  aus- 
üben. Da  wir  nur  unendlich  kleine  Verrückungen  beträchten,  so  dürfen 
wir  annehmen  dass  die  Componenten  der  Druckkräfte 

y*    =    Xy  f  Zgg    =    Jig  ,  Jiy    =     Z  ^ 

lineare  Functionen  der  sechs  Grossen  z^gf  . .  .  Zy  sind ;  sie  müssen 
aber  auch  homogen  sein,  weil  die  Druckcomponenten  zugleich  mit  den 
Verrückungen  verschwinden.  Die  sechs  Gleichungen,  welche  diesen 
Zusammenhang  ausdrücken,  würden  somit  im  allgemeinsten  Falle 
36  Constanten  enthalten;  zwischen  diesen  müssen  jedoch  gewisse 
Relationen  stattfinden,  die  eine  Folge  davon  sind,  dass  die  elasti- 
schen Kräfte  ein  Poteniial  haben.  Bezeichnen  wir  das  Potential  jener 
durch  die  relativen  Verschiebungen  hervorgerufenen  Druckkräfte,  be- 
zogen auf  die  Volumeneinheit,  durch  —  F,  so  ist  F  eine  Function 
der  sechs  Argumente  ^x,  ^y,  •  •  . ,  und  man  hat 


y                               BF 

^'       ""             dy. 

y                dF 

'"  °=  ^«           a« 

(la) 


'y 


7    ^^  d^  Y    V    -^ 


y 


Da  die  Druckcomponenten  homogene  lineare  Functionen  der  Grossen 
Xat  yyf'-'f^y  Sind,  SO  folgt,  dass  F  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  jener  sechs  Argumente  sein  muss;  die  additive  Constante, 
welche  ihr  noch  hinzugefügt  werden  könnte,  wollen  wir  gleich  Null 
annehmen.  Die  21  Coefficienten  von  F  heissen  die  Constanten  der 
Elasticitäl  des  betreffenden  elastischen  Korpers,  hier  also  des  Aethers 
in  dem  doppeltbrechenden  Krystall. 

Mit  Hülfe  des  Hamilton'schen  Principes  kann  man  nun  leicht 
die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  des  Körpers  aufstellen: 
Wirken  keine  fremden  Kräfte  auf  denselben,  so  können  sie,  wie  bei 
einem  unkrystallinischen  Körper,  folgendermassen  geschrieben  werden 
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Eilfte 

VorlesuDg. 

c*u 

dt* 

= 

ex 

dy 

cXn 

'ez 

d*v 
bt* 

- 

ex 

cy 

'  di 

et* 

= 

ex 

_    ?Zy     _ 

cy 

eZt 

en 

ab 


yio  die  Dichtigkeit  fi,  welche  wir  nach  den  Ergebnissen  der  achten 
Vorlesung  in  allen  Körpern  als  gleich  annehmen  müssen,  gleich  Eins 
gesetzt  ist.  Substituirt  man  in  diese  Gleichungen  die  aus  (1  a")  sich 
ergebenden  Werthe  der  Druckcomponenten ,  so  erhält  man  für  die 
Componenten  t/,  f,  w  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Es  ist  leicht,  gewisse  Losungen  dieser  Gleichungen  zu  finden, 
nämlich  solche,  welche  die  Fortpflanzung  ebener  Wellen  darstellen. 
Zu  diesem  Zwecke  nennen  wir  /,  m^  n  die  Cosinus  der  Winkel,  welche 
eine  Bichtung  mit  den  Coordinateuachsen  bildet,  setzen 

Ix  -f"  ^y  +  nz  «s  5,  (2) 

und  nehmen  an,  dass  u,  v,  w  ausser  von  t  nur  von  $  abhängen.  Bei 
einer  solchen  Bewegung  sind  ebene  Wellen  vorhanden,  und  die  durch 
l,  m,  n  bestimmte  Richtung  ist  die  der  Wellennormale.  Die  Yerrückiing 
in  der  durch  s  bestimmten  Wellenebene  zur  Zeit  ^  sei  a,  und  es  sei 

«^  +  /''  +  y^  =  i; 

es  sind  dann  a,  ß,  y  die  Cosinus  derjenigen  Winkel,  welche  eine 
zweite  Richtung,  die  der  Verrückung,  mit  den  Achsen  bildet 
Es  wird  sich  zeigen,  dass  den  Differentialgleichungen  genügt  wird, 
wenn  cc,  ß,  y  gewisse  constante,  d.  h.  von  s  und  /  unabhängige 
Werthe  erhalten. 

Die  linken  Seiten  der  Differentialgleichungen  (Ib)  werden  dann 

d*(i        o  d*o  ^a  ^ 

"ät«'   '^ät«^'    ^^t»' 

um  die  rechten  Seiten  zu  bilden  hat  man  zu  beachten,  dass  jeder 
der  Differentialquotienten  von  F  nach  Xj;,  t/y  . .  ,  eine  lineare  homogene 
Function  dieser  Argumente  ist,  und  dass  diese  Grossen  in  unserem 
Falle  die  folgenden  Werthe  haben 

y,-/l«i|^,  z,  =  {yl+an)ll  (3) 

Zm  = 

Oö  '  '  -  ■     - 

Jeder  dieser  Differentialquotienten  wird  daher  gleich  ^^ ,  multiplicirt  mit 


„/S« 

"'d^' 

y._(/J„  +  ym)U 

P'^ds' 

'*  —  {yt  +  a«)  l\ 

de 

X,  ^  {am  +  ßl)^^ . 
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einem  constanten  Factor,  und  dieser  Factor  ist  der  Werth  des  be- 
treffenden Differentialquotienten,  wenn  man  in  ihm  die  Ausdrücke 
^x}  Vyt  •  •  •  durch  die  constanten  Grossen 

x^  =  al,        y,  =  j3n  -f-  ym 

yy  =  ßm,      Zj:  =  yl  +  an  (3a) 

ersetzt;  bezeichnen  wir  also  den  Ausdruck,  der  aus  F  durch  die- 
selben Substitutionen  entsteht,  durch  F,  so  lässt  sich  die  erste  der 
Gleichungen  (la)  folgendermassen  schreiben 

_   r    _dF_dF    da  ... 

und  entsprechende  Ausdrücke  ergeben  sich  für  die  fünf  anderen  dort 
auftretenden  Druckcomponenten.     Da^  wie  schon  bemerkt,  die  hier 

auftretenden  Factoren  von  ~-  Constanten  sind,  so  wird  die  erste  der 

08 

Differentialgleichungen  (Ib) 

^d^ü        /  fdF    ,    ^  dF    .^dF\d''a         dF    d^c 
""^t^  °(^  ^^+  ^  i^  +  '^^J  3^  -J^  'W'^ 

die  Richtigkeit  des  letzten  Theiles  dieser  Gleichung  erkennt  man  un- 
mittelbar, wenn  man  erwägt,  dass 

dXjg  dx  dx^ 


dass  also 


,  dF  ,       dF  ,      dF     dF  f.  . 


ist.  Behandelt  man  die  zweite  und  dritte  Differentialgleichung  in 
entsprechender  Weise,  so  erhält  man  an  Stelle  des  Systemes  (Ib) 
in  unserem  Falle  das  folgende 

dU  _dJl    d2± 
"  a<»       da     da* 

^d^a       dF^     d^  /gx 

^  dt^  '^dß     d^  ^  ^ 

a«ff _dF  d^ 

^  dt*  '^  dy     d^' 
Diese  Gleichungen  sind  nur  mit  einander  verträglich,  falls 

13* 
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dF 

CO. 

oF 


na 


V^ß  (6 


cy  ' 

ist,  wo  V^  eine  zu  bestimmende  Cousiante  bedeuteti  und  unter  dieser 
Bedingung  reduciren  sich  dieselben  auf  die  eine  Gleichung 

^-•_r»^  <7) 


Das  allgemeine  Integral  dieser  Differentialgleichung  ist,  wie 
im  §  4  der  ersten  Vorlesung  sahen, 

wo  Z*^  und  /,  willkürliche  Functionen  bedeuten.  Die  Gleichungen  {p) 
stellen  also  zwei  ebene  Wellen  dar,  deren  Normalen  die  Richtung- 
(/,  m,  n)  haben,  die  mit  der  Geschwindigkeit  F,  die  eine  in  dieser 
Richtung  die  andere  in  der  entgegengesetzten  sich  fortpflanzen,  und 
in  denen  die  Yerrfickungen  in  der  Richtung  (a,  /},  y)  stattfinden. 
Die  Gleichungen  (6),  welche  in  Verbindung  mit  der  Relation 

«2  +  /32  -|.y2«  1  (7  a) 

zur  Bestimmung  yon  a,  ß,  y  und  V  dienen  müssen,  haben  eine  ein- 
fache geometrische  Bedeutung:  Es  seien  {x^  y,  z)  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  irgend  jeiues  Punktes  einer  Fläche,  r  möge  seine  Ent- 
fernung vom  Coordinateuanfangspunkte,  und  er,  /),  y  die  Richtungs- 
cosinus der  Strecke  r  sein,  so  dass  also 

xesara,     yasarßj     zx^ry 
ist.    Es  sei  nun 

2#(x,y,  z)=l     oder    2F[^a,ß,y)  =  ^ 

die  Gleichung  dieser  Fläche,  wo  F  die  vorher  so  bezeichnete  Function 
von  a,  ß,  y  sein  soll.  Dieselbe  stellt  dann  eine  Mittelpunktsfläche 
des  zweiten  Grades  dar,  deren  Centrum  der  Coordiuatenanfangs- 
punkt  ist,  und  zwar  ein  Ellipsoid,  da  F  nie  negativ  werden  kann, 
widrigenfalls  das  Gleichgewicht,  das  stattfindet,  wenn  t/,  v,  w  ver- 
schwinden, ein  labiles  sein  würde.    Suchen  wir  nun  die  Hauptachsen 

dieses  Ellipsoides,  also  die  Maxima  und  Minima  von  -^ ,  so  fallt  diese 

Frage  mit  derjenigen  nach  den  grössten  und  kleinsten  Werthen  von 
F{a^  ß,  y)  unter  der  Bedingung  (7  a)  zusammen.  Zu  diesem  Zwecke 
haben  wir  bekanntlich  die  partiellen  Differentialquotienten  nach  a,  ß,  y 
der  Function 

2^(a,  ft  y)  -  V  (a2  -f.  ß^  +  y?  _  1) 
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einzeln  gleich  Null  zu  setzen,  und  diese  Gleichungen  in  Verbindung 
mit  (7a)  genügen  gerade,  um  die  Grössen  a,  ß,  y  und  V^  zu  be- 
stimmen. Es  sind  dies  aber  gerade  die  Gleichungen  (6);  mitbin 
giebt  es  für  jedes  System  ebener  Wellen  drei  auf  einander  senkrechte 
Richtungen,  in  denen  die  Verschiebung  stattfinden  kann,  und  diese 
sind  die  Richtungen  der  Hauptachsen  des  genannten,  von  Ij  m,  n 
abhängigen  Ellipsoides.  Jeder  Verschiebungsrichtung  entspricht  eine 
andere  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen.  Da  endlich  für 
jede  Hauptachse 

F»-l,      also      i=F  (8) 

ist,  so  ist  für  jede  Verschiebungsrichtung  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit gleich  dem  Ileci|)roken  der  entsprechenden  Halbachse  des  Ellipsoides. 


§.2. 

Ist  das  betrachtete  Mittel  ein  isotropes,  so  führt  die  am  Schlüsse 
des  vorigen  Paragraphen  durchgeführte  Rechnung  stets  auf  ein  Rota- 
tionsellipsoid, dessen  Rotationsachse  die  Wellennormale  ist;  eine  von 
den  drei  Wellen,  die  in  irgend  einer  Richtung  sich  fortpflanzen  können, 
ist  somit  stets  eine  longitudinale,  die  beiden  anderen,  die  gleiche  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit besitzen,  sind  transversale;  die  letzteren 
allein  sind  Lichtwellen.  Im  Allgemeinen  sind  aber  die  drei  ebenen 
geradlinig  polarisirten  Wellen,  welche  sich  nach  den  Resultaten 
des  vorigen  Paragraphen  nach  einer  beliebigen  Richtung  fortpflanzen 
können,  weder  longitudinale  noch  transversale,  sondern  die  Ver- 
schiebungsrichtung bildet  mit  der  Wellennormale  einen  Winkel, 
welcher  von  der  Richtung  der  letzteren  abhängt.  Wenn  aber 
gewisse  Relationen  zwischen  den  einundzwanzig  Constanten  der 
Elasticität  bestehen,  so  ist,  wie  Green*)  gefunden  hat,  hei  jeder  Rich- 
tung der  Wellennormale  die  Verrückung  in  der  einen  Welle  senkrecht, 
in  den  beiden  anderen  also  parallel  der  Wellenebene,  d.  h.  es  ist  dann 
die  eine  Welle  eine  longitudinale  und  die  beiden  anderen  sind  trans- 
?ersale.  Man  kommt  in  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung,  wenn 
man  annimmt,  dass  diese  Relationen  zwischen  den  Constanten  der 
Elasticität  des  Aethers  bestehen,  und  dass  die  beiden  transversalen 
Wellen  Lichtwellen  sind. 

Wir  gelangen  zu  diesem  Ausdruck  von  F,  wenn  wir  die  Be- 
dingungen dafür  aufsuchen,  dass  von  den  drei  Wellen,  welche  in  einer 
Richtung  fortschreiten  können,  die  eine  ihre  Verrückungen  genau 
parallel  der  Wellennormale  hat.    Es  ergiebt  sich  dann  ohne  Schwierig- 


*)  Transaciions  of  ihe  Cambridge  Philosophical  Society  Vol.  Yll  p.  121, 1839. 


198  Eilfte  Vorlesung. 

keity  dass  diese  Bedinguugeu  daun  uud  uur  daun  erfüllt  sind,  wenn 
2F  die  folgende  Form  hat 

wo  die  sieben  Grossen  a  beliebige  Constanten  sind. 

Es  ist  leicht,  dieses  Resultat  zu  verificiren  und  nachzuweisen, 
dass,  falls  die  Gleichung  (9)  besteht,  in  jeder  Richtung  genau  longi- 
tudinale  ebene  Wellen  sich  fortpflanzen  können.  Substituirt  man 
nämlich  in  (7)  die  Werthe  (3a)  von  Xxi  yy>  •  •  •  1  so  ei^ebt  sich  für 
F  die  folgende  Gleichung 

+  «11  {yf^  —  ßny  +  a,^{an  —  yiy  +  a^^{ßl  -  amf  (9a^ 

+  2flf23 (an  —  yl)  (ßl  —  am)  +  2a^^{ßl —  «w)  (ym  —  ßn) 

+  2a,2(y»i  —  ßn)  {an  —  y/), 
da 

{ßn  +  ym)^  —  4/3/»  •  yn  =  {ym  —  /J«)^, 
und 

2{ßn  +  yw)a/  —  {am  -f-  /S/)  (y/  +  an)  =  (an  —  y/)  (/J/  —  am^ 
ist.    Dieser  Ausdruck  von  F  genügt  aber  den  Gleichungen 

dF  dF  a       ^'^ 

^«-''o«,       aß^"^«^'      7y=^«y 

für  ««=/,  /J«=»i,  y  =  n,  da 

/^  +  m'  +  n^  =  1 

ist,  und  da  jede  der  sechs  Grössen  ^ny  ^32  •  •  *  ^^  2/'^mit  zwei  in  Bezug 
auf  a,  ß,  y  linearen  Factoren  multiplicirt  ist,  die  für  a  =»  /,  ßz=sm,y:r=n 
verschwinden ;  die  eine  der  drei  Wellen  ist  daher  stets  eine  longitudinale, 
und  j/Öq  ist  ihre  Fortpflanzungsgeschwindigkeit.  Die  beiden  andern 
sind  also  transversale,  d.  h.  solche  Wellen,  für  welche 

a/  +  /Jm  +  yn=-0  (10) 

ist. 

Aus  dieser  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  in  (6)  aufgestellten, 

sind  jetzt  die  Schwingungsrichtungen  und  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keiten der  beiden  transversalen  Wellen  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke  führen  wir  neben  den  beiden  auf  einander  senkrechten  Rich- 
tungen der  Normale  und  der  Verrückungsrichtung  einer  Welle  noch 
diejenige  ein,  welche  auf  jenen  beiden  senkrecht  steht;  sind  (a,  b,  c) 
die  Cosinus  derjenigen  Winkel,  welche  diese  mit  den  Coordinaten- 
achsen  bildet,  so  ist  bekanntlich 
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a  =  ym  —  ßn 

bc=  an  -Yl  (11) 

c  SS  /3/  —  um. 

Führt  man  diese  Grössen  in  den  Ausdruck  (9a)  von  2F  ein,  und  setzt 
zur  Abkürzung 

2§  =  a,,o?  +  ^„>>'  +  Ö33C^  +  20236C  H-  2flr3,ca  +  2fl,,ab,  (12) 

so  ergiebt  sich  mit  Hülfe  von  (10) 

F^%,  (12a) 

und  diese  Gleichung  kann  wegen  (10)  einmal  nach  a,  ß  oder  y  diffe- 
rentiirt  werden. 

Die  erste  der  Gleichungen  (6)  wird  also 

öu         dh  dt  ' 

und  entsprechende  Ausdrücke  ergeben   sich  für  die  beiden  anderen 

Gleichungen;  da  nun 

a  SS  bn  —  c»i 

/5  =  c/  —  an 

y  =  am  —  b/ 

ist,  so  lassen  sich  jene  drei  Gleichungen  folgendermassen  schreiben 

(i-^'')"-(rf-'"0»' 

und  aus  ihnen  erhält  man 


c  <> 


CO  '     ^ 

II  =  r*b  +  p«,  (13) 


F^c  +  ^n, 


(13a) 


wo   ft   eine   zu    bestimmende   Grösse  bedeutet.      Diese   Gleichungen 

in  Verbindung  mit 

a^  -f-  b'^  +  c^  =  l 

/a  +  /wb  -f-  WC««  0 

bestimmen  a,  b,  c,  F^  und  ft.   Aus  a,  b,  C;  /,  m,  n  findet  man  dann  a^  ß,  y. 
Auch  diese  Gleichungen  haben  eine  einfache  geometrische  Be- 
deutung:   Legen  wir  nämlich  durch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoides 
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^-?(a,b,c),  (I3b) 

des  sogenannten  ElasticHäisellipsoides,  eine  Ebene  parallel  zur  Wellen- 
ebene,  deren  Normale  somit  die  Richtuugscosinus  /,  m,  n  hat,  so  be- 
stehen für  die  Bichtongscosinus  (a,  b,  c)  aller  in  dieser  Ebene 
liegenden  Radiivectoren  des  Ellipsoides  die  beiden  Gleichungen  (^13a\ 
Stellt  man  sich  also  die  Aufgabe,  die  Hauptachsen  der  Ellipse  zu 
finden,  in  welcher  das  Elasticitätsellipsoid  yon  der  genannten  Ebene 
geschnitten  wird,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  ihrer  Richtongs- 
Cosinus  ebenso  wie  in  §.  1  die  Gleichungen  (13).  Die  beiden  aus 
ihnen  sich  ergebenden  Werthe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  V 
sind  somit  die  reciproken  Halbachsen  jener  Ellipse,  ihre  beiden 
Polarisationsrichtungen  (a,  /),  7/)  die  Richtungen  derselben;  aber  die 
Welle,  deren  Geschwindigkeit  das  Reciproke  der  einen  Halbachse  ist» 
ist  polarisirt  nach  der  Richtung  der  anderen  und  umgekehrt.  Das  sind 
die  FresneTschen  Gesetze  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  und 
Polarisationsrichtungen  der  Lichtwellen  in  Krystallen,  wenn  wir  die 
Schwingungsebene  und  die  Polarisationsebeue  als  zusammenfallend 
annehmen. 

§.  3. 

Dm  die  Werthe  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  V  der  beiden 
Lichtwellen  aus  den  Bestimmungsgleichungen  (13)  und  (13a)  zu  be- 
rechnen, ist  es  zweckmässig,  die  Coordinatenachsen  in  die  Haupt- 
achsen des  Elasticitätsellipsoides,  in  die  sogenannten  Etasiicitäis- 
achsen  zu  legen.     Dann  ist 

^23  =  «31  —  «12  =  ^S 

und  es  sei 

a,,  =  fl^ ,     ^22  =  b^ ,     Ö33  =  c^, 
also 

2g  =  a^CL^  +  b^^  +  c'c'.  (14) 

Dann   lassen   sich    die  erwähnten  Gleichungen   einfacher  folgender- 
massen  schreiben 

(a2  — r2)a  =  f*/ 

{b^  ^  F'')i  ^  lim 

(c^  — r2)c=/i«  (15) 

a^  +  b^  +  c'^  =-  1 

/a  +  i»b  +  nc  =  0. 

Aus  ihnen  ergiebt  sich  für  V^  die  quadratische  Gleichung 

o»  _  F«    '    &«'-  V*  "^  c^  —  V»  ""     »  ^^^ 

welche,  wenn  man  sie  mit  V^  multiplicirt  und 
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ii  +  m^  +  n'^=l 
hinzu  addirt^  auch  folgendermassen  geschrieben  werden  kann 

^^np  ~r  5t  _  t^«  "T  c*  -  Vi  ~    '  ^^^*^ 

hier  ist  jedoch  die   Wurzel   F'  =  0   auszuschliessen. 

Die  aus  (16)  für  V^  sich  ergebende  quadratische  Gleichung  lässt 
sich  folgendermassen  schreiben 

yi  ~  V^(P(b^  +  c^)  -\-  m^(c^  +  a^)  +  n\a^  +  b^)) 
+  /2^2^2  ^  m^c^a^  +  n^ö^e^'  =  o. 

Lost  man  dieselbe  auf,  giebt  dabei  dem  von  V  unabhängigen  Gliede 
noch  den  Factor  {P  -{'  m^  -\-  n*)  und  setzt 

A  =  P(J}^  —  c2),       B  «=  w'(c2  —  rt«),      C  =-  n'(ö2  _  ^,2)  ^     (18) 

so  findet  man  für  die  gesuchten  Werthe  der  beiden  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten die  Ausdrücke 

F»  =  i  (P(b^  +  c»)  +  m^c^  +  «»)  +  H^a^  +  *')) 

* _  (19) 

4-  1  yji  _J_  B^^'+C^  —  2BV  —  2CA  —  2^/? . 

Die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  kann,  wie  wir  sehen  werden, 

nicht  negativ  werden,  aber  sie  kann  verschwinden;   wir  wollen  die 

Bedingung  dafür  aufsuchen.     Es  seien  die  drei  reciproken  Halbachsen 

des  Elasticitatsellipsoides 

a^    b,    c 

ihrer  Grösse  nach  geordnet,  wobei  es  unbestimmt  bleibe^  ob  a  oder  c 
den  grossesten  Werth  hat.  Von  den  Grössen  A,  By  C  haben  dann  A 
und  C  gleiches,  B  aber  das  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Die  Grösse 
unter  dem  Wurzelzeichen  lässt  sich  nun  schreiben 

{A  +  B  —  Cy  —  AAB, 

und  diese  Form  zeigt,  dass  sie  nicht  negativ  sein  kann  und  nur  ver- 
schwindet, wenn 

B  =  0    und     A  —  C 

ist.  Diese  Bedingungen  ergeben  für  die  Richtungscosinus  der  zu- 
gehörigen Wellennormale 

Die  hierdurch  bestimmten  Richtungen  sind  bekanntlich  die  Normalen 
der  Kreisschnitte  des  Elasticitatsellipsoides.  In  der  Optik  nennt  man 
sie  die  optischen  Achsen,  Fällt  also  die  Wellennormale  mit  einer  der 
optischen  Achsen  zusammen^  so  sind  die  Fortpfiauzungsgesch windig- 
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keilen    der   beiden    zugehörigen  Wellen   einander   gleich    und    zwar 
gleich  b. 

Es  giebt  yier  optische  Achsen,  yon  denen  aber  je  zwei  einander 
entgegengesetzt  sind.  Daher  spricht  man  gewohnlich  nur  yon  zwei 
Achsen  und  wählt  deren  Richtungen  so  aus,  dass  sie  einen  spitzen 
Winkel  mit  einander  bilden.  Wir  wollen  annehmen,  dass  fQr  die  beiden 
optischen  Achsen 


1  1    7/0» -ft»  n  I    tA*-^* 


(20) 


ist,  d.  h.  dass  die  z-Achse  zwischen  den  beiden  optischen  Achsen  liegt. 

Betrachten  wir  zunächst  den  speciellen  Fall,  dass  die  optischen 
Achsen  zusammenfallen :  Nach  der  soeben  getroffenen  Festsetzung  über 
das  Coordinateusystem  liegen  sie  dann  in  der  z-Achse,  und  dies  tritt 
dann  und  nur  dann  ein,  wenn 

ist.  Der  Erystall  heisst  alsdann  optisch  einachsig;  alle  anderen  werden 
optisch  zweiachsige  £j*ystalle  genannt.  Die  einfachsten  einachsigen 
Krystalle  sind  diejenigen  des  regulären  Sjstemes,  für  sie  ist  nämlich 

a  =:  b  =  c , 

sie  verhalten  sich  daher  wie  isotrope  Mittel.  Alle  anderen  Krystalle 
sind  doppeltbrechendy  und  zwar  sind  diejenigen  mit  einer  krystallo- 
graphischen  Hauptachse  einachsig;  die  optische  und  die  krystallo- 
graphische  Hauptachse  fallen  hier  zusammen.  Bei  den  Krystallen, 
die  drei  senkrechte  krystallographische  Achsen  haben,  fallen  diese  mit 
den  optischen  Elasticitätsachsen^  unseren  Coordinatenachsen,  zusammen. 
Bei  den  anderen  Erystallen  sind  die  optischen  Elasticitätsachsen  für 
die  verschiedenfarbigen  Lichtstrahlen  verschieden. 

Die  beiden  Werthe  von  V^  in  (19)  lassen  sich  einfacher  schreiben, 
wenn  man  an  Stelle  der  Uichtungscosinus  (/,  m,  n)  der  Wellennormale 
die  Winkel  u^  und  Uj  einführt,  welche  diese  mit  den  beiden  optischen 
Achsen  bildet,  dann  ist  nämlich 

//,  +  '^^i  =  cos  «1 
— •  //j  -f-  nn^  =  cos  «2, 


(21) 


woraus  folgt 


und 


^^'iV  a^:=rft.  (cos  f/,  —  cos  wj) 


mi==l  ^i^  -^  n^ 


§  3.    Polarisationsebene  der  gewöhnlichen  und  ungewöhnlichen  Welle.   2U3 

Schreibt  man  nun  in  (19)   die  Grösse   unter  dem  Wurzelzeichen   in 

der  Form 

(^A--  B  +  Cy  —  4AC, 

so  findet  man  mit  Leichtigkeit  ihren  Werth  gleich  dem  Quadrate  von 

(ä^  —  c^)  sin  «1  sin  u^ ; 

und  auf  ähnlichem  Wege  ergiebt  sich 

Bezeichnet  man  also  die  beiden  Werthe  von  V  durch   Fo  und  F<,,  so 

ergiebt  sich 

W7  '}       «*  +  C     ,    a*  —  c*     _   /  V 


•2 


oder;  wenn  man  die  halben  Winkel  einführt, 

Vo"  =  «2  _  («2  _  ^2)  gin2  '^LlZJh 

V^  =  «2  _  (^2  _  ^2)  gin2  ü-  -H«? 


(22) 


2 

Ist  der  Krystall  optisch  einachsig,  so  ist  für  jede  Richtung  der 
Wellennormale  u^=^u^^  also  die  Fortpflanzungsgeschwiudigkeit  V^  der 
einen  Welle  =  a,  d.  h.  constant.  Diese  Welle  nennt  man  die  ge- 
wöhnliche oder  ordinäre^  die  andere  die  ungewöhnliche  oder  extra- 
ordinäre. Diese  Namen  hat  man  auch  übertragen  auf  zweiachsige 
Erystalle,  es  bezieht  sich  also  in  (22)  Vo  auf  die  ordinäre,  F«  auf  die 
extraordinäre  Welle. 

Auch  die  Polarisationsebenen  der  beiden  Wellen  lassen  sich  mit 
Hülfe  der  optischen  Achsen  in  einfacher  Weise  angeben,  wie  am 
leichtesten  die  folgende  geometrische  Betrachtung  lehrt:  Die  Ebene 
der  Zeichnung  sei  die  Wellenebene;  die  Ellipse  der  Schnitt  derselben 
mit  dem  Elasticitätsellipsoid,  ihre  Hauptachsen,  OP^  OP'  geben  also  die 
Polarisationsrichtung  der  gewöhnlichen  und  der  ungewöhnlichen  Welle ; 


durch  sie  und  die  Wellennormale  sind  daher  die  Polarisationsebenen 
jener  beiden  Wellen  bestimmt  Es  seien  ferner  die  Durchmesser  K  und 
if'die  Schnitte  der  Wellenebene  mit  den  beiden  Kreisscimitten;  diese  sind 
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2 

beide  «»  ^ ,   also  einander  gleich ,    und  daher  sind  die  Hauptachsen 

der  Ellipse  die  Linien ,  welche  ihre  Winkel  halbiren.     Ziehen  wir  nan 
die  Durchmesser  A  und  A'  in  der  £bene  der  Zeichnung   senkrecht 
auf  den  Linien  iST,  so  können  die  gesuchten  Richtungen  P  auch  als 
diejenigen  definirt  werden ,  welche  die  Winkel  zwischen  den  Linien  j4 
halbiren.    Die  Ebenen,  welche  durch  die  Linien  A  senkrecht  zur  Ebene 
der  Zeichnung  gelegt  sind,  lassen  sich  aber  leicht  in  Worten  definiren : 
Es  sind  dies  die  durch  die  Wellennormale  und  je  eine  optische  Achse 
gelegten  Ebenen,  denn  in  jeder  liegt  ausser  der  Wellennormale  auch 
eine  optische  Achse,  weil  sie  auf  einem  Durchmesser  IC  senkrecht  steht 
und  dieselbe  Eigenschaft  auch  einer  optischen  Achse  zukommt.    Die 
Polarisationsebenen  der  beiden  Wellen  halbiren  hiernach  die  Winkel 
zwischen  den  Ebenen,  welche  durch  die  Wellennormale  und  je  eine 
optische  Achse  gelegt  sind. 

Es  bleibt  noch  übrig  zu  entscheiden,  welche  von  diesen  Polari- 
sationsebenen der  gewöhnlichen,  welche  der  ungewöhnlichen  Welle 
zukommt.  Die  beiden  Ebenen  lassen  sich  dadurch  characterisiren,  dass 
die  eine  zwischen  den  beiden  optischen  Achsen  hindurchgeht,  die 
andere  nicht.  Wir  wollen  nachweisen,  dass  die  Polarisationsebene  der 
gewöhnlichen  Welle  die  erste  Eigenschaft  hat.  Offenbar  braucht  dieser 
Nachweis  nur  für  eine  Lage  der  Wellenormale  geführt  zu  werden; 
denn  wenn  diese  sich  continuirlich  ändert,  so  kann  weder  die  eine 
jener  Ebenen  in  die  andere,  noch  auch  die  gewöhnliche  Welle  in 
die  ungewöhnliche  übergehen ,  wenn  man  nur  die  Lagen  der  Wellen- 
ebene vermeidet,  bei  denen  ihre  Normale  in  eine  optische  Achse  fallt. 
Für  den  Fall  aber,  dass  t/^  ^a  ti^  aar  90^  gewählt  wird,  ist  F«  »=  a, 
Vt  BS  C]  nun  erfolgen  aber  die  Verschiebungen  derjenigen  Welle,  deren 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  a  ist,  parallel  der  z- Achse,  und  da  diese 
zwischen  den  optischen  Achsen  liegt,  so  geht  in  diesem,  mithin  auch 
in  jedem  Falle  die  Polarisationsebene  der  gewöhnlichen  Welle  zwischen 
den  optischen  Achsen  hindurch. 


Zwölfte  Vorlesung. 

Theorie  der  Lichtetrahlen  in  einem  krysialliniBchen  Medium.  —  Ihre  Definition.— 
Bestimmung  der  Richtung  und  der  Fortpflanzungegeschwindigkeit  eines  Strahles 
bei  gegebener  Wellennormale.  —  Bestimmung  der  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit eines  Strahles  von  gegebener  Richtung.  —  Strahlenachsen.  —  Wellenfiäche.  — 
Eigenschaften  der  Wellenfiäche.  —  Gestalt  der  Wellenfiäche  bei  ein-  und  zwei- 
achsigen Krystallen.  —  Hauptschnitte.  —  Construction  der  Strahlen  zu  einer 
gegebenen  Welle.  Innere  konische  Refraction.  —  Construction  der  Wellenebenen 
zu  einem  gegebenen  Strahle.    Aeussere  konische  Refraction. 


§  1. 

Wir  wollen  jetzt  die  Strahlen  in's  Auge  fassen,  die  den  in  der 
vorigen  Vorlesung  betrachteten  Wellen  entsprechen.  Denkt  man  sich 
ebenen  Lichtwellen  einen  undurchsichtigen  Schirm  in  den  Weg  gestellt, 
in  dem  eine  gegen  die  Wellenlänge  sehr  grosse  Oeffnung  sich  be- 
findet, so  ist  die  Lichtbewegung  nicht  geändert  innerhalb  eines 
gewissen  durch  den  Band  der  Oeffiiung  gelegten  Cylinders,  während 
sie  ausserhalb  desselben  zerstört  ist.  Das  gilt  erfahrungsmässig,  mag 
das  Mittel  isotrop  oder  krystallinisch  sein.  Die  Richtung,  ^er  der 
Cylinder  parallel  ist,  heisst  die  Richtung  des  den  Wellen  ent- 
sprechenden Strahles.  In  einem  isotropen  Mittel  fällt  der  Strahl  mit 
der  Wellennormale  zusammen;  nicht  so  bei  einem  krystallinischen ; 
hier  bildet  vielmehr  der  Strahl  mit  der  Wellennormale  einen  Winkel, 
welcher  von  der  Richtung  der  letzteren  abhängt. 

Um  nun  die  Richtung  der  zu  einer  ebenen  Welle  gehörigen 
Strahlen  zu  finden,  werden  wir  zunächst  nachweisen,  dass  es  bei 
ebenen,  durch  keinen  Schirm  gehinderten  Wellen  eine  Richtung 
S  giebt,  welche  die  merkwürdige  Eigenschaft  hat,  dass  für  jedes 
Element  einer  ihr  parallelen  Ebene  die  Arbeit  des  Druckes  ver- 
schwindet, den  der  Aether  auf  der  einen  Seite  ausübt,  dass  diese 
Arbeit  aber  in  jedem  anderen  Falle  einen  von  Null  verschiedenen 
Werth  hat;  durch  eine  solche  Ebene  hindurch  wird  demnach  keine 
Arbeit  übertragen.  Der  Erfahrung  zufolge  kann  nun  die  Licht- 
bewegung auf  der  einen  Seite  einer  Ebene  bestehen,  während  auf 
der  anderen  Ruhe  herrscht,  falls  die  Ebene  dem  Strahle  parallel  ist, 
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welcher  der  Wellenebene  entspricht.  Da  dies  aber  andererseits  nur 
möglich  ist,  falls  durch  die  Ebene  hindurch  keine  Arbeit  ubertra^n 
wirdy  so  folgt,  dass  die  Richtung  des  Strahles  keine  andere  sein  kann, 
als  die  Richtung  S. 

Um  nun  die  Richtung  des  zu  einer  Welle  gehörigen  Strahles 
zu  finden,  denken  wir  uns  eine  Ebene,  deren  Normale  die  Richtungs- 
cosinus p,  g,  r  hat;  die  Componenten  des  auf  ihre  Flächeneinheit 
ausgeübten  Druckes  sind  dann 

pZjr  +  qZ^  +  rZ,, 
und  die  von  diesem  Drucke  in  der  Zeiteinheit  geleistete  Arbeit 

{pX.+  gX,+  rÄ,)^^  +  {py^  +  qr,+ry.)y^+{pZ.+qZ,+  rZy^^^ 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  nach  (2a)  der  vorigen  Vorlesung  die 
Differentialquotienten  k^»    Z' y    a/   beziehlich  mit  a,  ßy  y,  und  dass 

nach  (4)  die  Druckcomponenten^;,,  l^y ,  . . . ,  mit  den  Ableitungen  von  F 
nach  Xxi  Vy^  proportional  sind,  so  ergiebt  sich,  dass  die  gesuchte 
Arbeit,  abgesehen  von  einem  nicht  verschwindenden  Factor,  nämlich 

von  ( —  J-  •  ^r) ,  folgendermassen  geschrieben  werden  kann 

pP+qO  +  rR, 
wo 

CX^  GX  CX^ 

ist,  und  ähnliche  Gleichungen  für  Q  und  R  gelten.  Vertauscht  man 
aber  in  der  in  (4  a)  der  vorigen  Vorlesung  abgeleiteten  Gleichung 

dx^  dx^  dx,  da 

die  Grössen  (a,  /3,  y)  und  (/,  m,  n),  welche  in  den  Ausdrücken  von 
Xx,  .  •  •  symmetrisch  auftreten,  so  erhält  man 

dx^  dx^  ex,  V* 

hierdurch,  und  durch  entsprechende  Betrachtungen  für  Q  und  R  er- 
giebt sich  endlich 

^       dl  '       ^      dm'       ^"äTT- 

Die  Arbeit  des  auf  jene  Ebene  ausgeübten  Druckes  verschwindet 
hiernach  dann  und  nur  dann,  wenn 
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ist. 

£s   seien    nun   S;  ^y  C    ^^^  Cosinus  einer  neuen  Richtung^  die 

dadurch  bestimmt  sein  soll^  dass 

t  ^        ^F      3F      dF  X|x 

ist;  die  nothwendige  und  hinreichende  Bediugungfür  das  Verschwinden 
der  gedachten  Arbeit  ist  dann  die,  dass 

pi  +  Qn  +  ^t  =  Oj 

d.  h.  dass  die  Ebene  der  Richtung  ($,  ri,  g)  parallel  ist.  Die  durch 
(1)  bestimmte  Richtung  S  ist  somit  die  der  zu  den  ebenen  Wellen 
gehörigen  Strahlen. 

Um  nun  I,  12,  E  zu  berechnen,  führen  wir  wieder  die  Function 
l^(a,  b,  c)  ein,  und  bemerken,  dass  wegen  (11)  der  vorigen  Vorlesung 

dl  de  ^       dh  ^ 

dm         da  '^        dt 

dn   ~  dh  aa  ^' 

und  dass  femer 

/  =  /Sc  — yb 
w  =  ya  —  ac 
n  =  ab  —  /Ja, 

ist;  ersetzt  man  also  die  partiellen  Ableitungen  von  §  durch  ihre 
Ausdrücke  in  (13)  der  vorigen  Vorlesung,  und  berücksichtigt  mau 
ausserdem  wieder  die  dort  in  (11)  gefundenen  Gleichungen,  so  er- 
giebt  sich 

11=^'^-^*  (2) 

dF 


dn 


=  F'n  —  /tc. 


Damit  sind  die  Verhältnisse  der  Richtungscosinus  $,  ij,  g  bestimmt, 
und  wir  können  hiemach  setzen 

5rg  =  F2/— ^a 

5riy  =  F2m-^b  (3) 

wo  S  so  zu  bestimmen  ist,  dass 
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V  +  n^  +  t'^i  (3a) 

wird-    Eb  folgt  damu 

J«  +  iy/J  +  {y-0,  (4) 

d.  b.  der  Sirahl  isi,  wie  die  fFeUennormaie,  senkrechi  zur  Schwuigunffs- 
richtung.    Ferner  erhält  man 

Diese  GleichoDg  lehrt  die  Bedeutung  ron  S  kennen:  Da  nämlich  der 
CoefBcient  von  S  offenbar  der  Cosinus  des  Winkels  £  zwischen  der 
Richtung  des  Strahles  und  derjenigen  der  Wellennormale  ist,  so  sagt 
sie  ans,  dass  V  die  Projection  auf  die  Wellennormale  einer  Strecke  S  des 
Strahles  ist;  es  ist  daher  S  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
Bewegung  in  der  Richtung  des  Strahles,  oder,  wie  man  sagt,  die  Fori-- 
pflanzungsgeschwmdigheü  des  Strahles. 

Quadrirt  und  addirt  mau  endlich  die  Gleichungen  (3),  so  eigiebt 
sich  zur  Bestimmung  ron  f» 

5«F*  =  n-ff»^    oder    ^»«  =  ^^5«  — H),  (6) 

die  Grosse  f»  ist  demnach  stets  reell;  sie  steht  in  einer  sehr  nahen 

Beziehung   zur   Richtung  des   Strahles  5;   aus   (6)  und  {5)  ergiebt 

sich  nämlich 

V  F« 

cos  f  =  -jr  =  , -     , 

oder,  wenn  das  Vorzeichen  Ton  £  passend  gewählt  wird, 

^— ntgf.  (6a) 


§2. 

Wir  wollen  jetzt  die  zu  den  beiden  Wellen  gehörigen  Werthe 
von  S  aus  den  Bestimmungsgleichungen  (3)  berechnen,  und  zu 
diesem  Zwecke  die  bis  jetzt  ganz  willkürlich  angenommenen  Coordi- 
natenachsen  wieder  mit  den  Elasticitätsachsen  zusammenfallen  lassen; 
dann  bestimmen  sich  die  Grossen  a,  b,  c  und  f»^  aus  den  Gleichungen 
(15)  der  eilften  Vorlesung;  setzen  wir  also  die  hieraus  sich  ergebenden 
Werthe  der  erwähnten  Grossen  in  die  Bestimmungsgleichnngen  (3) 
ein,   so  gehen   diese  bei  Benutzung  von  (6)  über  in 

oder 


J 


/ 
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5S  VI 


oder  auch 


a*^S^        a«  -  F« 

Sri      _      Vm 
6«  —  6«  ""  6'  —  K« 

c«  -  Ä*  ~  c«  -  F«  ' 

^•^  =  ^5(1  +  ^) 


(7  a) 


Die  letzte  Fonn  ist  sehr  geeigueti  um  5  durch  £,  rj,  i  allein  zu 
bestimmen,  d.  h.  um  die  Geschwindigkeit  eines  Strahles  von  gegebener 
Richtung  zu  finden.  Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichungen  (7  b) 
beziehlich  mit  5$,  Sri^  Sl  und  addirt  sie,  so  erhält  man  bei  Rück- 
sicht auf  die  Relation  (5) 

oder  durch  Addition  der  identischen  Gleichung 

a» ._  s»  T^  ftt  _  ^t  -r  <,.  _  s»       "•  vo»; 

Hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (8)  nicht  vom  dritten,  sondern  nur 

vom   zweiten  Grade  in  5^  ist;   sie  ergiebt  demnach  auch  nur  zwei 

Werthe  von  5,  von  denen  der  eine  sich  auf  den  gewöhnlichen,  der 

andere  auf  den  ungewöhnlichen  Strahl  bezieht.    Offenbar  entsteht  sie 

aus  der  in  (16)  der  vorigen  Vorlesung  für  V  gefundenen  Gleichung, 

wenn  man 

/,  m,  tiy    F,     fl,      ^,     c 
ersetzt  durch  (9) 

5)   'y?    b;     S  '     ä'      b  '     C  ^ 

und  daraus  ist  zu  schliessen,  dass  alle  vorher  für  die  Wellennormalen 
abgeleiteten  Resultate  unmittelbar  auf  die  Strahlen  übertragen  werden 
können. 

Bei  der  Betrachtung  der  Gleichung  für  V  hatte  sich  ergeben, 
dass  sie  gleiche  Wurzeln  hat,  sobald  die  Wellennormale  mit  einer  der 
optischen  Achsen  zusammenfallt.  Auch  die  Gleichung  für  S  besitzt 
somit  gleiche  Wurzeln,  und  zwar  ergiebt  sich  aus  (9),  sowie  aus  (20) 
der  vorigen  Vorlesung,  dass  dies  der  Fall  sein  wird  für 

Kirohhoff.  Optik.  14 
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6« 


«y^o,    {=    /  -1 — V.     ^^*' 


und  zwar  ist  dann 


b. 


Für  diese  Richtungen  also  sind  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 
der  beiden  zugehörigen  Strahlen  gleich  und  zwar  gleich  b\  man 
hat  deshalb  die  jenen  beiden  Werthsystemen  von  |,  i;»  £  ent- 
sprechenden Richtungen  die  Strahlenachsen  genannt.  Ebenso  wie  die 
optischen  Achsen  stehen  sie  senkrecht  auf  der  mittleren  Elasticitats- 
achse  und  sie  weichen  überhaupt  nur  wenig  von  jenen  ab,  da  für 
alle  Erystalle  die  Grossen  a,  b^  c  nicht  viel  von  einander  verschieden 
sind. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrige  V  durch  die  Grossen  Sj  |,  17,  g, 
und  umgekehrt  S  durch  V\  l,  m,  n  auszudrücken.  Diese  Darstellungen 
ergeben  sich  leicht,  wenn  man  die  drei  Gleichungen  (7)  oder  (7  b) 
quadrirt  und  addirt,  und  alsdann  entweder  die  Gleichung  (16)  der 
vorigen  y  oder  die  Gleichung  (8)  dieser  Vorlesung  berücksichtigt,  denen 
r«  und  5'  genügen;  dann  erhält  man  nämlich 

und 


l  _ 


§3. 

Die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  Wellennormalen  und  den 
zu  ihnen  gehörigen  Strahlen  bestehen,  lassen  sich  am  einfachsten  mit 
Hülfe  der  sogenannten  Wellenfläche  angeben,  einer  Fläche,  zu  welcher 
man  durch  die  folgende  Ueberlegung  gelangt:  Wir  denken  uns 
im  Coordinatenanfangspunkte  0  eine  Lichtquelle  und  fragen  nach 
dem  geometrischen  Orte  aller  Punkte  P^  bis  zu  welchen  sich  in  der 
Zeiteinheit  Licht  in  dem  Krystalle  fortgepflanzt  hat.  Sind  dann 
x^  t/,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  dieser  Punkte,  6;  i?i  5 
die  Richtungscosinus  des  Strahles  OPy  und  S  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit in  der  Richtung  desselben,  so  ist  offenbar 

x^Si,    y--=Srij    z^Si, 

wo  §,  ]},  l  und  S  durch  (8)  oder  (8a)  mit  einander  verbunden  sind. 
Die  Gleichung  der  Wellenfläche  ist  somit 
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^  Ü,^  +  F--V  +  ,-f-!:^  +  1  =  0,  (12) 

oder  auch 

wo  5"^  in  der  Bedeutnng 

S'  =  0:2  +  y2  +  ^2 

beibehalten  ist. 

Um  eine  wichtige  Eigenschaft  der  Wellenfläche  zu  finden,  suchen 
wir  die  Richtung  ihrer  Normale  im  Punkte  (x,  y,  z).  Die  ßichtungs- 
Cosinus  derselben  verhalten  sich  bekanntlich  zu  einander  wie  die 
partiellen  Ableitungen  der  linken  Seite  von  (12)  nach  x,  y  und  Zy  sie 
stehen  also  in  den  Verhältnissen 

/ 1 ,         g«       j y« ,         g«      \  ^ 

^  \a«  -  5«  "T"  (a»  —  S^i*  "t-  ^^2  _  ^'«jt  +  ^c«  ~  6'»)«j  • 

/ 1 ,  g;*        j ^        j ^     \  . 

^  \^6*  —  Ä«  "T-  (ai  -  ^«j«  i"  (6«  _  is*)t  i-  (c«  —  6''»j«  j  • 

/  _l^ , x^  ,  y«        j js^  _\ 

^  \c»  -  6'«  "*■  (a«  -  Ä«)«  "*"  (6«  -  Ä«/  "^  (c«  -  i^)*)  ' 

Die  Gleichungen  (7b)    geben    aber,    wenn    man  sie  durch  S^  —  V^ 

dividirt  und  rechts  für  ^f^-zLyt  ^^^  ^°  (^1*)  dafür  gefundenen  Werth 
setzt, 

K_  -  _       /  _1_ ,  x^  ,  y«         j isr« \ 

V _       / l^_     ,  xl ,  y^ ,  jg«       \ 

i^t  _yt^     y  \^5t  __  ^  i-  (^2  _  ^,^8  -r  ^e^t  _  ^^^t  -r  (c«  -  s*y) 

und  hieraus  folgt,  dass  die  Bichtnngscosinus  der  Normale  der  Wellen- 
fläche im  Punkte  {x,  y,  z)  beziehlich  gleich  /,  m,  n  sind ;  die  in  einem 
Punkte  P  an  die  Wellenfläche  gelegte  Tangentialebene  ist  also  der 
zur  Strahlenrichtung  OP  gehörigen  Wellenebene  parallel. 
Da  endlich  nach  (5a)  die  Gleichung 

lx-{-my  +  nz  ^  V  (13) 

besteht,  so  ist  V  der  Abstand  der  im  Punkte  P  an  die  Wellenfläche 
gelegten  Tangentialebene  vom  Anfangspunkte;  die  Gleichung  dieser 
Ebene  ist  demnach 

lX-\-my+nZ=^Vy 

YfO  Xj  Y^Z  die  laufenden  Coordinaten  sind,  und  V  durch  die  Gleichung 

mit  den  Richtuugscosinus  (/,  m,  n)  zusammenhängt 

14* 
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Denkt  man  sich  demnach  irgend  eine  Wellenebene,   welche   zur 
Zeit  /  <=:  0  durch  den  Coordinatenanfangspunkt  hindurch  gegangen  ist, 
so  fallt  sie  zur  Zeit  /  <»  1  mit  einer  Tangentialebene  der  Wellenflache 
zusammen;  die  Wellenfläche  ist  die  von  allen  diesen  Ebenen  eingehüllte 
Oberfläche.     Der  zu  einer  Wellenebene  gehörige  Strahl  geht   darch 
ihren  Berührungspunkt  und  den  Anfangspunkt.    Mit  HQlfe  der  Wellen- 
flache  kann   man  somit  leicht  zu  einer  gegebenen  Strahlenrichtung^ 
die  Wellennormalen  und  zu  einer  gegebenen  Wellennormale  die  za- 
gehörigen Strahlenrichtungen  finden:    Zieht  man  nämlich  im  ersten 
Falle  vom  Anfangspunkte  aus  eiuen  Radiusvector  parallel  der  Strahlen- 
richtung und  legt  dann  durch   seine  Schnittpunkte  mit  der  Wellen- 
fläche Tangentialebenen  an  dieselbe^  so  sind  diese  den  zu  dem  Strahle 
gehörigen  Wellenebenen  parallel,  und  die  vom  Anfangspunkte  auf  sie 
gefällten  Lothe   ergeben   die   ihnen   entsprechenden   Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten.    Umgekehrt  findet  man  die  zu   einer  gegebenen 
Wellenebene  gehörigen  Strahlenrichtungen,   wenn   man   die   zu   ihr 
parallelen  Tangentialebenen  an  die  Wellenfläche  zieht,  uud  ihre  Be- 
rührungspunkte mit  dem  Anfangspunkte  verbindet. 

§4. 

Wir  wollen  uns  nun  eine  ungeföhre  Vorstellung  von  der  Gestalt  der 
Wellenfläche  zu  bilden  suchen.  Zuerst  bemerken  wir,  dass  sie  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  unsere  Coordiuatenebenen  ist,  da  in  ihren  Glei- 
chungen in  (12)  und  (12a)  nur  die  Quadrate  der  üoordinaten  vor- 
kommen. Schafft  man  bei  ihrer  einen  oder  anderen  Form  die  Nenner 
fort,  so  wird  sie  scheinbar  vom  sechsten  Grade,  indessen  heben  sich 
in  (12)  die  Glieder  sechster  Ordnung,  nämlich  S^  fort,  während  aus 
(12a)  der  Factor  {x^  +  y*  +  ^^)  heraustritt,  welcher  fortgelassen 
werden  kann,  da  er  für  uns  keine  Bedeutung  hat.  Die  Wellenfläche 
ist  somit  vom  vierten  Grade. 

Wird  der  Krystall  zunächst  ab  einachsig  angenommen,   ist  also 

a  =  ^, 

so  tritt  in  der  von  ihren  Nennern  befreiten  Gleichung  der  Wellenfläche 
a^  —  S^  als  Factor  auf;  ein  Theil  dieser  Fläche  ist  also  die  Kugel 

x^  +  y^  +  z^  =  a^]  (14) 

für  den  anderen  Theil  ist 

a\x^  +  y')  {c'  -  S^)  +  c^z^(a^  _  52)  «  o , 
oder  bei  Fortlassung  des  Factors  S- 

d.  h. 

jc'  +  y«         JB«  - 

y  +  ,,  =  1.  (14a) 
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Die  Wellenfläche  der  einachsigen  Krystalle  zerfallt  also  in  zwei  Ober- 
flächen zweiten  Grades,  sie  besteht  nämlich  aus  einer  Kugel  und  einem 
Kotationsellipsoid;  dessen  Rotationsachse  in  die  optische  Achse  fallt 
und  dieselbe  Länge  wie  der  Durchmesser  der  Kugel  hat,  welches  also 
die  Kugel  in  der  optischen  Achse  berührt.  Die  Kugel  ist  die  Wellen- 
fläche  des  gewohnlichen,  das  EUipsoid  die  des  ungewöhnlichen  Lichtes. 

Ist  das  EUipsoid  ein  verlängertes,  ist  also  a  >  Cy  so  heisst  der 
Krystall  ein  positiver^  in  diese  Klasse  gehört  z.  B.  der  Bergkrystall; 
ist  dasselbe  dagegen  ein  abgeplattetes,  d.  h.  a  <i  c,  so  heisst  der 
Krystall  ein  negativer,  zu  diesen  gehört  der  Kalkspath,  bei  welchem 
die  Erscheinungen  sich  ganz  besonders  deutlich  zeigen  und  auch 
zuerst  entdeckt  wurden. 

Bei  einem  zweiachsigen  Krystall  findet  ein  solches  Zerfallen  der 
Wellenfläche  in  zwei  Theile  nicht  statt;  aber  es  findet  statt  bei  ihren 
Baupischniiien f  den  Schnitten  mit  unseren  Goordinatenebenen.  Für 
2:  —  0  wird  nämlich  die  von  ihren  Nennern  befreite  Gleichung  (12  a) 
einmal  erfüllt  durch 

52  =  c2, 
dann  aber  auch  durch 

wo  jetzt 

S^  =  x'  +  y' 

zu  setzen  ist,  d.  h.  bei  Fortlassung  des  Factors  (x^  -{-  xp-)  durch 

a^H^  -  a^x^  —  Wy^  «  0. 

Der  Schnitt  der  Wellenfläche  und  der  Ebene  z  e=s  0  ist  somit  ein 
Kreis  und  eine  Ellipse,  deren  Gleichungen  beziehlich  sind 

a:'^  +  y»  =  c»     und     |;  +  |1  =  1.  (15) 

Ganz  ebenso  ergiebt  sich,  dass  auch  die  beiden  anderen  Haupt- 
schnitte der  Wellenfläche  je  ein  Kreis  und  eine  Ellipse  sind,  und 
ihre  Gleichungen  sind  f ür  o;  «»  0 

y-^J^z^^d^     und     f-^^  =  \,  (15a) 

und  für  y  =  0 

zi  +  x^  =  b''     und      4  +  4  ~  1-  (15^) 


Nehmen  wir  a'>  b  >  c  an,   so  haben  also  die  Schnitte   etwa 
folgende  Gestalt 
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Flf.  IS«« 


~U! 


z  — 0 


0 


y-0 

Die  Schnittfigur  (15  b),  welche  füry>»0  erhalten  wird,  besitzt  zwei 
gemeinsame  Durchmesser  5,  S\  es  sind  das  die  Strahleuachsen ,  da 
für  sie  der  ge wohnliche  und  der  ungewöhnliche  Strahl  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit besitzt. 

§5. 

Mit  Hülfe  der  Wellenfläche  findet  man,  wie  wir  gesehen  haben, 
die  zu  einer  Wellenebeue  von  gegebener  Richtung  gehörigen  Strahlen, 
indem  man  die  zu  dieser  parallelen  Tangentialebenen  sucht  und  ihre 
Berührungspunkte  mit  dem  Anfangspunkt  verbindet.  Die  Radii- 
vectoren  nach  den  Berührungspunkten  sind  dann  die  gesuchten 
Strahlen,  die  vom  Anfangspunkte  auf  die  Tangentialebenen  gefällten 
Lothe  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  ihnen  entsprechenden 
Wellen.  Ist  die  Wellenebene  einer  der  Achsen  parallel,  so  liegen  diese 
Berührungspunkte  der  Symmetrie  wegen  im  Allgemeinen  in  dem  zu 
jener  Achse  senkrechten  Uauptschnitt. 

Ein  hierher  gehöriger  Fall  von  besonderem  Interesse  ist  der,  dass 
die  gegebene  Wellenebene  parallel  der  y-Achse  und  der  gemeinsamen 
Tangente   von  Kreis  und  Ellipse  ist;   dann  ist   die   Fortpflanzungs- 
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geschwindigkeit  der  gewöhnlichen  and  der  ungewöhnlichen  Welle 
dieselbe,  d.  h.  die  Wellennormale  eine  optische  Achse.  In  der  xz- 
£bene  liegen  dann  zwei  Strahlen  OA  und  OA'  in  Fig.  15 b^  von 
denen  der  erste  mit  der  optischen  Achse  zusammenfallt.  Aber  es  sind 
dieses  nicht  die  einzigen,  es  gehören  vielmehr,  wie  jetzt  gezeigt  werden 
soll,  zu  der  optischen  Achse  unendlich  viele  Strahlen,  die  alle  auf 
einem  Kegel  liegen. 

Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichungen  (7  a)  beziehungsweise 
mit  /,  171,  tiy  so  ergiebt  sich,  da  die  rechte  Seite  wegen  (16)  der  vorigen 
Vorlesung  verschwindet, 

a«  -  Ä«  "1"  b^  ~S^  "^  c*  —  5«  "     ' 

und  zugleich  ist 

6'(g/  +  ^»>  +  5«)=-^- 

Nimmt  man  nun  an,  dass  die  Wellennormale  mit  der  ersten  optischen 
Achse  zusammenfallt,  dass  also 

und 

V  =  b 

ist,  so  gehen   diese  beiden  Gleichungen  über  in    , 

a«  — 5«  ^  c«  — 5* 

und  durch  Elimination  von  S  ergiebt  sich 

während 

ist.  Führt  man  endlich  an  Stelle  der  Bichtungscosinus  (g,  17,  C) 
rechtwinklige  Coordinaten 

ein,  so  lässt  sich  die  gefundene  Gleichung  folgendermassen  schreiben 

2,2(^2  +  y2  +  z^)  =  {XI^C^  +  Z«,  O^)  {xl^  +  Zn^).  (16) 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  die  in  Rede  stehenden  Strahlen  einen 
Kegel  zweiten  Grades  bilden,  dessen  Spitze  im  Coordinatenanfangs- 
punkte  liegt.     Der  Schnitt  desselben  mit  einer  Wellenebene 

a;/,  +  ^^1  ="  Const 
ist  ein  Kreis,  denn  für  ihn  ist 

b'^ix^  +  y^  +  ^'^)  =  {xl\C^  +  zn^a^)  const., 
durch  ihn  lässt  sich  also  auch  eine  Kugel  legen,  und  eine  Kugel  und  eine 
Ebene  schneiden  sich  in  einem  Kreise.    In  einem  Kreise  also  berührt 
die  auf  der  optischen  Achse  senkrechte  Tangentialebene  die  Welleufläche. 
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Dass  die  optische  Achse  OA  in  Fig.  15  b  in  dem  fra|^lichen 
Strahlenkegel  liegt^  wissen  wir  schon;  in  ihr  schneidet  die  xz-Ebene  den 
Kegel;  sie  mussihn  aber  noch  in  einer  zweiten  Geraden  OA'  schneiden; 
Sachen  wir  die  Lage  dieser  auf,  um  ein  Urtheil  Qber  die  Oeffiiung  des 
K^els  zu  gewinnen.    FQr  y  «»  0  wird  die  Gleichung  des  Kegels 

b'i(x'i  +  z'^)  -  {xl^c^  +  zn^a^)  {xi^  +  zw,)  =  0;         (16a) 

sind  also 

xn^  —  z/,  =»  0,        n  V,  —  zA,  =  0 

die  Gleichungen  der  optischen  Achse  und  jener  zweiten  Schnittlinie, 
wo  A,  und  r,  zwei  zu  bestimmende  Constanteu  bedeuten,  so  muss  die 
linke  Seite  von  (16  a)  identisch  gleich 

(xn,  —  z/,)  {xv^  —  zA,) 

sein,  und  aus  den  durch  Vergleichung  der  üoefficieuten  sich  ergeben- 
den Gleichungen 

/,  n^  (c^  +  «2)  =  n,  A,  +  /,  v, 
erhält  man  leicht 

Sind  nun  q>  und  if  die  Winkel  jener  beiden  Schnittlinien  mit  der 
x- Achse ;  ist  also 

80  ist  ^s=^  —  9  die  Oeffnung  des  Strahlenkegels,  und  man  erhält  leicht 
tgrf  =  ig(V.  -  ^)  =  h!^%^  «•)  .=  nä-'V«.)  (6- c') .         (17) 
Beim  Arragonit  z.  B.  ist  für  die  Fraunhofer'sche  Linie  J) 

^         1.53Ö13'  1.68157'      ^  "^^   1 .  68589  ' 

woraus  sich  dieser  Winkel 

d  =  l«r)2' 
ergiebt. 

Auf  dem  Umstände^  dass  zu  einer  ebenen  Welle,  deren  Normale  mit 
einer  optischen  Achse  zusammeunillt,  der  soeben  untersuchte  Strahlen- 
kegel  gehört,  beruht  die  sogenannte  innere  konische  Refraction  zwei- 
achsiger Krysialle,  Wir  kommen  auf  diese  in  der  nächsten  Vorlesung 
zurück,  ebenso  wie  auf  die  sogenannte  äussere  conische  Refraction; 
diese  ist  eine  Folge  davon,  dass  zu  einem  Strahle,  welcher  mit  einer 
Strahlenachse  zusammenfällt,  unendlich  viele  Wellenebenen  gehören, 
deren  Normalen  einen  Kegel  zweiten  Grades  bilden.  Um  diese  Be- 
hauptung zu  beweisen,  gehen  wir  wieder  aus  von  3en  Gleichungen  (7  a), 
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multiplicireu  sie  jetzt  beziehlich  mit  a^§,  b'^rj^  c^l  und  addireu  sie; 
da  alsdann  die  rechte  Seite  wegen  (8  a)  verschwindet,  so  ergiebt  sich 
die  für  jede  Richtung  des  Strahles  geltende  Gleichung 

Qt  _  F»    *    &«  —  V*     '    c«  —  F«  —  ^  > 
während;  wie  vorher, 

S(|/  +  i^w  +  gn)  =  F 
ist 

Fällt  der  Strahl  jetzt  z.  B.  mit  der  ersten  Strahlenachse  zu- 
sammen^ ist  also 

so  gehen  jene  beiden  Gleichungen  über  in 

Eliminirt  mau  endlich  ans  ihnen  die  Grosse  V  und  führt  alsdann  an 
Stelle  der  Ricbtungscosinus  /,  m,  n  rechtwinklige  üoordiuaten 

K/  =  a:,     Vm=^i/f     Vn  =  z 

ein,  so  ergiebt  sich  für  den  geometrischen  Ort  aller  zu  einer 
Strahlenachse  gehörigen  Wellennormalen'  die  Gleichuug 

a^c\x^  +  y^  +  z^)  =  h\anyx  +  c^xz)  {l,x  +  £,z);        (18) 

dieselbe  stellt  also  einen  Kegel  zweiten  Grades  dar,  und  man  beweist 
genau  wie  vorher,  dass  er  durch  jede  Ebene,  welche  senkrecht  zur 
Strahlenachse,  deren  Gleichung  also 

Sr'^'  +  Si^  =  const. 
ist,  in  einem  Kreise  geschnitten  wird 

Die  Oeffnung  ö  dieses  Kegels  findet  man  genau,  wie  dies  bei  der 
inneren  conischen  Refraction  angegeben  wurde,  indem  man  den 
Winkel  aufsucht,  welchen  die  beiden  Schnittlinien  desselben  mit 
der  Ebene  y  «=  0  bilden,  oder  kürzer  noch,  wenn  man  beachtet,  dass 
die  hier  zu  lösende  Aufgabe  aus  der  vorher  betrachteten  durch  die 
in  (9)  angegebenen  Yertauschungen  hervorgeht.  Es  ergiebt  sich  hier 
der  Winkel  8  aus  der  Gleichung 

die  Winkel  d  und  d  hängen  also  durch  die  Gleichung 

b'^igd  =  ac\jg8.  (19a) 

mit  einander  zusammen. 


Dreizehnte  Vorlesung. 

Reflexion  und  Brechung  an  der  Grenze  krystallinischer  MitteL  —  Bestimm on^ 
der  Kichtung  und  der  Geschwindigkeit  der  reflectirten  und  gebrochenen  Wellen. 

—  Construction  derselben  mit  Hülfe  der  Wellenfläche.  Aeuasere  und  innere 
konische  Refraction.  —  Berechnung  der  Richtung  und  Geschwindigkeit  der 
reflectirten  und  gebrocheneu  Wellen.  —  Die  Mittel  seien  einachsig.  —  Berech- 
nung der  Amplituden  und  der  Polarisationsrichtung  der  reflectirten  und  ge- 
brochenen Wellen.  —  Grenzbedingung.  —  Princip  der  Coexistenz  kleiner  Be- 
wegungen. —  Aufstellung  der  vier  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Ampli- 
tuden der  einfallenden,  reflectirten  imd  gebrochenen  Wellen.  —  Das  erste  Mittel 
sei  isotrop,  und  es  «ei  nur  eine  gebrochene  gewöhnliche  oder  ungewöhnliche 
Welle  vorhanden.  —  Das  einfallende  Licht  sei  in  beliebigem  Azimuth  polarisiri. 

—  Das  zweite  Mittel  sei  optisch  einachsig.  —  Die  Einfallsebene  sei  parallel 
oder  senkrecht  zum  Uauptschnitte  des  einachsigen  Krjstalles.  —  Es  seien  beide 

Mittel  doppelt  brechend  und  das  Licht  falle  senkrecht  auf. 


§  1- 

Nachdem  wir  die  Lichtbewegung  in  einem  unbegrenzten  krystal- 
linischen  Medium  untersucht  haben,  wenden  wir  uns  zur  Betrachtang 
der  Reflexion  und  Brechung  ebener  Lichtwellen  an  der  ebenen  Grenz- 
fläche krystallinischer  Mittel.  Wir  gehen  aus  von  dem  allgemeinsten 
Falle y  dass  beide  Mittel  krystallinisch  sind;  dieser  ist  verwirklicht  bei 
den  Zwilliugskrystallen  und  als  specielle  Fälle  enthält  er  die ,  dass 
das  erste  oder  das  zweite  Mittel  ein  isotropes  ist. 

Die  Grenze  der  beiden  Medien  sei  wieder  die  a:y-Ebene,  ihre 
Gleichung  also  z  =  0;  auf  das  Mittel,  in  dem  z  negativ  ist,  beziehen 
wir  ungestrichene,  auf  dasjenige  in  welchem  z  positiv  ist,  gestrichene 
Buchstaben.  Entsprechend  den  Annahmen,  die  wir  für  isotrope  Mittel 
gemacht  haben,  werden  wir  auch  hier  als  Grenzbedingungen  zunächst 
festsetzen,  dass  für  r  =  0 

n  =  «',     V  =  v\     w  =  tv  (l) 

ist.  Diese  drei  Gleichungen  sind  nicht  hinreichend,  um,  wenn  das 
einfallende  Licht  gegeben  ist,  das  reflectirte  und  gebrochene  voll- 
ständig zu  bestimmen,  vielmehr  werden  wir  ihnen,  wie  bei  isotropen 
Mitteln,  eine  vierte   Bedingung  noch  hinzuzufügen   haben;   aber  sie 
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reichen  aus ,  um  die  Richtung  der  reflectirteu  und  gebrochenen  Wellen 
zu  finden,  und  mit  dieser  Aufgabe  werden  wir  uns  zunächst  beschäftigen. 
Wir  wollen  im  ersten  und  zweiten  Mittel  Systeme  ebener  Wellen 
anuehmeuv     Für  ein  solches  setzen  wir 

j    .     fix  +  my  +  nz         t\n 
u  =  aA  8m  ^ — ■ — y—^ —  —  r^j  2n 

V  =  f^A  sin  ( — -^/-^- jj2;r  (2) 

.    .     /Ix  4-  my  4-  nz         t\ci 
w  =  yA  sin  [^    ^- ^  ^- y  j2;r. 

Die  Grösse  V^  die  positiv  gerechnet  werden  soll,  ist  dann  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit, A  die  Amplitude  dieser  Wellen,  (a,  /3,  y) 
sind  die  Richtungscosinus  der  Verrückung.  Nehmen  wir  nun  in 
jedem  Mittel  mehrere  Wellensysteme  der  Form  (2)  an,  welche  wir 
durch  die  Indices  1,  2,  .  .  .  unterscheiden  wollen,  so  wird  den  Diffe- 
rentialgleichungen der  Lichtbewegung  genügt  durch 

w=^tt,,       v=^v^,       xo=2j^\^ 

wo  sich  die  Summationen  auf  alle  im  ersten  beziehungsweise  im 
zweiten  Mittel  vorhandenen  Wellen  beziehen.  Damit  den  Grenz- 
bedingungen (1)  genügt  werde,  sind  f ür  r  «s  0  die  Gleichungen 

2«' =2'"''    2"' -2''''''   2«'' =2"'''     (^) 

zu  erfüllen  für  alle  Werthe  von  a;,  y  und  /;  dies  ist  nur  möglich, 
wenn  die  sämmtlichen  Coefficienten  von  x  beziehungsweise  y  unter 
den  trigonometrischen  Zeichen  einander  gleich  sind,  d.  h.  wenn 


(4  a) 


ist,  und  alsdann  reduciren  sich  die  für  z  =  ü  zu  erfüllenden  Glei- 
chungen auf  solche  zwischen  den  eingeführten  Constanten. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  zu  ermitteln,  welche  Richtungen 
die  einzelnen  Wellen  haben  müssen,  damit  die  Bedingungen  (4  a)  erfüllt 
werden.  Bisher  war  in  dem  angenommenen  Goordinatensystem  nur  die 
z- Achse  bestimmt;  es  soll  dasselbe  nunmehr  so  gewählt  werden,  dass 
eine  Wellennormale  auf  der  ^- Achse  senkrecht  steht,  dass  also  einer 
der  Richtungscosinus  m  «»  0  ist;  nach  (4a)  sind  dann  alle  Grössen 
/»  SS  0,  es  sind  also  alle  Wellensysteme  der  y- Achse  parallel. 

Es  sei  nun  für  eine  Welle  des  Systemes  (p  der  Winkel  der 
z- Achse    und    derjenigen    Wellennormale,    in    deren  Richtung    die 


F.'  =■  v; 

•  ■  -  V7  =  VT 
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Wellen  forUchreiteu^  und  zwar  werde  der  Drehungssinn  als  der  positiv^e 
aufgefassti  für  welchen  nach  einer  Drehung  um  90^  die  poslÜTe 
z-Achse  mit  der  positiven  x-Acbse  zusammenfallt«  Dann  kamt  für 
jede  einzelne   Welle 

/  s»  sin  9,      m  «=  0,      w  =  cos  9? 
gesetzt  werden^  der  in  (2)  angegebene  Ausdruck  für  u  geht  also  in 

.  (x  sin  a  4-  r  CO8  n  Mo 

u^=^  aA  sin  ^^-^  --y  —  7V  ^^ 

über^  während  entsprechende  Gleichungen  für  v  uud  w  gelten.  Die 
Grenzbedingungen  (4a)  endlich  werden 

sin  qp,        sin  r^^  bin  qp/         ein  qpt'  ia  k\ 

Aus  diesen  Gleichungen  in  Verbindung  damit,  dass  alle  Wellen  der 
y-Achse  parallel  sind,  sind  dann  die  Richtungen  der  reflectirten  und 
gebrochenen  Wellen  zu  bestimmen. 

§2. 

Die  Wellenfläche  giebt  ein  einfaches  Mittel ,  um  die  durch  die 
Gleichungen  (4  b)  bestimmten  ebenen  Wellen  geometrisch  zu  construiren : 
Die  folgende  Gonstruction  ist  für  einachsige  Mittel  schon  von  Hvyghens, 
ihre  Verallgemeinerung  für  beliebige  krystallinische  Medien  von 
Fresnel  angegeben  worden :  Denken  wir  uns  an  die  Wellenflache  eine 
der  gegebenen  Wellenebene  parallele  Tangentialebene  gelegt,  so  wird 
diese,  nach  der  vorher  über  die  Lage  des  Coordinatensystems  ge- 
machten Voraussetzung,  die  o^j^-Ebene  iu  einer  zur  y-Achse  parallelen 
Geraden  schneiden.  Durch  diese  Gerade  denken  wir  uns  eine  zweite 
Tangentialebene  an  die  Wellenfläche  gelegt,  welche  dann  ebenfalls 
der  y- Achse  parallel  ist.  Dann  ergiebt  sich  leicht,  dass  diese  Tan- 
gentialebene die  Wellenebene  eines  zweiten  Systemes  ebener  Wellen 
sein  kann.  Sind  nämlich  <p  und  9,  die  Winkel  jener  beiden  Wellen- 
normalen mit  der  2:- Achse,  so  besteht  für  sie  in  der  That  die  Gleichung 

sin  (p    Bin  gp| 

-  y        t;~' 

da  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  für  eine  Wellenebene  nichts 
Anderes  ist  als  das  vom  Mittelpunkte  der  Wellenfläche  auf  die  ihr 
parallele  Tangentialebene  gefällte  Loth.  Die  vom  Mittelpunkte  nach 
den  Berührungspunkten  der  beiden  Tangentialebenen  gezogenen 
Linien  ergeben  alsdann  die  zu  ihnen  gehörigen  Strahlen,  so  dass 
auch  diese  unmittelbar  durch  unsere  Gonstruction  gefunden  werden. 
Ist  die  Wellenfläche  eine  Kugel,  wie  bei  den  isotropen  Medien,  so 
erhält  man  nur  zwei  solcher  Taugentialebenen,  von  denen  die  eine 
einer  einfallenden  Welle  angehören  kann ;  die  andere  giebt  dann    die 
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reflectirte  Welle.  Ist  die  Wellenfläche  aber  eine  Fläche  vierten 
Grades,  so  erhält  man  vier  Tangentialebenen ,  and  man  kann  zwei 
einfallende  und  zwei  reflectirte  Wellen  haben,  von  denen  dann  jedesmal 
die  eine  eine  gewohnliche,  die  andere  eine  ungewöhnliche  Welle  sein  wird. 
Wir  haben  bis  jetzt  nur  Wellensysteme  betrachtet,  die  in  einem 
Mittel  verlaufen;  um  nun  dieselbe  Aufgabe  für  den  Uebergang  von 
einem  Mittel  in  ein  anderes  zu  losen,  construiren  wir  für  denselben 
Punkt  als  Mittelpunkt  die  Wellenebene  für  das  zweite  Mittel,  und 
machen  alsdann  die  vorher  angegebene  Construction  auch  für  diese 
Fläche.  Jede  der  so  sich  ergebenden  Tangentialebenen  kann  als- 
dann die  Wellenebene  eines  Systemes  ebener  Wellen  im  zweiten 
Mittel  sein ;  ist  nämlich  für  eine  dieser  Wellen  V  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit und  9'  der  Winkel  ihrer  Normale  mit  der  z -Achse, 
80  ist  für  sie  offenbar  die  Gleichung 

sin  (p'   ein  qp| 

erfüllt.  An  diese  beiden  Wellenflächen  lassen  sich  dann  durch  jene 
Gerade  im  Allgemeinen  je  vier  Tangentialebenen  legen,  man  erhält 
also  zusammen  acht  Wellenebenen,  die  sämmtlich  der  ^- Achse 
parallel  sind.  Von  ihnen  können  gewisse,  in  dem  ersten,  wie  auch  in 
dem  zweiten  Mittel,  einfallenden,  andere  wieder  reflectirten  oder  ge- 
brochenen Wellen  entsprechen.  Welche  von  den  Wellen  einfallende, 
und  welche  gebrochene  oder  reflectirte  sind,  kann  dadurch  unter- 
schieden werden,  ob  sie  nach  der  Grenze  hin,  oder  von  ihr  fortgehen,  aber 
unsere  Construction  lässt  es  bei  denjenigen  Wellen,  welche  von  der  Grenze 
fortgehen,  unentschieden,  ob  es  reflectirte  oder  gebrochene  Wellen  sind. 
Mit  den  hier  gegebenen  Hülfsmitteln  lassen  sich  nun  die  Er- 
scheinungen der  conischen  Refraction,  auf  welche  bereits  in  der  vorigen 
Vorlesung  hingedeutet  wurde,  vollständig  augeben.  Wir  denken  uns 
zu  diesem  Zwecke  eine  planparallele  Platte  eines  optisch  zweiachsigen 
krystallinischen  Mittels,  welche  auf  beiden  Seiten  von  Luft  umgeben  ist. 
Auf  ihre  erste  Ebene  mögen  dann  Lichtwellen  fallen,  die  eine  solche 
Richtung  haben,  dass  die  Normale  der  im  Inneren  der  Platte  fort- 
schreitenden Wellen  die  Richtung  der  einen  optischen  Achse  hat.  Die 
obere  Fläche  werde  jetzt  mit  einem  undurchsichtigen  Schirm  bedeckt, 
welcher  nur  eine  kleine  Oeffnung  frei  lässt.  Man  kann  dann  näherungs- 
weise sagen,  dass  durch  diese  ein  Strahl  in  das  Innere  des  Krystalles 
geht.  Wäre  die  Richtung  der  Wellennormale  eine  andere,  so  würden 
sich  im  Inneren  des  Krystalles  zwei  Strahlen  bilden,  ein  gewöhnlicher 
und  ein  ungewöhnlicher,  jetzt  aber  erhält  man  deren  unendlich  viele, 
welche  die  Oberfläche  eines  Kegels  erfüllen;  eine  Kante  desselben 
ist  die  optische  Achse  selbst,  eine  zweite  liegt  in  der  Ebene  des  ein- 
fallenden Strahles.  Diese  Strahlen  treffen  jetzt  die  zweite  Grenzebene 
und  erleiden  hier  eine  Brechung.    Da  die  Wellennormalen  aller  dieser 
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Strahlen  im  Erystalle  der  optischen  Achse  desselben  parallel  W4 
so  tritt  aus  der  Platte  ein  Strahlencylinder  ans,  dessen  Kanten  dem 
einfallenden  Strahle  parallel  sind.  Diese  Erscheinung  heisst  die  innere 
conische  Refraciion. 

Es  sollen  jetzt  die  beiden  Oberflächen  mit  einem  undurchsichtigen 
Schirm   bedeckt   werden ,    in  deren  jedem  eine   kleine  Oeffiaung*    90 
angebracht  ist,   dass  die  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte  ger»]e 
in   eine   Strahlenachse  fallt,    und    es   mögen   von    allen    möglichen 
Richtungen  aus  ebene  Wellen  auf  die  Oberflache  auffallen.     Es  wird 
dann  auch  ein  Wellensystem  geben^  welches  so  gerichtet  ist,  dass  die 
Strahlen  im   Inneren  des  Krystalles   gerade   von  einer  Oeffhnng  zur 
anderen  gehen.     Von  diesen   wird  ein  Theil   durch  die  zweite  Oeff- 
nung  austreten,  und  gerade  diesen  wollen  wir  ins  Auge  fassen.    Um 
die  in  die  Luft  tretenden  Strahlen  zu  finden,  müssen  wir  die  Wellen- 
normalen suchen,  welche  zu  den  Strahlen  im  Inneren  gehören.     Im 
Allgemeinen  giebt  es  deren  nur  zwei ;  da  der  hier  betrachtete  Strahl 
aber  mit  einer  Strahlenachse  zusammenfallt,  so  gehören  zu  ihm  unend- 
lich viele  Normalen,  welche  einen  ganzen  Kegel  erfüllen  und  zu  denen 
die  Strahlenachse  selbst  gehört;  eine  jede  derselben  liefert  die  Normale 
einer  gebrochenen  Welle,  mithin  auch  einen  gebrochenen  Strahl ,  und 
zwar   fallen  diese   in    der   Luft   zusammen,  so   dass  Wellennormale 
und    Strahl  hier   dasselbe  ist.    Es  werden  also   aus   unserer   Platte 
unendlich  viele  Strahlen  austreten,  die  einen  Kegel  bilden ,  und  dieses 
Phänomen  nennt  man  äussere  conische  Refraciion.    Die  Gleichungen, 
welche  die  Oeffnung  und  die  Lage  dieser  Kegel  bei  der  inneren  und 
bei  der  äusseren  Refraction  geben,  sind  in  §  5  der  vorigen  Vorlesung 
bereits  gefunden  worden. 

§3. 

Wir  wollen  jetzt  die  im  vorigen  Paragraphen  mit  Hülfe  der 
Wellenfläche  construirten  reflectirten  und  gebrochenen  Wellen  durch 
die  Rechi^ung  zu  bestimmen  sucheu.  Die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit V  einer  jeden  Welle  hängt  mit  den  Bichtungscosinus  ihrer 
Normale  durch  eine  Gleichung  zusammen,  die  wir  in  (19)  der  eilften 
Vorlesung  für  den  Fall  aufgestellt  haben,  dass  die  Coordinatenachsen 
die  Krystallachsen  sind.  Hier  haben  wir  zwar  eine  andere  Lage  des 
Coordinatensystemes,  aber  dafür  die  Vereinfachung,  dass  die  Wellen- 
normalen alle  senkrecht  zur  y- Achse  sind.  Hier  finden  wir  diese  Glei- 
chung auf  folgendem  Wege. 

Die  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  der  zu  einer  Wellenebene 
gehörigen  gewöhnlichen  und  ungewöhnlichen  Welle  standen  in  einer 
sehr  einfachen  Beziehung  zu  den  Hauptachsen  derjenigen  Ellipse,  in 
welcher  eine  durch  den  Mittelpunkt  des  Elasticitätsellipsoides  parallel 
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zur  Wellenebene  gelegte  Ebene  dasselbe  schneidet:  Nach  (12)  und 
(12a)  der  eilften  Vorlesung  sind  nämlich  die  reciproken  Halbachsen 
dieses  Schnittes  die  beiden  Werthe  von  V,  welche  zu  der  betreffenden 
Wellenebene  gehören. 

Es  war  nun  die  Gleichung  des  Elasticitätsellipsoides 

1  =  a^x^  +  a^^y^  +  a^.^z^  +  2a^.iyz  +  2öa,  zx  +  2a^^xy,    (5) 

und  die  Gleichung  der  durch  den  Anfangspunkt  gelegten  Wellenebene 

X  sin  (p  -\-  z  cos  9?  =  0;  (6) 

die  gesuchte  Schnittellipse  ist  demnach  durch  die  beiden  Bedingungen 

(5)  und  (6)  gegeben.    Es  seien  nun  (x,  y,  z)  die  rechtwinkligen  Coordi- 

naten  irgend   eiues  Punktes  dieser  Ellipse,    r  der  zu  ihm  gehörige 

Radius  yector  und  di  der  Winkel,  den  dieser  mit  der  y-Achse  macht, 

so  dass  also 

y  =  r  cos  d' 

ist;  dann  kann  man  setzen 

a;  «=  r  sin  ^  cos  qp,       y  «=  r  cos  #,       2:  =  ~  r  sin  ^  sin  9,      (7) 

da  hierdurch  die  Gleichungen 

a;  sin  9?  -f"  -2^  cos  9?  «=  0,       r^  =  a:^  -[-  y'  -[-  z^ 

erfüllt  werden.  Setzt  man  diese  Werthe  der  Coordiuaten  in  (5)  ein, 
so  ergiebt  sich  die  folgende  Gleichung  der  Schnittellipse 

72"  "^  (ö||Cos^g)  +  «33  sin^qp  —  2aj3  cos  tp  sin  qp)  sin^'ö' 

+  022  cos' -ö"  +  2(ffi2  cösi  9  ■"  ^23  ^^^  9)  cos  0*  sin  O", 
und  wir  haben  jetzt  diejenigen  Werthe  von  %^  aufzusuchen,  welche 

einem  Maximum  oder  einem  Minimum  von  -7  entsprechen.  Betrachtet 

man  sin  4)^  und  cos  0-  als  zwei  Variable,  die  der  Bedingung 

sin'  %•  -f-  cos'  0^  =  1 

genügen,  und  versteht  man  unter  F'  zunächst  einen  unbestimmten 
Factor,  so  findet  man  hieraus  zur  Bestimmung  der  beiden  Werthe 
von  F'  die  beiden  Gleichungen 

0  =  (öj,  cos'  fp  +  Ö33  sin'  9  —  2flrj3  cos  qp  sin  <p  —  F')  sin  %• 

+  (ff, 2  cos  9  —  «23  si^  9)  c^s  0",    (8) 

0  =  (a,2  cos  tp  —  «23  siii  9)  sin  ^  +  («22  ""  ^^)  cos  '9' ,  . 
und  da  diese  nur  dann  zusammen  bestehen  können,  wenn  ihre  Deter- 
minante   verschwindet,    so    erhält    man    für    F    die    biquadratische 
Gleichung 

(^/j,  cos'  q>  +  «33  sin'  qp  —  2flj3  cos  y  sin  9?  —  F')  («32  —  ^^)      (9) 

—  («12  cos  g?  —  «23  sin  9)'  =  0, 
während  sich  aus  den  beiden  Gleichungen  (8)  leicht  ergiebt 

U2  .!_ . 
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es  ist  also  V  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  betreffenden  Welle. 
Endlich  erhalt  man  aas  (7)  and  aas  der  zweiten  Gleich  ang  in  (8 
fQr  die  Bichtungscosinns  (a,  b,  c)  der  Hauptachsen  die  Aasdrficke 

a  =  sin  O"  cos  9? ,        b  •»  cos  ^,        c  =  —  sin  d  sin  g? ,      ( lOi 
wenn  d  der  Gleichung  genügt 

tg^  = ri-3t_,_-  .  (lOa. 

°  a»  CO8  9  —  cf0  ein  9  ^ 

Sind  also  wieder  (a,  ß^  y)  die  Richtungscosinus  der  zu  einem  Wertbe 
von   V  gehörigen  Schwingungsrichtung,  so  ist 

a  =  —  cos  9  cos  -Ö",    /S  =  sin  #,    y  «.  sin  <p  cos  d,      (10b) 

denn  hierdurch  ist  die  Richtung  bestimmt,  welche  senkrecht  auf  der 
Wellennormale  und  der  gewühlten  Halbachse  steht. 

Es  mögen  nun  wieder  tp^,  V^  sich  beziehen  auf  ein  gegebenes 
Wellensystem  9,  V  auf  ein  zweites,  unbekanntes,  welche  sich  beide  im 
ersten  Mittel  bewegen.  Zwischen  V  und  9  besteht  dann  ausser  der 
vorher  gefundenen  Gleichung  (9)  noch  die  andere 

^—  =  — ^*  •  fll) 

sin  9         sin  91'  ^      ' 

setzen  wir  den  aus  ihr  sich  ergebenden  Werth  von  V^  in  (9)   ein, 
dividiren  sie  dann  durch  cos'  tp  und  benützen  die  Identität 


-\-  =  1  +  tg'  9, 

cos*  qp  I     -o     7'  y 


SO  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  des  der  zweiten  Welle  entsprechen- 
den Winkels  9  die  biquadratische  Gleichung 

—  («12  -  «?a  tg  q>?  {\  +  tg»  =  0. 

Beziehen  sich  jetzt  q>  und  V*  auf  ein  unbekanntes  Wellen- 
system im  zweiten  Mittel,  und  werden  die  Constanten  hier  durch 
gestrichene  Buchstaben    bezeichnet,    so    gelten    die    entsprechenden 

Gleichungen 

F'  F, 


Mn  tp  8in  (pi 


(IIa) 


(«..'-  2«,,  tgqp'  +  («3,'-  J^/~^  tg>')  («„'+  («„'  -  -.^)  tg'  9') 

-  ("12'  -  «23'  tg  9')'  ( l  +  tg'  ¥)  =  0.  (12  8) 

Sehen  wir  nun  zu,  wie  viele  verschiedene  Wellen  in  jedem  der 
beiden  Mittel  vorhanden  sein  können:  Aus  den  Gleichungen  (10b) 
und  (11)  und  den  entsprechenden,  welche  für  das  zweite  Mittel 
gelten,  ergiebt  sich,    dass    durch  jeden    Werth  von  tg  9  und   tg  9' 
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die  zugehörigen  Verrdckungen  im  ersten  oder  im  zweiten  Mittel  bis 
anf  einen  gemeinschaftlichen  constanten  Factor  eindeutig  bestimmt 
werden;  einem  jeden  der  aus  (11)  und  (12)  sich  ergebenden  Werthe 
von  tg  9  und  tg  tp'  entspricht  also  nur  eine  Welle,  und  da  beide 
Gleichungen  biquadratische  sind;  so  können  hiernach  vier  verschiedene 
Wellen  im  ersten ;  und  vier  im  zweiten  Mittel  vorhanden  sein. 

Es  sei  nun  tg  q>  eine  reelie  Wurzel  der  biqnadratischen  Glei- 
chung (12);  dann  kann  die  ihr  entsprechende  Welle  im  ersten  Mittel 
bezeichnet  werden  entweder  als  eine  einfallende,  oder  als  eine  reüectirte 
oder  gebrochene;  als  eine  einfallende,  wenn  sie  angesehen  wp'tien  kann 
als  herkommend  von  einem  unendlich  entfernten  Erschütterungsmittel- 
punkte, welcher  in  demselben  Mittel  liegt,  also  eine  unendlich  grosse 
negative  z-Ordinate  hat,  als  eine  reflectirte  oder  gebrochene  Welle, 
wenn  das  nicht  der  Fall  ist.  Ist  das  Mittel  ein  isotropes,  so  ist  diese 
Alternative  leicht  zu  entscheiden,  da  dann  der  Erschütterungsmittel- 
punkt auf  der  rückwärts  verlängerten  Wellennormale  liegt.  In  diesem 
Falle  ist  also  die  Welle  eine  einfallende  oder  nicht,  je  nachdem  cos  q> 
positiv  oder  negativ  ist.  Anders  verhält  es  sich  im  Allgemeinen  bei 
den  doppeltbrechenden  Medien:  Hier  wird  die  Natur  der  Welle  in 
der  genannten  Hinsicht  durch  den  zugehörigen  Strahl  bestimmt,  der 
mit  der  Wellennormale  einen,  wenn  auch  kleinen  Winkel  bildet: 
Die  Welle  ist  eine  einfallende  oder  nicht,  je  nachdem  dieser 
Strahl  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  mit  der  z- Achse  bildet. 
Indessen  gilt  auch  hier  dasselbe  Kriterium  wie  bei  isotropen  Mitteln, 
wenn  nur  sin^  ip  unterhalb  einer  gewissen  Grenze  liegt,  einer  Grenze, 
die  nur  wenig  kleiner  als  Eins  bei  allen  Krystallen  ist,  welche  eine 
kleine  Doppelbrechung  besitzen. 

Durch  Betrachtungen,  die  an  die  Wellenfläche  zu  knüpfen  sind, 
lässt  sich  beweisen,  dass,  wenn  die  Gleichung  (12)  vier  reelle  Wurzeln 
hat,  zwei  von  ihnen  einfallenden,  die  beiden  anderen  reflectirten  oder 
gebrochenen  Wellen  entsprechen,  und  dass  eine  einfallende  und  eine 
reflectirte  oder  gebrochene  Welle  vorhanden  ist,  falls  die  genannte 
Gleichung  nur  zwei  reelle  Wurzeln  besitzt.  Dasselbe  gilt  von  der 
Gleichung  (12  a)  für  das  zweite  Mittel.  Jede  reelle  Wurzel  dieser 
Gleichungen  bestimmt  bis  auf  Vielfache  von  2x  eindeutig  einen  Werth 
von  9,  wenn  man  hinzunimmt^  dass  nach  (11)  sin  qp  und  sin  q)^  von 
gleichem  Vorzeichen  sind.  Eine  der  Wellen  im  ersten  Mittel  ist  die 
gegebene,  da  Fs»Fj,  <p  =s  tp^  eine  Lösung  der  zwei  Gleichungen 
ist,  aus  denen  die  biquadratische  folgt.  Da  die  imaginären  Wurzeln 
paarweise  auftreten,  so  folgt  zugleich,  dass  eine  reflectirte  W^elle 
stets  reell  ist;  die  zweite  einfallende  und  die  zweite  reflectirte  können 
aber  imaginär  sein. 
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§4. 

Will  man  die  entwickelten  Gleichungen  auf  specielle  l**äUe 
anwenden  y  so  muss  man  die  Elasticitatsconstanten  des  Aethers 
ausdrücken  durch  die  Langen  der  Hauptachsen  des  Elastieitäte- 
ellipsoides  und  die  Winkel,  die  diese  mit  den  Coordinatenaehaen 
bilden.  Es  seien  für  das  erste  Mittel  a,  b^  c  die  reciproken  Halb- 
achsen   des  Elasticitatsellipsoides,  es  sei  also 

seine  Gleichung,  bezogen  auf  ein  neues  System  (S,  ri,  i),  dessen  Achsen 
mit  den  Hauptachsen  zusammenfalle,  und  die  folgende  Tafel  gebe  die 
Cosinus  der  Winkel  an,  die  diese  mit  den  Coordinatenachsen  bilden 

S     V     t 


X 

p. 

Pt 

p 

y   Q\ 

Vi 

H 

z 

»•) 

^2 

r 

Da  in  Bezug  auf  das  ursprüngliche  Goordinatensystem  die  Gleichung 
des  Elasticitatsellipsoides 

und  da  ferner 

i^PiX  +  Qiy  -i-r^z 

l  =  px  +  qy   +  rz 

ist,  80  ergeben  sich  hiemach  die  folgenden  Ausdrücke  ftlr  die  sechs 
Constanten  a^ 

«II  —  ^'^P\^  +  ^W  +  ^V,        «23  —  «Vl^  +  *'^2'"2  +  ^^^^ 

^72  =  «^</l^  +  *^Ö'2*  +  <^'^^  .         «31  —  «'»"iPl  +  **''2P2  +  C^rp    (13) 

«33  =  ö^'*!^  +  ^^^2^  +  C'^r^  ,         «12  •«  ö'Ptä'l  +  ^^2^2  +  ^^P^- 

Die  Tollständige  Bestimmung  der  reflectirten  Wellen  wollen  wir 
nur  in  dem  Falle  durchführen ^  dasa  das  Mittel  einachsig  ist;  wählen 
wir  die  S- Achse  als  optische  Achse,  nehmen  wir  also 

h  =  a 

an,  so  gehen  die  obigen  Gleichungen  über  in 

«II  —  «'  +  ip^  —  «^)P*  I      «23  =  ip'^  —  «')^^ 

ö«  =  «^  +  (c'  -  «')8* ,      «31  -  (^'  -  «')^P  (I3a) 

«33  =  «'  +  {c"'  --  a^)r'^ ,       flr,2  —  {c^  -  a^)pq, 
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wo  jetzt  also  p,  q^  r  die  Bichtungscosinus  der  optischen  Achse  sind. 
In  diesem  Falle  wissen  wir  schon,  dass  die  Gleichung  zwischen  V 
und  9?  in  zwei  lineare  für  V^  zerfallt,  die  eine,  auf  eine  ge wohn- 
liche Welle  bezügliche,  ist 

r  —  a\ 

die  andere,  für  eine  ungewöhnliche  geltende,  ist 

V'^  =  a^  +  (c^  — a')siii«t/, 

wo  u  wieder  den  Winkel  bedeutet,  welchen  die  Wellennormale  mit 
der  optischen  Achse  bildet  Da  nun  die  Bichtungscosinus  jener  beider 
Bichtungen  beziehlich 

sin  qp,  0,  cos  tp        und        Py  Qf  ^ 
sind,  so  ist 

cos  u  «==*  p  sin  (p  -\-  r  cos  97, 

es  ergiebt  sich  also  für  die  ungewöhnliche  Welle  die  Gleichung 

F^  «=-  c*  +  (a*  —  c^)  (p  ain  ^  •{-  r  cos  y)*.  (14) 

Die  Bichtungscosinus  (p,  q,  r)  der  optischen  Achse  wollen  wir 
nunmehr  durch  zwei  unabhängige  Grossen  aus- 
drücken :  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  aus  *^**'  ^^' 
dem  Mittelpunkte  einer  Kugel  mit  dem  Badius 
Eins  vier  Strahlen  gezogen,  welche  den  drei  Co- 
ordinatenrichtungen,  sowie  derjenigen  der  op- 
tischen Achse  parallel  sind,  und  die  Eugelfläche 
beziehlich  in  x,  y,  z  und  A  schneiden  mögen. 
Verbinden    wir   dann  die  drei  Punkte  x,  y^  z 
mit  einander  und  A  mit  y  durch  grosste  Kreise, 
bezeichnen  den   Bogen  Ay  mit  v  und  den  Winkel  Ayz  mit   w,   so 
ergeben  sich  für  die  Cosinus  der  Winkel  Ax,  Ay,  Az,  welche  mitp,  q,  r 
identisch  sind,  bekanntlich   die  folgenden   Gleichungen 

p  as  sin  t;  sin  n; ,     q  '=»  cos  t; ,    r  «»  sin  t;  cos  w.  (14a) 

Setzt  man  diese  Werthe  für  p  und  r  in  die  Gleichung  (14)  für  V^ 
ein,  so  geht  sie  über  in 

F^  sa»  c^  +  (ö*  —  c^)  sin'  V  cos2(g)  —  w).  (14b) 

Die  biquadratische  Gleichung  für  tg  tp  ist  daher  für  einachsige 
Krystalle  durch  die  beiden  Gleichungen 

sin*  (p         sin*  9, 
und  (15) 

c*  H"  (<**  —  c*)  Bin'  V  cos'  (cp  —  to)  F|* 

sin*  (p  Bin*  qp| 

zu  ersetzen,  welche  in  Bezug  auf  tg  9  vom  zweiten  Grade  sind.  Es 
können  hier  noch  die  beiden  Fälle  unterschieden  werden,  dass  die  ge- 
gebene einfallende  Welle  eine  gewöhnliche  oder  eine  ungewöhnliche  ist. 

16* 
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Ist  endlich  daa  Mittel  isotrop,  so  hat  man 

^11  —  «22  —  «33  =  AT, 
«23  "=  «31  =  0,2—0 


(15a} 


zu  setzen,  und  als  Riehtungen  der  Hauptachsen  des  Elasticitatsellip- 
soides  können  irgend  drei  auf  einander  senkrechte  Richtungen  an- 
genommen werden. 

§5. 

Wir  wollen  uns  jetzt  zur  Untersuchung  der  Amplituden  der  an 
der  Grenzebene  z  >»  0  der  beiden  krystallinischen  Mittel  reflectirten 
und  gebrochenen  Wellen  wenden.  Wir  haben  dabei  weiteren  Ge- 
brauch von  den  Grenzbedingungen 

zu  machen;  zu  diesen  ist  aber  noch  eine  vierte  zu  fügen,  und  diese 
finden  wir  durch  die  bereits  bei  den  isotropen  Mitteln  benutzte  Hypo- 
these, dass  nur  transversale  Schwingungen  auftreten,  und  dass  die 
Arbeit  der  Kräfte,  welche  an  der  Grenze  die  wägbaren  Theile  auf  die 
Aethertheile  ausüben,  gleich  Null  ist.  Diese  Annahme  führt  durch 
dieselben  Betrachtungen  hier  wie  dort  zu  der  Gleichung 

Formen    wir    diese  Bedingung    wieder    um,    indem    wir    die   Diffe- 
rentialquotienten qT»  ä7;    äT  durch  die   ihnen  proportionalen  Ver- 

rückungscomponenten  u,  v,  w  ersetzen,    so    lässt   sich   diese    vierte 
Grenzbedingung  folgendermassen  schreiben 

«(^/-  jr,)  +  t;(n'-  n)  +  w(Z/--Z^)  -  0.  (17) 

Wir  zeigen  zunächst^  dass  diese  quadratische  Gleichung  auch  hier 
durch  zwei  lineare  und  homogene  ersetzt  werden  kann,  von  denen 
die  eine  bei  Rücksicht  auf  die  übrigen  Bedingungen  eine  Folge  der 
anderen  ist,  falls  keine  von  ihnen  identisch  erfüllt  wird.  Ist  das  ge- 
zeigt, so  ist  bewiesen,  dass  auch  hier  das  Princip  der  Coexistenz  zweier 
Lichthewegungen  gilt. 

Um  diese  Gleichungen  zu  bilden,  stellen  wir  die  Ausdrücke  für 
die  Druckcomponenten  auf.    Wir  fanden  in  (1)  der  eilften  Vorlesung 

y        dF  V         IK  ^         dF 

wo  jetzt 

2F  =  ö,i  (y,2  —  4yyZ,)   4-  «22  (^*^  -  ^Z.OJ^r)  +  «33  (V  —  ^^xVy) 

-f-  2a^^{2xxy*'-y»Zx)+2a^^{2yyZ^  -^y«y)+  2a,2(2z.a:y  -ar.y.) 

gesetzt  werden  kann,  da  das  erste  Glied  des  Ausdruckes  von  2F  \tl 
Folge  der  Gleichung 
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0 

^»  +  y»  +  ^*  =  ^ 

fortfallt,  durch  welche  die  Wellen  als  transversale  charakterisirt 
werden.     Hieraus  folgt 

—  A',  =  «22^*  +  2a,3yy  —  0,2^*  —  ö?3^y 

—  Y^~  a^^y^  +  20230;;^  —  fl'ija?.  —  «is^y  (18) 
*—  ^z  ^™  ~~  ^^wl/y  ""^  ^^21*^*    i"  ^^[i*^y* 

Substituirt  man  diese  Ausdrücke  für  die  Druckcomponenten  in  die 
Differentialgleichung  (Ib)  der  eilften  Vorlesung 

dt*  dx  dy  de  ' 

und  setzt  dann  für  die  Grossen  Xz,  i/y,  ...  ihre  in  (1)  der  eilften 
Vorlesung  gegebenen  Werthe,  so  erkennt  man  leicht,  dass  diese 
Gleichung  in  der  folgenden  Form  geschrieben  werden  kann 

d*u}        dA        dB 


dt*         dx        dy ' 
wenn  zur  Abkürzung 


(19) 


^        ^21  K^g        ^y)  -f-  Ö22\8a:        dz)  ^  ^23  \^y        ^J 
p       ^     /dv        dw\    ,    ^  ^/dw        du\  _,    ^    (du        dv\ 


(19a) 


gesetzt  wird. 

Auf  das  zweite  Mittel  beziehen  wir,  wie  früher,  die  gestrichenen 
Buchstaben.  Die  beiden  linearen  Grenzbedingungen,  von  welchen  wir 
beweisen  wollen,  dass  sie  die  quadratische  Gleichung  (17)  vertreten 
können,  sind  diejenigen,  welche  besagen,  dass  die  beiden  Aus- 
drücke A  und  B  in  (19  a)  ungeändert  bleiben,  wenn  man  den  Grössen 
u,  V,  w  und  a  Striche  beifügt,  dass  also 

A  =  A\        B  =  B'  (20) 

ist. 

Dass  diese  beiden  Grenzbedingungen  bei  Bücksicht  auf  die  übrigen 

nicht  unabhängig  von  einander  sind,  schliessen  wir  daraus,  dass  aus 

ihnen  die  Gleichung 

d^w  ^  d^ 
dt*         dt* 

folgt,  welche  eine  identische  Folge  von  (16)  ist.  Dass  aus  ihnen 
und  den  für  die  ganze  Grenzflttche  bestehenden  Gleichungen  (16)  die 
vierte  Grenzbedingung  (17)  sich  ergiebt,  lehrt  die  folgende  Rechnung. 
Mit  Hülfe  der  Gleichungen  (18)  und  der  entsprechenden,  welche 
für  das  zweite  Mittel  gelten,  bilden  wir  den  Ausdruck  für  Äz'  —  Ägy 
indem  wir  für  die  Grössen  Xx,  f/y,  . .  .,  Xm',  Xy\  .  .  .  ihre  in  (1) 
der  eilften  Vorlesung  angegebenen  Werthe  setzen.  Hier  sind  die 
Ableitungen  der  Verrückungscomponenten  nach  x  und  y  wegen  der 
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GrenzbedingUDgen    (16)  fQr  beide  Mittel  einander  gleich;    während 
wir   mit   Hülfe    der   ersten    der   neuen    Bedingungen   (20)    ans    dem 

gefundenen   Ausdruck   ^y     «**  ,    ^\    -^-  eliminiren  können.      Daxin 
erhalten  wir 

2     ~""*^^22  — ^n0^i+(ö|3-«l3)^y— («12  — ^'li)^-^-  («23-^.M  )^j. 

auf  entsprechende  Weise  findet  man 

^- -=(«,, -fl,,)^y +  («23  •-««)>^i--(«l2--«!2)^.^--(«l3--«I3J^y 

'  Hierzu  fügen  wir  ohne  Aenderung 


2 


-(«l|--«ll)^-y~K2-«2i)^-i+(«I2--«l2)Viy+^J- 


Multiplicirt  man  diese  drei  tileicbungen  beziehlich  mit  Uy  r,  w  und 
addirt  sie,  so  erhält  man  eine  Relation,  deren  linke  Seite  bis  auf  den 

Factor  ---  mit  der  linken  Seite  der  Bedingung  in  (17)  zusammenfällt, 

und  deren  rechte  Seite  ist 

(«1.  -  «11 )  \y  zy-«' zy)  +  («2J  -  ««)  (« ai  - ««  ^x) 

+  K  -  «.3')  ("  I5  -  «  D  +  («M  -  «3.')  («  fj  -  "  fj)    <^V> 
(«i2  -  «. . )  ((«^  ^i  -  "  e  J  +  C«'  gy  -  «  ä]^))  • 

Man  kann  nun  ohne  Schwierigkeit  nachweisen,  dass  dieser  Aus- 
druck bei  Rücksicht  auf  die  Grenzbedingungen  (16)  verschwindet: 
Es  ist  nämlich  z.  B. 

cy  oy  cy  ^t?/' 

und  entsprechend  können  alle  übrigen  Coefficienten  so  geschrieben 
werden,  dass  sie  mit  der  Ableitung  nach  x  oder  nach  y  des  Verhält- 
nisses von  je  zweien  der  drei  Yerrückungscomponenten  u,  v,  w  multi- 
plicirt sind.  In  dem  hier  betrachteten  Falle  setzten  sich  nun  alle  Yer- 
rückungscomponenten aus  mehreren  Theilen  zusammen,  deren  Phasen 
aber  für  z  =  0  dieselben  waren,  für  welche  also  die  Phase  als  ge- 
meinsamer Theiler  heraustrat.  Es  siud  somit  die  Verhältnisse  u:v:w 
von  X  und  y  unabhängig,  und  daher  verschwinden  alle  in  (21)  auf- 
tretenden Ausdrücke,  oder  die  ganze  rechte  Seite;  die  vierte  Grenz- 
bedingung ist  also  eine  Folge  der  beiden  linearen  Gleichungen  (20). 
Bei  dem  durchgeführten  Beweise  hatten  wir  benutzt ,  dass  die 
z- Achse  die  Normale  der  Grenzebene  ist,  hatten  aber  die  Richtungen 
der  X-  und  y- Achse  einstweilen  beliebig  angenommen.  Wir  wollen 
jetzt  wieder  die  y-Achse  einer  Wellenebene  parallel  annehmen^  dann 
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gilt  dasselbe  für  alle  Wellenebeoeiii  und  die  sämmtlicheu  Verrückungs- 
componenten  sind  von  y  unabhängig;  die  Gleichung  (19)  geht  dann 
über  in 

d^w  _  dÄ 

dt*  ""  dx  ' 

und  daraus  folgt,  dass  die  vierte  von  den  fünf  Grenzbedingungen  bereits 
eine  Folge  der  Gleichung  w  '^  w'  ist,  also  fortgelassen  werden  kann. 
Die  vier  Grenzbedingungen  sagen  dann  also  aus,  dass 

u,  V,  w 
und  (22) 

«n  ^i  -r  «1-2  Vä^  ~  ä^;  —  ^13  ^ 

ungeändert  bleiben  müssen,  wenn  man  den  Zeichen  a,  t/,  t;,  w 
Striche  beifügt. 

Im  Allgemeinen  konnten  sich  nun  in  jedem  der  beiden  Mittel 
mehrere  ebene  Wellen  bewegen;  die  yier  Bedingungen  (22)  ergeben 
somit  Gleichungen  zwischen  den  Amplituden  derselben.  Unterscheiden 
wir  diese  Systeme  wieder  durch  Indices,  setzen  wir  also 

«,  =  A, «,  sin  (*  ""  "'  +  '  "°?JEl  _  ^)  2« 
t;,  =  A,  ft  sin  f-*'?-'?'  +i??i^'  -  ^)  2« 

j  .     fx  sin  qp,  +  jff  C08  a>i  t\  c\ 

während  entsprechende  Ausdrücke  für  die  übrigen  Wellen  im  ersten 
und  zweiten  Mittel  gelten,  so  gehen  diese  Bedingungen  über  in 

und 

A  (^^) 

^'V\   (^l(^^«»   ^^^^^  ~  ^^3  ^^"  ^^^   "^   ^''^  (">   ^^®^»   ""  ^«  ®^°  ^^)) 

=2*  F7  (^i'(^n'  cos  9,'—  «,.,'  sin  <p,')  -  a,2'  («i'  cos  g?/  —  y/  sin  g?/)). 

Wir  hatten  aber  in  (10  a)  und  (10b)  für  die  Richtungscosinus  (a,  ß,  y) 
der  Yerrückuiig  in  jeder  einzelnen  Welle  die  folgenden  Werthe  gefunden 

a  BS  —  cos  (p  cos  &,      /3  SB  sin  ^ ,      y  t»  gin  9  cos  d, 
wo 

°  ajf  CO8  (p  —  a^g  Bin  9 

ist,  und  wo  d  den  Winkel  zwischen  der  ^- Achse  und  der  Normalen  zur 
Polarisationsebene,  oder  was  hier  offenbar  dasselbe  ist,  den  Winkel 
zwischen  Einfallsebene  und  Polarisationsebene  bedeutet;  substituirt 
man  diese  Werthe  in  unsere  Grenzbedingungen  und  berücksichtigt 
überdies,  dass 
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^«      -=      »'»     =  _     ^''     = 

—  — "      CSSSS     '  SISS     •     •     •     S33S     — - —  •    B^     •     •     • 

sin  ipi  BiD  qpf  sin  qpi 

ist,  80  gehen  dieselben  über  in 

^  A^  cos  g),  cos  #,  =^,  A{  cos  qp,'  cos  d,' 

^A^  sin  ^,  =  2^1'  8"»  ^1'  (24 ' 

^^  A^  sin  qp,  cos  ^,  ^^^j  A(  sin  qp,'  cos  ^( 

2ri^9i  ("'^  ^*  *^^"  ^^^  ^* "  **"  ^'°  ^^^  "^  ^"  ^^  ^'^ 

^^2 ßiä  v7  r'^  ^/(ö'u'cos  9,'  -  «,3'  sin 9)/)  +  0,3'  cos  d,'). 

Im  vorigen  Paragraphen  war  gezeigt  worden,  dass  das  ganze  System 
im  Allgemeinen  aus  acht  Wellen  besteht,  von  denen  vier  dem  eineo, 
vier  dem  anderen  Mittel  angehören.  Zwischen  den  acht  Amplitaden 
derselben  bestehen  also  die  vier  linearen  homogenen  Gleichungen  (24\ 
vier  von  diesen  können  demnach  beliebig  gewählt  werden,  z.  B.  so,  dass 
von  den  vier  einfallenden  Wellen,  welche  im  Allgemeinen  vorhandeu 
sind,  die  Realität  aller  acht  Wellen  vorausgesetzt ,  drei  verschwinden 
und  die  vierte  eine  gegebene  Amplitude  hat;  die  Gleichungen  (24)  lehren 
dann  die  Amplituden  der  beiden  reflectirten  und  der  beiden  ge- 
brochenen Wellen   kennen. 


§  6. 

Die  allgemeine,  jetzt  entwickelte  Theorie  soll  nun  zunächst 
durch  die  Annahme  specialisirt  werden^  dass  das  erste  Medium  ein 
isotropes,  etwa  Luft,  ist.    Dann  ist  wegen  (15  a) 

«It  —  <»22  =  «83  =  ^ 
«23  =  «31  =  Ä,2  ~  0 

zu  setzen,  und  zugleich  wollen  vnr  der  Kürze  halber  /jC  =  \j  also  weil 
^  SS  1  ist,  auch  F  BS  1  annehmen.  Von  den  vier  Wellensystemen, 
welche  in  der  Luft  vorhanden  sind,  sind  dann  zwei  einfallende  und 
zwei  reflectirte,  und  die  ersten  sowohl  als  die  letzten  haben  gleiche 
Richtung;  für  die  vier  Werthe  des  Winkels  (p  muss  dann  nach  (4b) 
sin  9  denselben  Werth  haben ;  für  die  beiden  einfallenden  Wellen 
muss  demnach  qp  einen  Werth  haben ^  für  die  zwei  reflectirten  einen 
anderen,  der  jenen  zu  n  ergänzt.  Neunen  wir  also  den  Einfallswinkel 
9),  und  beziehen  wir  die  Indices  1  und  2  auf  die  einfallenden,  die 
Indices  3  und  4  auf  die  reflectirten  Wellen,    so   können  wir  setzen 

9,  =  qp ,      (p^  -=-  7t  —  <p. 
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Die  beiden  eiufallendeD  Wellen  unterscheiden  sich  von  einander 
nicht  durch  ihre  Richtung  und  Fortpflanzungsgeschwindigkeit,  wohl 
aber  durch  ihren  Polarisationszustand,  und  dasselbe  gilt  von  den 
reflectirten  Wellen.  Die  Winkel  '^u  ^2  ^^^  ^3;  ^4  erscheinen  nach 
der  fQr  tg'&  aufgestellten  Gleichung  (10a)  in  unbestimmter  Form; 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  können  sie  auch  beliebig  gewählt 
werden,  aber  nicht  ganz  willkürlich.  Da  wir  nämlich  das  isotrope 
Medium  als  speciellen  Fall  eines  krystallinischen  angesehen  haben, 
so  können  wir  auch  bei  ihm  von  gewöhnlichen  und  ungewöhnlichen 
Wellen  sprechen.  Von  den  beiden  einfallenden,  wie  von  den  beiden 
reflectirten  Wellen  ist  die  eine  eine  gewöhnliche,  die  andere  eine 
ungewöhnliche;  es  müssen  daher  diese  wie  jene  senkrecht  auf  einander 
polarisirt  sein.  Wir  können  uns  das  isotrope  Mittel  als  ein  ein- 
achsiges denken,  dessen  optische  Achse  in  der  Einfallsebene  liegt; 
dann  sind  die  beiden  gewöhnlichen  Wellen  in  der  Einfallsebene,  die 
beiden  ungewöhnlichen  senkrecht  zu  ihr  polarisirt,  und  wir  können, 
indem  wir  die  Indices  1  und  3  auf  die  gewöhnlichen,  2  und  4  auf 
die  ungewöhnlichen  Wellen  beziehen 

'9',  —  0,    ^2  =  "2  >     '^a  =  0,     ^4  =  ^, 

setzen.  Wir  können  den  vorliegenden  Fall  aber  noch  etwas  anders 
auffassen:  Wegen  der  Coexisteuz  der  Lichtbewegungen  setzen  sich 
hier  nämlich  die  beiden  einfallenden  Wellen  mit  den  Amplituden  A^ 
und  A2  zu  einer  einfallenden  Welle  zusammen,  die  im  Azimuth 

arctg^ 

polarisirt  ist,  und  ebenso  setzen  sich  die  reflectirten  Wellen,  deren 
Amplituden  A^  und  A^  sind,  zu  einer  im  Azimuth 

arctg -^* 

polarisirten  Welle  zusammen. 

Unsere  vier  Gleichungen  (24)  lassen  sich  hiemach  in  diesem  Falle 
folgendermassen  schreiben 

{A^  —  ^3)  cos  q>  «=^  A^'  cos  y/  cos  d*/ 

(A  +  A)  siö  9>  =^^1'  sia  9>i'  cos  ^i'  (25) 

A2  +  A^  =^,  Ai  sin  -Ö"/ 

Hier  bedeutet  (p  den  Einfallswinkel,  und  A^A^  beziehungsweise  A^A^ 
sind  die  Amplituden  der  Componeuten  des  einfallenden  beziehungs- 
weise des  reflectirten  Lichtes,  welches  parallel  und  senkrecht  zur 
Einfallsebene  polarisirt  ist. 
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Für  die  weitere  Beehmuig  ist  es  am  bequemsten ,  zuerst  die 
speciellen  Fälle  zu  betrachten,  dass  in  dem  krystallinischen  Mittel 
nur  eine  Welle  von  der  Amplitude  Eins  vorhanden  ist;  unsere  Glei- 
chungen bestimmen  dann  die  vier  Amplituden  ^,,  A^,  A^^  A^.  Sie 
werden  alsdann 

(^1  —  -^^3)  cos  qp  «=  cos  fp'  cos  d' 

(^1  -|-  ^3)  sin  9  OB  sin  9?'  cos  d'  (26  > 

^2  +  -^4  *=*  sin^' 

(^2  —  ^1)  Sn~^  =  t^iu V  ('•^**'  ^^®  ^ '"  ^13's^"  9>')  sin  ^'  +  V  cos  »')  , 

wenn  wir  mit  tp'  den  Winkel  der  Wellennormale  mit  der  Flächen- 
normale  ^   mit  d'    das    Polarisationsazimutb    jener   einen  Welle    im 
zweiten  Mittel   bezeichnen.    Es   müssten   hier  die  vier  Falle   anter- 
schieden  werden ,  dass  die  Welle  im  krystallinischen  Mittel  eine  ein- 
fallende gewöhnliche  oder  ungewöhnliche,  oder  eine  gebrochene  ge- 
wöhnliche oder  ungewöhnliche  ist;  jedoch  lassen  sich  nur  die  beiden 
letzten  experimentell-  verwirklichen,  die  beiden  ersten  nicht.    Nehmen 
wir  an,  dass  in  der  Luft  Wellen  auf  den  Erystall  fallen,  so  haben 
wir  von  jenen  vier  Fällen  nur  diejenigen  zu  untersuchen,   dass  die 
im  Erystall  fortschreitende  gebrochene  Welle  eine  gewöhnliche  oder 
ungewöhnliche  ist. 

Für  den  ersten  Fall  wollen  wir  die  Zeichen 

A,     q)',    ^' 
beibehalten,  für  den  zweiten  die  bisher  so  bezeichneten  Grössen 

nennen.     Für  jenen  Fall  gelten  dann  die  Gleichungen  (26),  für  diesen 
gehen  sie  über  in 

{B^  —  B^  cos  qp  «==»  cos  ^'  cos  r( 
(J?,  -f-  B3)  sin  q>  =  sin  ^'  cos  i^'  (26a) 

^2  +  -^4  =  sin  71 

(^2  -  ^4)  ~n"^  =  ,Tn^'  ((«11'  cos  ^'—  0,3' sin  ^')  sin  V+  a,/cos  n) . 

Aus  den  Gleichungen  (26)  und  (26a)  können  die  Grössen  A  und  B 
gefunden  werden,  wie  in  den  nächsten  Paragraphen  dieser  Vorlesung 
näher  dargelegt  werden  wird.  Wir  wollen  daher  diese  Grössen  jetzt  als 
gegeben  annehmen  und  dann  zeigen,  wie  aus  ihnen  audere  gefunden 
werden  können,  welche  auch  experimentell  leicht  bestimmbar  sind. 
Es  giebt  Vorrichtungen,  durch  welche  dem  einfallenden  Lichte  eine 
beliebige  Polarisationsrichtung  gegeben  werden  kann:  Dasselbe  kann 
z.  B.  aus  natürlichem  gebildet  sein  durch  Reflexion  an  Glas  unter 
dem  Polarisationswinkel,  oder  auch  durch  Doppelbrechung  mit  Hülfe 
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eines  Kalkspathrhomboeders,  eines  NikoPschen  Prismas,  oder  einer 
Turmalinplatte^  wie  in  der  nächsten  YorlesuDg  näher  dargelegt 
werden  wird.  Alle  diese  Vorrichtungen  erlauben,  das  Polarisations- 
azimuth  des  einfallenden  Lichtes  beliebig  zu  wählen  und  daun 
dasjenige  der  reflectirten  Wellen  zu  messen.  Man  lasse  nun  z.  B. 
mit  Hülfe  eines  Nikorscfaen  Prismas  in  irgend  einer  Ebene  gerad- 
linig polarisirtes  Licht  auf  den  Krystall  fallen;  dann  bildet  sich  eine 
geradlinig  polarisirte  reflectirte,  eine  gebrochene  gewöhnliche  und 
eine  gebrochene  ungewöhnliche  Welle.  Wird  alsdann  das  Prisma  ge- 
dreht, wodurch  sich  das  Polarisationsazimuth  des  einfallenden  Lichtes 
ändert,  so  variirt  amch  das  Yerhältniss  der  Intensitäten  der  beiden 
gebrochenen  Wellen,  und  es  giebt  Stellungen  des  Prismas,  für  welche 
entweder  nur  der  gewöhnliche  oder  nur  der  ungewöhnliche  Strahl 
vorhanden  ist. 

Sind  nun  a  und  Ur  die  Polarisationsazimuthe  des  einfallenden  und 
des  reflectirten  Lichtes,  so  tritt  nach  der  vorher  gegebenen  Definition 
der  Grössen  A  und  B  der  erste  der  soeben  angegebenen  Fälle  für 

der  zweite  für 

ein ;  und  diese  vier  Grössen  können  somit  mit  Leichtigkeit  experi- 
mentell  bestimmt   werden. 


§7. 

Hat  man  in  den  beiden  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Hauptfällen  die  Grössen  A  und  B  berechnet,  so  findet  man  aus  ihnen 
die  Amplituden  und  das  Polarisationsazimuth  der  reflectirten  und  ge- 
brochenen Wellen  auch  für  den  Fall,  dass  das  einfallende  Licht  in 
irgend  einem  Azimuth  geradlinig  polarisirt  ist,  wenn  man  benutzt, 
dass  sich  eine  mögliche  Lichtbewegung  dadurch  ergiebt,  dass  man  alle 
Amplituden  einer  anderen  mit  derselben  Constanten  multiplicirt,  und 
wenn  man  ferner  berücksichtigt,  dass  auch  für  krystallinische  Mittel 
das  Priucip  der  Coexistenz  zweier  Lichtbeweguugen  gilt.  Wir  wollen 
die  hierzu  dienenden  Formeln  herleiten. 

Es  seien  P,  S  die  Amplituden  der  Componenten  der  einfallenden, 
Äp,  Bg  die  der  reflectirten  Welle,  und  es  mögen  Do  und  D«  die  Ampli- 
tuden des  gewöhnlichen  und  des  ungewöhnlichen  gebrochenen  Strahles 
bezeichnen.    Ist  dann  zunächst  Do  =1,   />«-=»  0,  so  ist,   wie  vorher 

gefunden  wurde, 

P  '^^  A^  j       Rp  =  A^ 

S  ^=^  A2  ,       Ä,  «=  A^, 


\ 
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Ist  die  Amplitude  des  gewöhnlichen  Strahles  jetzt  <»/>oi  während 
/>«  -»  0  ist,  so  folgt  aus  diesen  Gleichungen 

und  ganz  ebenso  ergeben  sich  für  den  Fall ,  dass  JD^  •»  0  und  A 
von  Null  verschieden  ist^  die  Gleichungen 

S  ^  B^  D^  f      Rß  ^  B^  D^  • 

Ilaben  endlich  D^  und  />«  beide  einen  beliebigen  Werth^  so  folgt  ans 
den  obigen  Gleichungen 

P=AyDo  +  B^D,,      Rp  —  A^Do  +  B^D. 

S  -  A,Bo  +  B^D.  ,       R,=A,Do  +  B,D,s  ^^^^ 

sind  somit  jetzt  P  und  5  gegeben  ^  so  lassen  sich  aus  diesen  ?ier 
Gleichungen  Rp^  R,,  Do  und  Dg  mit  Leichtigkeit  bestimmen.  Ist 
wieder  a  das  Polarisationsazimuth  der  einfallenden  Welle,  ft^  das 
der  reflectirten^  so  ist  endlich 

tga-j^tnlf'^>        ^"r-^i^'-t'ni-l^-   (27a) 
^  P        AiDo  +  BtDe  ^  °  Bj,        A^Do  +  B^D4      ^       ^ 

Wir  wollen  die  beiden  speciellen  Fälle  noch  etwas  genauer  be- 
trachten, dass  das  einfallende  Licht  in  der  Einfallsebene  oder  senk- 
recht zu  ihr  polarisirt  ist.    Bei  der  ersten  Annahme  ist  a  -» 0,  d.  h. 

es  ist 

AjDo  +  B^Dg^O, 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  das  Polarisationsazimuth  des  reflectirten 
Lichtes 

im  zweiten  Falle  ist  a  b»  ~ ,  man  hat  also  hier 

AyDo  +  B^De^O 
und  hieraus  folgt  für  ar  die  Gleichung 

*«  «-^  -  A,B,-Arß, ' 

Die  Gleichungen  (27)  und  (27  a)  wollen  wir  jetzt  dadurch  verein- 
fachen! dass  wir  die  Intensität  des  einfallenden  Lichtes  gleich  Eins  an- 

nehmen^  d.  h. 

Sessina,     P=cosa 

setzen;  durch  die  Auflösung  der  Gleichungen  (27)  ergiebt  sich  dann 
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{A^  B^  —  A^  B^  Do  «=«       B^  cos  a  —  ^^  sin  a 

{A^ B2  —  A^B^)  Dg  ^=^  —  Ä^  cos  a  -{-  A^  sin  a 

{A^B^  —  A^B^)  Rp  =  (4^2  ~  A^B^)  cosa  —  {A^B^  -.  A^B^)  sin«   (2^) 

(A\  ^2  —  ^^i)  -R,  =  (^4 B2  —  ^2^4)  cos a  —  {A^  Bi  —  A^  B^)  sin« 

isf  „         (^4^«  —  -^1-54)  COB  tt  —  (^4  B|  —  ii|  B4)  Bin  g 
^    ''  "^  (^8^t  -  ^t-Bs)  cos  a  —  (iijB,  -  ^i^,)  Bin  «  * 

Ist  das  einfallende  Licht  natürliches,  ist  also  der  Winkel  a 
variabel;  so  ergeben  sich  die  Intensitäten  der  gebrochenen  und  der 
reflectirten  Welle,  indem  man  das  arithmetische  Mittel  aus  den 
Quadraten  der  Amplituden  nimmt,  welche  allen  Werthen  von  a 
zwischen  0  und  2%  entsprechen;  dadurch  erhält  man  für  die  Inten- 
sität der  gewöhnlichen  gebrochenen  Welle  den  Werth 

während  die  Intensität  der  ungewöhnlichen  Welle 

2  (A,B^-A^B,r 
und  die  der  reflectirten 

ist. 

Wir  kehren  nun  zu  den   Gleichungen  (28)  zurück  und  suchen 

den  Werth  des  Polarisationsazimuths  «r.  Dasselbe  variirt  im  All- 
gemeinen mit  a,  da  dieser  Winkel  in  dem  Ausdruck  von  tg  Ur  vorkommt. 
Es  giebt  aber  einen  Werth  des  Einfallswinkels  9,  für  welchen  Ur  von 
a  unabhängig  ist,  und  zwar  ist  das  derjenige  Werth^  für  welchen  die 
Coefficienten  von  cos  cc  und  sin  a  im  Zähler  von  tg  ar  den  ent- 
sprechenden im  Nenner  proportional  sind.  Dieser  Winkel  qp  wird  ebenso 
wie  bei  isotropen  Mitteln  der  Polarisationswinkel  genannt;  für  ihn  muss 

{Ä,B^  -  A,B,)  (A,B,  -  A,B,)  -  (^3  B,  ~  A,  B,)  {A,  B^  -  A,,B,)  =  0, 

{A,B,^A^B,){A,B,-A,B,)^0 

sein;  da  aber  der  erste  Factor  dieses  Productes  nicht  verschwinden 
kann,  weil  sonst  wegen  (28)  Boj  />,,  -Rp,  B,  unendlich  gross  werden 
würden,  so  muss 

A,B,-A,B,^0  (29) 

sein.  Durch  diese  Gleichung  ist  der  Polarisationswinkel  bestimmt, 
da  die  Grössen  A  und  B  vom  Einfallswinkel  qp  abhängen.  Für  das 
Polarisationsazimuth  des  reflectirten  Lichtes  ist  dann 

Fallt  demnach  in  beliebigem  Azimuth  polarisirtes,  oder  auch  natürliches 
Licht  unter  dem  Polarisationswinkel  auf  den  Krystall,  so  ist  das  reflectirte 
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Licht  stets  in  der  durch  (29  a)  bestimmten  Bichtung  geradlinig  pola- 
risirt.  Während  also  bei  isotropen  Medien  das  unter  dem 
tionswinkel  refleetirte  Licht  stets  in  der  Einfallsebeue  polarisirt 
ist  das  hier  nicht  der  Fall,  da  tg  a^  wie  aus  (29a)  hervorgeht ,  im 
Allgemeinen  von  Null  verschieden  ist. 


§8. 

Aus  den  in  den  beiden  letzten  Paragraphen  durchgeführten  Unter- 
suchungen geht  hervor,  dass  alle  bei  der  Reflexion  und  Brechung  an 
der  Grenze  eines  krystallinischen  Mediums  auftretenden  Fragen  be- 
antwortet werden  können,  sobald  die  acht  Grossen  A  und  B  be- 
kannt sind.  Die  Berechnung  dieser  Grossen  wollen  wir  nur  weiter 
führen  für  den  Fall,  dass  der  Krystall  optisch  einachsig  ist.  Ist 
im  Krystall  nur  die  gewohnliche  Welle  vorhanden,  so  hatten  wir 
in  (26  a)  die  folgenden  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Grossen  A 
gefunden 

(yi,  :—   ^3)  cos  g?  «=  cos  qp'  COS  ^' 

(>4,  +  .43)  sin  qp  a»  sin  9 '  cos  d'  (30> 

-4j  +  ^4  =  sin  ^' 

(^i  -  ^4)  8^1  ~  d^V  (^^'*  ^^  ^  ~  ^^^  "°  ^'^  8in^'+  ö„  cos  d'), 

wo  jetzt  bei  den  Elasticitatsconstanten  des  krystallinischen  Mittels 
die  Striche  forlgelassen  sind.  Nimmt  man  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit V  des  Lichtes  im  leeren  Räume  wieder  gleich  Eins 
an,  so  bestimmt  sich  der  Brechungswinkel  9'  und  das  Polarisations- 
azimuth  O'  der  gewöhnlichen  Welle  aas  den  beiden  Gleichungen 

tgd'« ^'■""•«.      ,,      sinqp'««  F'sina?.         (30a) 

Ist  nun  der  Krystall  ein  einachsiger,  also  a  ^^b^  und  sind  wieder 
p,  g,  r  die  Richtungscosinus  der  optischen  Achse,  so  ist  nach  (13a) 

a^j  ■=  «^  -|-  (c^  —  a^)  p^ 

öfi2  =       ,    (P^  —  ^*)  P^y      ^22  ^a^  +  {c^  -  fl*)^' 

Endlich  ergeben  sich  aus  (14  a)  für  die  Richtungscosinus  (p,  9,  r) 
der  optischen  Achse  noch  die  folgenden  Ausdrücke 

p  OB  sin  t^  sin  u/ 

g  =  cost;  (30b) 

r  =  sin  v  cos  w. 

Da  in  dem  hier  betrachteten  Falle  die  im  Krystalle  fortschreitende 


§  8.    Die  Erystallplatte  ist  optisch  einachsig.  239 

Welle  eine  gewöhnliche  ist^  so  ist  Fortpflanzangsgeschwindigkeit  der- 
selben von  ihrer  Richtung  unabhängig,  und  zwar  ist 

die  Gleichungen  (30  a)  lassen  sich  also  in  der  folgenden  einfacheren 

Form  schreiben 

.   sin  qp's=  a  sin  (p 

tg  a-'«   -. r-^ .  =  r .-4-. r,  (30c) 

°  r  sin  9   —  p  COB  qp         tg  t;  sin  (9  —  fo) '  ^        ^ 

und  aus  ihnen  können  q>'  und  %'  gefunden  werden. 

Ferner  geht  die  vierte  der  Gleichungen  (30)  über  in 

berücksichtigt  man  hier,  dass  der  Factor  von  c^  —  a^  in  Folge  der 
für  tg  ^'  geltenden  Gleichung  verschwindet,  und  setzt  man  ausserdem 

noch    .  J^    für  a^,  so  erhält  man 
Bin*  (p  ' 

{A^  —  -^4)  cos  qp  sin  9  s'  cos  9?'  sin  g?'  sin  d',  (30d) 

und  diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  den  drei  ersten  in  (30)  dient 
hier  zur  Bestimmung  der  vier  Grössen  A, 

Beziehen  sich  die  Grössen  B^  ilf\  ri'  wieder  auf  den  Fall,   dass 
die  gewöhnliche  Welle  verschwindet^  so  haben  wir 

(J?,  —  ^3)  cos  9  =  cos  ^'  cos  ri' 
{B^  +  -^3)  sin  9  =  sin  ^'  cos  1^'  (31) 

^2  +  -^4  =  sin  ri ' 

(^2  —  ^4)  B?^  =  lih^  ((«11  <^08  ^'  —  a,3  sin  ^')  sin  1^'+  flr,^  cos  n) 

tg  «  «s —7 — ^^^^-. — -7.    Sin  V'  =  ^  sm  g>, 

^   '         ait  cos  ^  —  On  Bm  ^  '  ^  ^ ' 

und  hier  ist  nach  (14)  und  (14  b) 

F'2  =  c«  +  («2  —  c2)  (p  sin  V''  +  r  cos  ^')2 

■=  c^  +  (^^  —  ^^)  81°*  ^^  <^os*  (^'  —  «;). 

Für  den  Brechungswinkel  ^'  ergiebt  sich   somit  durch   Elimination 
von  V'  die  Gleichung 

g|: «  c2  +  («2  _  ^)  sin»  p  cos«  (^'  -  w),  (31  a) 

und  für  das  Polarisationsazimuth  tj'  findet  sich  leicht 

Hiernach  geht  die  letzte  der  vier  Gleichungen  (31)  über  in 
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COflqp 


Bin 


—7 1  a*  cos  ^'  sin  1^'+  {c^  —  o^)p  Up  cos  ^ ' —  r  sin  ^ ')  sio  iy '+  ^  cos  ij  'j  |      (31 

.-— .(a^cos^'sin  17 '+(<?' -—fl*)sint?  sin  u?(co8t;  cos  ij'+sinf?  sin  iy' sin  (if—r 

Dies  sind  die  allgemeinen  Formeln  zu  Bestimmung  der  Grossen 
Ä  und  B  in' dem  Falle  ^  dass  der  zu  untersuchende  Krystall  optisch 
einachsig  ist.  Sie  lassen  sich  nur  vereinfachen,  wenn  maii  be- 
stimmte Annahmen  über  die  Winkel  v  und  w,  d.  h.  über  die  Lage  der 
optischen  Achse  zur  brechenden  Fläche  und  zur  Einfallsebene  macht. 

§9. 

£in  verbal tnissmassig  sehr  einfacher  Fall  ist  der,  dass  die  Em- 
falhehene  parallel  dem  Hauptschnitt  des  Erystalles,  d.  h.  parallel  der 
durch  die  optische  Achse  und  das  Einfallsloth  gelegten  Ebene  ist 
Da  alsdann  die  optische  Achse  in  der  a;z- Ebene  unseres  Coordinaten- 
systemes  liegt^  so  ist 

V  =  ^ ,    also    ^  «s  0,    w^^ff 

d.  h.  w  ist  gleich  dem  Winkel  zwischen  der  optischen  Achse  und  dem 
Einfallsloth.    Nach  (30c)  und  (31b)  wird  also  in  diesem  Falle 

O'=0,      17 -f.  (32) 

und  hierdurch  vereinfachen  sich  die  allgemeinen  Formeln  des  vorigen 
Paragraphen  beträchtlich. 

Die  Gleichungen  (30)  und  (30  d)  werden  zunächst 

(^1  -  A)  cos  tp  =  cos  q>\       ^j  =  0 

{A^  +  Ai)  si"  9  =  sin  9?',       ^^  «I  0  ^ 

sin  qp'sa  a  sing?. 

Diese  Formeln  gehen  in  die  Gleichungen  (12)  der  achten  Vorlesung 
über,  welche  für  zwei  isotrope  Mittel  gelten,  wenn  man 

setzt;  verschwindet  also  die  ungewöhnliche  gebrochene  Welle,  so  ist 
das  einfallende,  das  reflectirte  und  das  gebrochene  Licht  in  der  Ein- 
falhehene  polarisirt,  und  die  Verhältnisse  der  Intensitäten  sind  die- 
selben, wie  wenn  das  zweite  Mittel  isotrop  wäre. 

Die  Gleichungen  (31)  und  (31c)  werden  in  diesem  Falle 

(^,^Z?0^J»J^(«^cos^'+(c»~ö')8inf^;sin(«.--^'))   (32b) 
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Verschwindet  also  die  gewöhnliche  gebrochene  Welle  ^  so  ist  alles 
Licht  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirt,  wie  wenn  das  zweite 
Mittel  isotrop  wäre,  aber  die  Intensitätsverhältuisse  sind  andere,  als  in 
jenem  Falle,  da  {B^  —  B^)  von  (ö^  —  c^)  abhängt. 

Auch  der  Polarisationswinkel  lässt  sich  hier  auf  einfache  Weise 
bestimmen.  Da  nämlich  A^  und  B^  gleich  Null  sind,  so  ist  die  Glei- 
chung für  ihn  ^3^4  «=»  0;  oder,  da  ^^  wegen  (32a)  nur  dann  ver« 
schwinden  kann,  wenn  q>  f==^  ip\  also  a  <»  1  ist,  welchen  Fall  wir 
hier  ausschliessen  wollen,  so  muss 

seio,  zugleich  ist  wegen  (32  b)  B^  =  1.  Versteht  man  also  jetzt  unter 
97  den  Pölarisationswinkel,  so  lässt  sich  die  vierte  Gleichung  in  (32  b) 
folgendermassen  schreiben 

a*  cos'  w  -\-  c^  Bin*  w  1       1    /  o  9\    • 

L L  (^2  —  «2)  sin  t£;  cos  w. 

Der   iu  diesem  Ausdruck  auftretende  Winkel  ijf'  bestimmt  sich  für 

irgend  einen  Werth  des  Einfallswinkels  g?  aus  der  für  ^—7  geltenden 
quadratischen  Gleichung 

yy       a*  cos*  IC  +  c*  ein*  «7        9  (^  ~  ^')  ^^°  ^  ^^^  ^ 

+  a^  sin^  w  4-  c^  cos^  w  —   .  ,  - , 
'  '  8U1*  9 ' 

welche  sich  leicht  aus  der  letzten  Bedingung  in  (32  b)  ergiebt.  Eliminirt 
man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  tg  ijf'y  indem  man  die  zweite  mit 

fl'  cos*  W  '\-  C^  BXD?  tv 

multiplicirt,  und  alsdann  die  erste  berücksichtigt,  so  erhält  man 

(^ + (^^ "  ^')  ^^^  ^  ^®®  ^y 

—  2(c^  —  a*)  sin  w  cos  w  (^ f-  (c*  —  a')  sin  w  cos  wj 

+  (fl^  cos^  W'\-c^  sin*  w)  \a?  sin*  m;  -|-  c*  cos*  w  — ^,— ).= 0 ; 
diese  Gleichung  lässt  sich  aber  folgendermassen  schreiben 

0  «=  r-z (c*  —  a*)*  sin*  w  cos*  w 

+  (ö*  cos*  t^  4"  ^^  sin*  u;)  {a^  sin*  m;  +  c*  cos*  m? ^  i~)t 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  (cos*m?  +  sin*  lof  =  1  ist, 

1  o*  cos*  tg  +  c'  si***  "^  _i_    2  ? n 

tg'  tp  sm'  9)  ' 

Hieraus  ergiebt  sich  für  den  Polarisationswinkel  die  folgende  ein- 
fache Gleichung 

sin^  y  =  üj:l?!)  52!!i?_+j J_r.«:L»i5l« .  (33) 

Klrohhoff,  Optik  16 
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Es  ist  diese  Formel  aach  deshalb  bemerkenswerih,  weil  sie  Seebeck*) 
experimentell  für  Ealkspath  gefunden  hat,  bevor  sie  von  Neumann^) 
theoretisch  abgeleitet  wurde. 

Da  endlich  in  diesem  Falle  die  Ordssen  A^,  B^  und  B^  ver- 
schwinden, A^  aber  von  Null  verschieden  ist,  so  ist  das  unter  dem 
Polarisationswinkel  reflectirte  Licht  vollständig  in  der  Einfallsebene 
polarisirt« 

Wir  wollen  auch  den  Fall  betrachten,  dass  die  Emfailsd>ene 
senkrecht  zum  Hauptschnitt  steht.  Da  alsdann  die  optische  Achse  in 
der  yz- Ebene  unseres  Cioordinatensystemes  liegt,  so  ist 

M?  «3  0,    also    p  «=«  0,      oost'"»^, 

d.  h.  V  ist  gleich  dem  Winkel  zwischen  der  optischen  Achse  und  der 
Fläche  des  Krystalls.    Hier  ist,  wie  im  allgemeinen  Falle, 

(i4j  —  A^  cosqp  -•  cos^j'cosd' 

{A^  +  -^3)  sin 9>  -»  sin 9>'cos^' 

^,  +  ^,  — sind'  ^^^ 

{A^  —  A^  cosg)  sin 97  —  cos^'sin^?'  sind' 

sin  9>'aa  a  sin  9 
und 

tgd'«i--l— ,, 

°  tg  V  Bin  <p  ' 

und  die  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Grossen  Bj  ^\  tj    gehen 

über  in 

(B^  —  ^5)  cosg)  —  cosV^'cosi}' 

(^,  +  ^3)  sinqp  =»  sinV^'cosi;' 

B^  +  B,  =  s'mfi'  (5^*) 

(B^  —  B.)  -.-  -=^a^  .—-^sinn 
^    •«  *^  Bin  qp  Bin  ^  ' 

tg  iy'=  —  tg  t;  sin  ^' 
sin'  ^  ««  sin^  op  -  -,  /, — i^^^ — =-T—' 

Neumann  hat  einige  Messungen  angestellt,  die  mit  diesen  Formeln 
verglichen  werden  können.  Der  von  ihm  untersuchte  Erystall  war 
Kalkspath;  für  diesen  haben  die  Grössen  a  und  c^  die  Werthe 

1  1 

a  mm  -— -  ,       C 


1.654'      ^         1.483 

die  benutzte  Fläche  war  eiue  Rhom boederfläche;  für  sie  ist 

r  — 45023'; 
endlich  war  der  Einfallswinkel 
(p  —  45". 

*)  Poggendorff*8  Annalen  Band  22. 
**)  Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  v.  J.  1835. 
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Unsere  Formeln  ergeben  hiernach 

9  — 

25«)9'        V»'«       27«14' 

d  — 

66»34'        1,'=  — 24*53' 

A,= 

0.3743        ^,  =       0.8639 

» 

^2  = 

0.8135        B^ 0.3598 

4  =  - 

-  0.1339        ^3  =  —  0.2768 

• 

-^4- 

0.1041         ^4  —  — 0.0610. 

Daraus  folgt 

^ 

Neumann  fand 

arctg  ^•- 

—       65«  18'.              65''25' 

arctg  || 

=  —  22037'            —  22«28' 

für  «  = 

0                  Ur 

=        2<>33'                  2«24' 

a  == 

90»            ttr' 

83  "öö'           —  84»3'. 

Ist  das  einfallende  Licht  natürliches  von  der  Intensität  Eins,  so  ergeben 
sich  die  Intensitäten  des  gewohnlichen  gebrochenen,  des  nngewöbn- 
lichen  gebrochenen  und  des  reflectirten  Lichtes  beziehungsweise  gleich 

0.625  0.572  0.063. 

§  10. 

Wir  betrachten  jetzt  noch  den  besonders  einfachen  Fall,  dass 
zwar  beide  Mittel  doppelt  brechend ,  dass  aber  die  sämmtlichen 
Winkel  tp  gleich  0  oder  gleich  tc  sind;  es  muss  dies  nach  (4b) 
stattfinden,  sobald  einer  jener  Winkel  gleich  Null  ist. 

Beziehen  wir  wieder  die  ungestrichenen  Buchstaben  auf  das  erste, 
die  gestrichenen  auf  das  zweite  Mittel,  so  bestanden  die  an  der  Grenze 
beider  Medien  zu  erfüllenden  Bedingungen  darin,  dass  die  vier  Aus- 
drücke 

^,A^  cos  9,  cos  d, ,     ^A\  siu  ^u     ^^i  sin  (p^  cos  d'^ 
und 

^^y-  (öfii  cos  9,  sin  d'i  +  flfjj  cos  -&,  —  a^^  sin  9?,  sin  «^j) 

ungeäudert  bleiben,  wenn  man  allen  Buchstaben  Striche  beifügt.  Wir 
haben  auch  noch  die  fünfte  Grenzbedingung  aufgestellt,  nach  der 
der  Ausdruck 

^^y-  («21  cos  g)i  sin  dj  +  «22  cos  0*,  —  0^3  sin  9,  sin  d'^) 

bei  jenem  üebergange  ebenfalls  seinen  Werth  nicht  ändern  darf; 
im  Allgemeinen  folgt  diese  Bedingung  aus  der  vierten  und  dritten, 
hier  müssen  wir  sie  aber  hinzunehmen,  weil  die  dritte  identisch  er- 
füllt ist.  Danach  müssen  die  folgenden  vier  Ausdrücke  bei  der  oben 
erwähnten  Veränderung  ihren  Werth  behalten 

16* 
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^  A^  cos  9>,  cos  d, ,  ^  A^  sin  ^, , 

^y-(a,,cosqp,  sindi  +  ajjcosd,),    ^  y^C^Ji cosyi 8m^|-|"^22^^^^i)> 

wo  alle  Grössen  cos  9)  gleich  +1   sind,   je   nachdem  97  <»  0  oder 
=  3C  ist 

Es  mögen  nun  wieder  <p^  und  qp,  einfallenden  Wellen  entsprechen, 
während  sich  93  und  9)4  auf  reäectiriei  9/  9)2'  ^^^  durchgehende 
Wellen  beziehen;  ^3'  und  A^  mögen  verschwinden,  d.  h.  es  sollen 
im  zweiten  Mittel  keine  einfallenden  Wellen  vorhanden  sein.  Dann  ist 

cos  qP,    «=»  cos  9)2  e=a  +    1  cos  93  «a  COS  ^^  «»    —    1 

COS  9?,' es  cos  9>2'=s  -|-  1. 

Da  die  Polarisationsrichtungen  der  gewöhnlichen  und  der  ungewöhn- 
lichen  Welle   stets  senkrecht  auf  einander  stehen,   so    können  wir 

4^,  es  d,  -j"  V    setzen;    wir    mQssten    dann    ^s  =■  +  ^i »    ^4  "^  i  ^j 

annehmen  und  alsdann  dem  gewählten  Vorzeichen  entsprechend  die 
Amplituden  bestimmen.    Wir  wollen  hiernach  setzen 

^2  =  ^I   +    2  >  ^3  =  -^l   +  *  J  ^4  ~  ^2 

Da  endlich  die  reflectirten  Wellen  hier  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung zu  den  einfallenden  fortschreiten,  so  sind  ihre  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten gleich  den  entsprechenden  der  einfallenden  Wellen, 
d.  h.  es  ist 

Die  allgemeinen  Gleichungen  (9)  und  (10  a)  zur  Bestimmung  der 
Grössen  V  und  O  gehen  in  diesem  Falle  in  die  einfacheren  über 

(«„  -  F»)  (fl„  -  F»)  -  a„»  -  0 

(36) 

^  a„  cos  qp         K*  —  an  ' 

mit  Berücksichtigung  der  zweiten  von  diesen  und  des  ümstandes, 
dasB  cos^  9?  stets  gleich  Eins  ist,  ergeben  sich  für  die  in  den  Aus- 
drücken (35)  auftretenden  Coefficienten  die  Gleichungen 

a^i  cos  9)  sin  -^  -[-  a,2  cos  -^  ««  cos  q>  sin  d  F' 
öji  cos  (p  sin  %'  +  flTji  ^^^  ^  **  ^08  ^  ^^> 

und  die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  angegebenen  vier  Bedingungen 
lassen  sich  somit  jetzt  folgendermassen  schreiben 


:i5 
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(A^-^A^)  cos^i     —(A^  —  A^)  sin^j       «^/cos^/     — 4j'siiiO/ 

.(^,  -^3)F|C08*,— (^2  +  ^J  F2  8in^i=<F/co8^,'-^2'F2'sma,'. 

Da  Qber  die  Lage  der  o:- Achse  bis  jetzt  noch  keine  Bestimmung 
getroffen  ist,  so  können  wir  dieselbe  hier  so  gewählt  annehmen,  dass 
^iy  oder  dass  ^^'  gleich  Null  ist.  Wir  wollen  den  Fall  nun  noch 
durch  die  weitere  Annahme  vereinfachen  ^  dass  die  Polarisationsebenen 
der  gewöhnlichen  I  also  auch  die  der  ungewöhnlichen  Wellen  in 
beiden  Mitteln  zusammenfallen ;  dann  ist  ^^  «==  O"/  und  beide  können 
gleich  Null  angenommen  werden;  die  Gleichungen  (37)  werden  dann 

A^    +  A^  =  y^j  ,  j4^  ^  j4^  ^=   -^2 

iA  -  ^3)  ^i-A'  fü     {A  -  A)  y^  -  A'  y^'-    (^^  *^ 

Die  Wellensysteme,  welche  in  der  einen  Polarisationsebene  schwingen, 
sind  dann  unabhängig  von  den  in  der  andern  schwingenden  und 
können  für  sich  bestehen.  Bezeichnen  wir  für  die  eine  oder  für  die 
andere  Gruppe  dieser  Wellensysteme  die  Amplitude  des  einfallenden, 
reflectirten  und  durchgehenden  Lichtes  beziehlich  durch  1,  r,  d,  so  ist 

1 +r=flf 

i-r  =  ä^,  (37b) 

V  F'  •  F' 

wo  -y  aber  das  eine  Mal  =»  ^^  das  andere  Mals»  ^  ist.  Abgesehen 

hiervon  haben  die  Gleichungen  (37b)  dieselbe  Form,  wie  die  ent- 
sprechenden bei  isotropen  Mitteln. 

Zu.  dem  zuletzt  betrachteten  Fall  gehört  auch  der,  dass  das  erste 
oder  das  zweite  Mittel  ein  isotropes  ist,  da  wir  dieses  ansehen  können 
als  ein  doppeltbrechendes  mit  beliebig  gerichteten  Achsen. 


Vierzehnte  Vorlegung. 

FarbenerscheinuDgen  krystalliniBcher  Platten  zwischen  zwei  polarisirenden  Vor* 
ricbtungen.  ~  Allgemeine  Theorie  fiir  senkrecht  auffallendes  Licht.  —  Theorie 
der  Farbenerscheinungen  kry  stall  inischer  Platten  für  schief  auffallendes  Licht 
und  unendlich  kleine  Doppelbrechung.  —  Der  Einfallswinkel  i»t  unendlich  klein, 
aber  veränderlich.  Die  Plattennormale  fällt  nicht  mit  einer  optischen  Achse 
zusammen.  Die  Curven  gleicher  Helligkeit  besitzen  auch  gleiche  Farbe.  — 
Die  Normale  fällt  mit  einer  Elasticitätsachse  zusammen.  Die  Gurren  gleicher 
Farbe  sind  gleichseitige  Hyperbeln.  ~-  Die  Normale  fällt  mit  keiner  Elasticitäte- 
acbse  zusammen.  Die  Curven  gleicher  Farbe  sind  parallele  Gerade.  —  Die 
Plattennormale  ist  einer  optischen  Achse  nahezu  parallel.  —  Die  optischen 
Achsen  bilden  einen  endlichen  Winkel  mit  einander.  Die  Linien  gleicher  Farbe 
Riud  concentrische  Kreise,  die  farblosen  Curven  gerade  Linien.  -~  Die  Achsen 
bilden  einen  unendlich  kleinen  Winkel  mit  einander.  Die  Linien  gleicher 
Farbe  sind  Lemniscaten,  die  farblosen  Linien  gleichseitige  Hyperbeln. 

§  1- 

Die  auffallendsten  Erscheinungen,  welche  die  Doppelbrechung, 
auch  wenn  sie  sehr  schwach  ist,  hervorbringt,  bestehen  in  den  Farben, 
welche  Erystallplatten  zwischen  zwei  polarisirenden  Vorrichtungen 
zeigen,  und  welche  auf  der  Interferenz,-  zwischen  den  Strahlen  be- 
ruhen, die  als  gewöhnliche  und  ungewöhnliche  durch  die  Krystall- 
platte  gegangen  sind. 

Denken  wir  uns  zunächst  eine  isotrope  planparallele  Platte, 
eine  Glasplatte  etwa,  welche  von  Luft  umgeben  ist.  Auf  diese  mögen 
von  der  einen  Seite  geradlinig  polarisirte  Lichtwellen  fallen,  die  parallel 
ihren  Oberflachen  sind ;  es  treten  dann  eben  solche  Wellen  aus,  welche 
in  derselben  Ebene  polarisirt  sind.  Wir  haben  diese  Wellen  und  die 
allgemeineren,  die  entstehen,  wenn  das  einfallende  Licht  schief  die 
Platte  trifft,  in  der  neunten  Vorlesung  ausführlich  untersucht,  und 
nachgewiesen,  dass  dieselben  aus  verschiedenen  Theilen  sich  zu- 
sammensetzen, von  denen  der  erste  direct  die  Platte  durchdrungen 
hat,  während  die  folgenden  2,  4,  6  .  .  .  Reflexionen  im  Inneren 
der  Platte  an  ihren  Oberflächen  erlitten  haben.  Da  die  Intensität  des 
ersten  Theiles  die  der  übrigen  bei  weitem  übertrifil,  so  wollen  wir 
hier  ihn  allein  berücksichtigen.    Ist  die  Amplitude  der  einfallenden 
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Wellen  gleich  Eins,  so  ist  die  der  durchgegangenen  dj  wo  d  einen 
wenig  von  Eins  verschiedenen  Bruch  bedeutet;  die  Phase  wird  in  der 
Platte  um 

p  2«    oder     p^  2« 

geändert,  wenn  D  die  Dicke  der  Platte,  V  die  Wellenlänge,  V  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  in  ihr  bedeutet. 

Nun  denke  man  sich  die  Glasplatte  durch  eine  Erystallplatte  er- 
setzt. In  ihr  können  sich,  wie  im  §  10  der  vorigen  Vorlesung  aus- 
geführt wurde,  ihren  Oberflächen  parallel  zwei  Wellen  bewegen,  eine 
gewohnliche  und  eine  ungewöhnliche,  deren  Geschwindigkeiten  Vo  und 
Fg  von  einander  verschieden  sind,  und  deren  Polarisationsrichtungen, 
welche  mit  o  und  e  bezeichnet  werden  mögen,  auf  einander  senk- 
recht stehen.  Sind  die  einfallenden  Wellen  nach  o  polarisirt,  so  ver- 
hält es  sich  so,  wie  wenn  die  Platte  isotrop  wäre :  Die  Wellen  in  der 
Platte,  sowie  die  durch  sie  hindurchgegangenen  Wellen,  sind  auch  nach 
0  polarisirt;  die  letzteren  haben  die  Amplitude  do\  die  durch  die 
Platte  hervorgebrachte  Aenderung  ihrer  Phase  ist 

VT 

Das  Entsprechende  gilt,  wenn  die  einfallenden  Wellen  nach  e  pola- 
risirt sind;  nur  treten  dann  de  und  F«  an  die  Stelle  von  do  und  Vq. 
Uebrigens  sind  für  vollkommen  durchsichtige  Krystalle  do  und  d^ 
sehr  wenig  von  einander  und  von  Eins  verschieden;  wir  wollen  daher, 
um  die  Formeln  nicht  unnötig  zu  compliciren,  beide  gleich  Eins 
setzen. 

Sind  die  einfallenden  Wellen  in  dem  von  o  ab  gerechneten  Azi- 
muth  a  polarisirt,  so  zerlege  man  sie  in  zwei  Componenten  mit  den 
Amplituden  cos  u  und  sin  a;  die  durchgegangenen  Wellen  erscheinen 
dann  zusammengesetzt  aus  zwei  Componenten  von  denselben  Amplituden 
und  dem  Phasenunterschiede 

*-=?(^-t:)2«.  (1) 

sie  sind  also  im  Allgemeinen  elliptisch  polarisirt.  Das  austretende 
Licht  ist  nur  dann  geradlinig  polarisirt,  wenn  d  ein  Vielfaches  von 
7C  ist,  und  zwar  ist  sein  Polarisationsazimuth  -\-  a  oder  ~  a,  je 
nachdem  jener  Phasenuuterschied  ein  gerades  oder  ein  ungerades  Viel- 
faches von  TC  ist.     Ist  D  so  gross,   dass  d  ein  ungerades  Vielfaches 

von  -r-  ist,  und  macht  man  a  =  45®,  so  erhält  man  circtüarpolarisiries 

Licht.  Ein  Glimmerblättchen  von  0,032°^  Dicke,  wie  man  es  durch 
Spaltung  erhalten  kann,  hat  die  Eigenschaft,  geradlinig  polarisirtes 
Licht  nahezu  in  kreisförmig  polarisirtes  zu  verwandeln;  vollständig 
ist  dies  nicht  der  Fall,  weil  wegen  der  Farben  Verschiedenheit  auch 
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die    Fortpflanzungsgeschwindigkeit    der   einzelneu   Bestandtheile   des 
Lichtes  eine  verschiedene  ist. 

Bei  dieser  Untersuchung  wurde  vorausgesetzt^  dass  die  betrachtete 
Platte  vollkommen  durchsichtig  ist.  In  Wirklichkeit  ist  dies  niemals 
der  Fall;  und  zwar  kann  die  Durchsichtigkeit  sowohl  für  die  ver- 
schiedenfarbigen  Lichtstrahlen  als  auch  für  die  gewöhnlichen  und  die 
ungewöhnlichen  Wellen  eine  verschiedene  sein.  So  absorbirt  z.  B. 
eine  Turmalinplatte,  welche  parallel  der  optischen  Achse  geschliffen 
ist,  die  gewohnlichen  Wellen  fast  vollständig ,  wahrend  dies  bei  den 
ungewöhnlichen  Wellen  in  viel  geringerem  Maasse  der  Fall  ist.  Bei 
einer  solchen  Platte  von  massiger  Dicke  treten  also  nicht  zwei,  sondern 
es  tritt  nur  eine  Welle  heraus,  welche  in  der  Richtung  e  der  un- 
gewöhnlichen Welle  geradlinig  polarisirt  ist  War  das  auffallende 
Licht  natürliches,  so  werden  die  durch  die  Turmalinplatte  gegangenen 
Strahlen  ebenfalls  in  der  Richtung  e  geradlinig  polarisirt  sein,  so 
dass  eine  solche  Platte  benutzt  werden  kann  wie  ein  Spiegel,  der 
unter  dem  Polarisationswinkel  Licht  reflectirt.  Indessen  erscheint 
hier  das  austretende  Licht  geerbt,  wenn  das  einfallende  weiss  ist,  weil 
die  Absorption  der  nach  e  polarisirten  Wellen  für  die  verschieden- 
farbigen Strahlen  eine  verschiedene  ist;  von  einer  solchen  Platte 
wird  besonders  grünes  Licht  hindurch  gelassen.  —  Diesen  letzten 
Uebelstand  kann  man  vermeiden,  wenn  man  statt  einer  Turmalin- 
platte ein  sogenanntes  Nicofsches  Prisma  anwendet,  bei  dem  keine 
Färbung  eintritt.  Dasselbe  besteht  aus  einem  Kalkspathrhomboeder, 
dessen  Flächen  mit  den  Spaltungsflächen  parallel  sind.  Dasselbe  ist 
senkrecht  zum  Hauptschnitt  in  zwei  Hälften  durchschnitten,  die  mit 
Kanadabalsam  wieder  auf  einander  gelegt  sind.  Der  einfallende 
Lichtstrahl  theilt  sich  alsdann  in  die  gewöhnliche  und  in  die  un- 
gewöhnliche Welle;  von  diesen  wird  die  erstere  an  der  Schnittfläche 
total  reflectirt,  und  nur  die  zweite,  deren  Polarisationsebene  senkrecht 
zum  Hauptschnitt  ist,  geht  hindurch.  Beide  Vorrichtungen  ermög- 
lichen es  also,  aus  Licht,  welches  in  beliebigem  Azimuth  polarisirt 
oder  auch  natürliches  ist,  Wellen  zu  erzeugen,  welche  in.  einem  be- 
stimmten Azimuth  geradlinig  polarisirt  sind,  und  auf  diesem  Um- 
stände beruht  die  vielfache  Anwendung  solcher  polarisirenden  Vor- 
richtungen bei  den  verschiedensten  optischen  Versuchen. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  sowohl  vor^  als  auch  hinter 
der  Erystallplatte  eine  der  soeben  beschriebenen  polarisirenden  Vor- 
richtungen, etwa  ein  NicoFsches  Prisma,  angebracht  sei,  und  die  In- 
tensität des  aus  dem  letzten  Prisma  austretenden  Lichtes  berechnen. 
Die  Amplitude  der  auf  die  Platte  fallenden  Wellen  sei  wieder  gleich 
Eins,  und  es  werde  ihre  Polarisationsrichtung  durch  1  bezeichnet;  die 
Amplituden  der  aus  der  Platte  austretenden  Componenten  sind  dann 

cos  (o,  1)    und    cos  (^,  1); 
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sind  die  Amplituden  ö,  und  a^  der  beiden  Wellen,  welche  durch 
weite  polarisirende  Vorrichtung  hindurch   gegangen  sind,    be- 
\  gleich 

cos  (o,  1)  cos  (o,  2)    und    cos  (^,  1)  cos  (^,  2), 

Polarisationsrichtung  durch  2  bezeichnet  wird;  nennt  mau 
ueiden  Winkel  {p  \)  und  {o  2)  beziehungsweise  Uy  und  a.^^ 


a^  oss  cos  ff,  cos  a^    und     a,  =  sin  a^  sin  a^ . 

Dabei  haben  diese  Wellen  den  in  (1)  be- 
stimmten Phasenunterschied  9.  Nach  den  Er- 
gebnissen der  ersten  Vorlesung  ist  also  ihre 
Intensität  J  gegeben  durch  die  Gleichung 

7  =  ö,'  +  öj^  -j-  2flrj «2  cos  8 


oder  es  ist 


/  «=  cos^  («1  —  «2)  —  8^^  2aj  sin  2«^  sin^  — . 


(2) 


Ist  das  einfallende  Licht  weisses  und  a  die  Amplitude  eines   ein- 
zelnen Bestandtheils,  so  kann  man  seine  Intensität  symbolisch 

und  die  Intensität  des  ins  Auge  gelangenden  Lichtes 

««  cos*  («1  —  «2)  ^^^^  —  sin  2aj  sin  2a2  ^öf^  sin'  —        (2  a) 

setzen.  Das  erste  Glied  stellt  dann  weisses  Lichte  das  zweite  farbiges 
dar,  da  die  Bestandtheile  des  einfallenden  Lichtes  hier  in  anderem 
Verhältnisse  gemischt  sind,  wie  vorher;  die  Farbe  ist  bedingt  durch 


^a^ 


sin'  — 


und  durch  das  Vorzeichen  von  sin  2aj  sin  2^3;  sobald  das  letzte 
wechselt,  geht  die  Farbe  in  die  complementäre  über.  Die  Krystall- 
platte  erscheint  farblos,  sobald 

sin  2a,  8in2a2BrsO  (3) 

ist,  d.  h.  sobald  a,  oder  a^  einen  der  Werthe  0,  90«,  180«,  270»  hat. 
Ist  das  der  Fall,  so  erscheint  die  Platte  wegen  (2  a)  weisSy  wenn  «^  —  «2 = 0 
oder  180®  ist,  d.  h.  wenn  die  Polarisationsebenen  der  Nicols  parallel 
sind,  sie  erscheint  schwarz,  wenn  «j  —  a2««90®  oder  270»  ist, 
d.  h.  wenn  diese  Polarisationsebenen  senkrecht  auf  einander  stehen. 
Die  Färbung  ist  am  intensivsten,  wenn 

sin  2«!  sin  2a2  «=  i  1  (3  a) 
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ist,  d.  h.  wenn  sowohl  a^  als  a,  einen  der  Werthe  +46^^  +135®  hat. 
Dabei  sind  die  Polarisationsebenen  der  beiden  Nicols  parallel  oder 
senkrecht  auf  einander;  in  diesen  beiden  Fallen  sind  die  Farben 
complementar. 

Die  Farbe  der  Erystallplatte  selbst  lässt  sich  in  gewisser  Weise 
leicht  angeben,  falls  man  von  der  Dispersion  in  ihrem  Inneren  absehen, 
also  Vo  und  F«  als  unabhängig  von  T  betrachten  darf.  Zu  diesem 
Zwecke  vergleichen  wir 


2'«'8in^i=2'«'8in^i>(-;--A) 


% 

T 


mit  dem  Ausdruck,  den  wir  in  (4)  und  (8a)  der  neunten  Vorlesung 
gefunden  haben  für  die  Lichtintensitat,  welche  in  den  reflecürten 
Newton'schen  Farbenringen  bei  senkrechtem  £infall  der  Luftdicke  Z 
entspricht,  d.  h.  mit  dem  Ausdruck 

2  4r*j8in'  J 


2" 


(1  — r»)«  +  4r«8üi»4' 
WO 

und  V  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes  in  der  Luft 
ist.  Da  nach  §  6  der  achten  Vorlesung  r^  ein  kleiner  Bruch  ist 
(etwa  725)1  ^^  kann  hierfür  ohne  merklichen  Fehler  gesetzt  werden 


4r^2'«'sin»(?^^p. 


Es  werden  hiernach  die  beiden  zu  vergleichenden  Ausdrücke  bis  auf 
den  Constanten  Factor  4r'  identisch,  falls 


F 


"ir.-h)  W 


ist;  d.  h.  die  Erystallplatte  zeigt  diejenige  Farbe,  welche  in  den  Newton'- 
schen  Ringen  der  durch  diese  Gleichung  bestimmten  Luftdicke  Z  ent- 
spricht, wenn  sin  2  a]  sin  2«,  positiv  ist,  sie  zeigt  die  complementare 
Farbe  im  entgegengesetzten  Falle. 

Berechnen  wir  den  Werth  von  Z  für  einen  einfachen  Fall:  Die 
Erystallplatte  sei  ein  Gypsblättchen,  wie  es  durch  Spaltung  erhalten 
werden  kann;  seine  beiden  optischen  Achsen  liegen  dann  in  der  Be- 
grenzungsebene; die  Mittellinie  f  d.  h.  die  Halbirungslinie  des  durch 
die  optischen  Achsen  gebildeten  Winkels,  ist  die  Polarisationsrichtung 
der  gewöhnlichen  Welle.    Da  nun  allgemein 

Vo"  =  a^-  (a^  -  c')  sin^  ***  7-* 

r/  =  fl'  -  (ö»  -  c')  sin»  ^"t?^ , 
und  da  nach  den  eben  gemachten  Angaben 
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ist,  80  haben  wir 

Nach  Messungen    von  Angstrom*)  ist  nun  für  die  Fraunhofer'sche 
Linie  D- 

i  =  -i -1.5205 

a         V 

1  =  4-  1-5297, 
woraus 

/,  =  />!. 0.0092  =  ^^^ 

sich  ergiebt.    Die  Farbe  des  Gypsblättchens  entspricht  also  der  Farbe 

der  Newton'schen  Ringe  an  einer  Stelle,   wo  die  Luftschicht  ^r^  der 
Dicke  des  Blättchens  besitzt. 

§  2. 

Wir  wollen  jetzt  den  Durchgang  ebener  Licht  wellen  durch  eine 
Kryätallplatte  unter  der  Voraussetzung  uutersucheu,  dass  der  Einfalls- 
winkel nicht  gleich  Null  ist.  Hier  wollen  wir  von  vornherein  die  An- 
nahme einführen,  dass  die  Doppelbrechung  d.  b.  {d^  —  c^)^  unendlich 
klein  ist;  diese  Voraussetzung  ist  bei  schief  auffallenden  Lichtwellen  sehr 
wesentlich  zur  Vereinfachung  der  Rechnung:  Ihr  zufolge  darf  man 
bei  der  Ermittelung  der  Amplituden  und  Polarisationsrichtungen 
der  gewohnlichen  und  ungewöhnlichen  Wellen  von  der  Doppel- 
brechung absehen,  also  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes 
in  der  Platte  als  constant  betrachten,  und  bei  der  Berechnung  der 
Verzögerung  nur  die  erste  Potenz  von  ä^  —  c^  berücksichtigen. 

W^ir  denken  uns  die  Platte  wiederum  zwischen  zwei  NicoFschen 
Prismen  und  berücksichtigen  nur  die  Strahlen,  welche  ohne  Reflexionen 
zu  erleiden  durch  dieses  System  hindurchgehen.  Es  hat  keine  Schwierig- 
keit, unter  den  ausgesprochenen  Annahmen  die  Litensitat  /  des  aus- 
tretenden Lichtes  zu  finden,  wenn  der  Einfallswinkel  ein  endlicher  ist: 
wir  wollen  indessen  unsere  Aufgabe  noch  weiter  dadurch  vereinfachen, 
dass  wir  den  Einfallswinkel  als  unendlich  klein  annehmen.  Die  Pola- 
risationsebenen der  aus  der  Platte  austretenden  Wellen  stimmen  dann 
überall  mit  den  Polarisationsebenen  der  Wellen  in  der  Platte  überein, 
von  denen  sie  herrühren,  was  sonst  nicht  der  Fall  ist,  und  die  Intensität 
ist  hier,  wie  beim  senkrechten  Einfall,  für  homogenes  Licht  durch  die 
Gleichung  (2),  für  einfallendes  weisses  Licht  durch  die  Gleichung  (2a) 
des  vorigen  Paragraphen  bestimmt 


*)  Poggendorff'd  Annalen  Bd.  86  p.  211. 
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Die  Verzögerung  d  der  beiden  Componenten  finden  wir  ganz  ahn- 
lieh,  wie  in  §  4  der  sechsten  Vorlesung  durch  die  folgende  üeber- 
legung:  In  der  nachstehenden  Figur  sei  GG'  die  Krystallplatte,  EA 
ein  einfallender  Strahl,  AC  und  AB  die  Normalen  der  von  ihm  her- 
rührenden gebrochenen  gewohnlichen  und  ungewöhnlichen  Welleni 
welche  dann   beide  wieder  parallel  EA  aus  dem  Krystall  austreten. 

Fig.  18. 


Ist  nun  BF  die  durch  B  gehende  Wellenebene  dieser  beiden  aus- 
tretenden Strahlen,  so  kann  man  d  definiren  als  den  Phasenunterschied 
der  gewöhnlichen  und  der  ungewöhnlichen  Wellenebene  B  F,  d.  h.  es  ist 


d 


(-^+ 


CF  _  äB\  -in 
V  V,  )    T  ■ 


(5) 


Ist  AA'^=  B  die  Dicke. der  Platte,  und  bezeichnet  man  wieder  mit  q>, 
Vo ,  <Pe  den  Einfallswinkel  und  die  Brechungswinkel  der  in  der  Platte 
fortschreitenden  gewöhnlichen  und  ungewöhnlichen  Welle,   so  ist 


AB 


p 

C08  qp/ 


AC 


D 


cosg)^ 

CF «=  B{ig  9«'—  tg  ipo)  sin  q>. 
Berücksichtigt  man  endlich  noch,  dass 

sin  (p        Bin  (pj         sin  (pj 


y: 


(5a) 


ist,  so  ergiebt  sich  hieraus 


2  Ä    D  sin  qp 

T  V~ 


y%  9«         6  SPo  "T  aiJ^  ^^  cos  9/        sin  9/  cos  tp^j 


cos  tp^ 

2«   Z>  sin  <p  ,   I         /         ,         ,v 
-j-  — y--  (ctg  9?o  —  ctg  y,  ) 


(5b) 


Um  aus  dieser  Gleichung  den  Werth  von  d  in  unserem  Falle  zu 
finden,  berücksichtige  man,  dass  sich  die  Winkel  q)o  und  9>/  der  ge- 
brochenen gewöhnlichen   und   ungewöhnlichen   Welle   nur  um  sehr 
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kleine  Grössen  von  dem  Winkel  9'  unterscheiden,  welcher  sich  ohne 
Berücksichtigung  der  Doppelbrechung  aus  der  Gleichung 

Bin  qp  Bin  qo' 

berechnet.    Setzt  man  also 

90'=  9  +   fo  ,  9o  =  9+  ^ey  (6) 

so  können  die  höheren  Potenzen  von  So  und  f^  vernachlässigt  werden^ 
und  man  erhält 

cot  Wo  «  cot  q>' ;  «^-r 

cot  g?*  =  cot  o)   —  —  r--—  , 

^  ^  Bin*  qp     ' 

die  Gleichung  (5b)  für  d  geht  also  in  unserem  Falle  über  in 

2       a  Bin  qp      ^  '  ^' 

Die  kleinen  Grössen  fo  und  f«  endlich  bestimmen  sich  leicht,  wenn 
man  in  die  aus  (5  a)  und  aus  (22)  der  eilften  Vorlesung  sich  ergeben- 
den Gleichungen 

sin^  90=  ^^  {f  -  (a^  -  c^)  sin2  ?^-««) 
=  sin'  9  U  +  -äT-  am»  -^-J 

sin'  9,;-  %r-  («*  -  (^'  -  «^)  sm^  ^0 
=  sm>'(l+^8in'?^^) 

an  Stelle  von  Kpo  und  9«'  ihre  Ausdrücke  aus  (6)  substituirt;  ent- 
wickelt man  dann  die  linke  Seite  nach  steigenden  Potenzen  von  £» 
und  Bg  und  berücksichtigt  wieder  nur  ihre  ersten  Potenzen ,  so  er- 
hält man  für  diese  Grössen  zwei  lineare  Gleichungen,  durch  deren 
Auflösung  sich  ergiebt 

Hier  sind  u^  und  t/2  die  Winkel,  welche  die  Normale  der  betreffen- 
den gebrochenen  Welle  mit  den  optischen  Achsen  bildet;  streng  ge- 
nommen haben  diese  Winkel  also  verschiedene  Werthe  in  der  oberen 
und  in  der  unteren  Gleichung.  Da  aber  a^  —  c^  unendlich  klein 
angenommen  ist,  so  können  für  ti,  und  u^  diejenigen  Werthe  gesetzt 
werden,  welche  sich  ohne  Rücksicht  auf  die  Doppelbrechung  ergeben. 
Es  ist  also 
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«.  -  *o  -  2  *8  9*  -^r-  (,«1»  -'^  -  sin»  -^^-^) 
und  der  gesammte  Werth  der  Verzögerung  d  wird  demnach 

^  ~  T        ~a'  cosy'"  ^'J 

Hierbei  ist  noch  nicht  benutzt ,   dass  97,  also  auch  9'  unendlich 

klein  ist.    In  Folge  dessen  ist  der  Factor    -  -?  im  Allgemeinen  gleich 

Eins  zu  setzen ;  in  gewissen  speciellen  Fällen  findet  das  aber,  wie  wir 
sehen  werden,  nicht  statt. 

§3. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  auf  die  Platte  gleichzeitig  in 
verschiedenen  Richtungen  Lichtstrahlen  fallen,  die  aber  alle  mit  der 
Normale  derselben  unendlich  kleine  Winkel  bilden;  die  verschiedenen 
Punkte  des  Gesichtsfeldes  sind  dann  ungleich  hell,  und  bei  auffallendem 
weissen  Lichte  auch  ungleich  gefärbt 

Mit  der  Richtung  des  betrachteten  Strahles  andern  sich  die  Winkel 
a,  und  «2  ^^  Allgemeinen  unendlich  wenig;  endliche  Aenderungen 
kommen  nur  vor,  wenn  die  Normale  der  Platte  sehr  nahe  einer 
optischen  Achse  liegt ,  welchen  Fall  wir  vorläufig  ausschliessen ,  um 
ihn  im  nächsten  Paragraphen  eingehend  zu  untersuchen.  In  den  Aus- 
drücken (2)  und  (2a)  für  /  sind  somit  a,  und  a,  als  constant  zu  betrachten. 
U|  und  U2  ändern  sich  immer  unendlich  wenig  und  tp   bleibt  unendlich 

klein;  nichts  destoweniger  verändert  sich  die  Grösse  d  endlich  und  sin^  - 

nimmt   alle    Werthe   zvnschen   0   und   1    an,    falls    die    Dicke    der 
Platte  D  einen  solchen  Werth  hat,  dass  der  Ausdruck 

D  (c'  -  o«) 

unendlich  gross  ist.     Die  Gleichung   der  Gurven   gleicher  Helligkeit 
und  gleicher  Farbe  ist  alsdann 

8  «=  const.,    d.  h.    -°**i-?~'^  =s  const. 

'  cos  qp 

Die  Werthe  der  Mazima  und  Minima  von  J  sind  bei  homogenem  Lichte 

cos^(a,  +  «2)     ^'^^    cos^(a,  —  aj) 

also  1  und  0,  wenn  a|  und  a,  «»4.45^  ist;  eine  Verschiedenheit 
findet  nicht  statt,  falls  sin  2  a,  oder  sin  2^2  gleich  Null  ist. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Gestalt  der  Linien  gleicher  Lichtstärke 
und  Farbe.    Wir  wollen  die  Werthe  von  9,  also  auch  die  von  9',  als 
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unendlich  kleine  Grössen  der  ersten  Ordnung  bezeichnen ;  die  Aende- 
rungen,  welche  der  zu  untersuchende  Ausdruck 

sin  Ui  sin  u^ 
cos  qp' 

innerhalb  des  Gesichtsfeldes  erfahrt,  sind  dann  im  Allgemeinen  auch 
von  der  ersten  Ordnung,  und  nur  die  Glieder  dieser  Ordnung  sind 
somit  zu  berücksichtigen;  da  aber  in  gewissen  Fallen  die  Glieder 
erster  Ordnung  verschwinden,  und  die  der  zweiten  dann  die  Er- 
scheinung bestimmen,  so  wollen  wir  auch  diese  Glieder  sogleich  mit  be- 
trachten. Wir  dehken  uns  aus  dem  Mittel- 
punkte einer  Kugel,  mit  dem  Radius  Eins 
drei'Linien  parallel  den  beiden  optischen 
Achsen  und  der  Plattennormale  gezogen ; 
A^\  ^2  9  ^  seien  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Eugelfläche,  femer  sei  S'  der 
Schnittpunkt  derselben  mit  der  Linie, 
welche  aus  dem  Mittelpunkte  parallel 
dem    betrachteten    gebrochenen    Strahle  A^  ^' 

gezogen  ist.  Nun  halbiren  wir  den  Winkel 

AyNA2  durch  einen  grossten  Kreis  und  nennen  o  und  ff  die  Winkel, 
die  dieser  mit  NS'und  mit  NA2  bildet;  endlich  seien  v^  und  v.^  die 
Winkel,  welche  die  Plattennormale  mit  den  beiden  optischen  Achsen, 
und  26'  der  Winkel,  den  die  beiden  Achsen  mit  einander  bilden, 
d.  h.  es  sei 

A^'N=^v^j       ^^'^«tr^,       A{  A2^26'. 

Dann  ergeben  sich  aus  den  sphärischen  Dreiecken  NS'A^  und 
NS'A;  für 

S'  A{^^  Uy      und      S'Ao^^  u.^ 

die  folgenden  Gleichungen 

cos  tij  «=»  cos  r,  cos  9j'-(-  sin  y,  sin  tp  cos  (o  +  f*) 
cos  Wj  -a  cos  Tj  cos  9?'+  sin  V2  sin  9?'  cos  (cd  —  ft). 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  bei  Vernachlässigung  von  sin^  q> 

cos^  «1  —  cos^  Vy  4"  2  sin  «;,  cos  1;,  cos  (cd  +  f*)  sin  tp' 

—  (cos^  v,  —  sin^  i;,  co82(aj  +  /*))  sin^  9» 
also 

sin^  ti,  =*  sin^t;,  <  l  —  2  ctg  Vj  cos(ai  +  ji)  sin  fp 

+  (ctg2  Vx  —  cos2(c}  +  f*))sin^  Kp\  , 
und  ähnlich 

sin^  ti2  «=  sin^  Vj  1 1  —  2  ctg  V2  cos  (cd  —  ft)  sin  tp 

+  (ctg^  V2  —  cos2(cj  —  ii)\  sin^  fp\  . 
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Entwickeln  wir  also  jetzt  in  der  Gleichung  der  betrachteten  Curve 

ün'  «1  8in'  Ut  . 

\   ,-~  c«  const. 

cos*  qi 

die  linke  Seite  nach  steigenden  Potenzen  von  sin  q/  und  berücksich- 
tigen dabei,  dass  bei  der  über  9'  gemachten  Yoraussetsung  bis  auf 
Grossen  vierter  Ordnung 

_  =  1  -j-  sin^  w 
CO8*  9  '  ^ 

gesetzt  werden  kann,  so  ergiebt  sich  bis  auf  unendlich  kleine  Grossen 
dritter  Ordnung 

'^^J^lv'"'  --  «'^'«'.  •••»*«'«  (^0  +  2^.  sin?»'-  U,  sin'y'),       (8) 
wo  die  Coefficienten 

Ui  =»  cot  Vi  C08(cD  +  f»)  +  cot  V2  cos(cj  —  fi)  (8  a) 

^2  «SS  1  -|-  cot^  v^  +  cot^  t/j  —  cos'  (®  +  f*)  —  cos'(fi>  —  ii) 
+  4  cot «;,  cot  V2  cos  (o  —  fi)  co8(cd  +  f*) 
von  der  Lage  von  5'  unabhängig  sind.     Im  Allgemeinen   sind  hier- 
nach die  Linien  gleicher  Helligkeit  und  gleicher  Farbe  bestimmt  durch 

die  Gleichung 

U^  sin  9>'a=  const.  (9) 

Eine  Ausnahme  findet  nur  statt,  wenn  für  jeden  Werth  von  m 
der  Goefficient  U^  von  sin  q>  unendlich  klein  oder  0  ist ;  im  letzteren 
Fall  ist  die  Gleichung  der  genannten  Linien 

Ü2  sin'  q>  -=»  const.  (9  a) 

Die  hierfür  geltenden  Bedingungen  sind 

(ctg  t?j  +  ctg  Vj)  cos  fA  «»  0 

und 

(ctg  Vj  —  ctg  Vj)  sin  fA  =  0, 

und  diese  lassen  sich,  da  nach  der  über  die  Lage  der  Flächennormale 

gemachten  Voraussetzung  sin  v^  •  sin  1^2  ^  ^  ^^^y  ^^^^  folgendermassen 
schreiben 

sin  (r,  +  ^2)  cos  fi  —  0  .^^^ 

sin  (r,  —  Tj)  sin  fi  «=  0. 

Diesen  beiden  Bedingungen  kann  offenbar  nur  in  den  folgenden  drei 
Fällen  genügt  werden 

1)    sin  (r,  +  »2)  -=»  sin  (r,  —  v^)  —  0, 
d.  h. 

dann  steht  also   N  auf  der  Ebene  der  optischen   Achsen  senkrecht, 

und  es  ist 

2fi==2<y'. 


d.  b. 
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2)    siii  (y^  —  Vj)  ««  0,      cos  f*  =  (?„ 


r,  —  t;^ ,         f*  =  ^  ; 


2 

dann  halbirt  N  den  Winkel  zwischen  den  optischen  Achsen ,  man 
hat  also 

3)    sin  (t?,  +  v^)  =  0,       sin  fe  =  0, 
d.  h. 

dann  halbirt  die  Richtung  N  den  Nebenwinkel  des  Winkels  zwischen 
den  optischen  Achsen,  und  es  wird 

r,  =  _  _  a  ,         ^2  =  2  +  ^  • 

Die  Fälle,  in  denen  die  Erscheinung  durch  die  Glieder  der  zweiten 
Ordnung  des  Ausdruckes  (8)  bestimmt  ist,  sind  hiernach  die,  dass 
die  Flächennormale  der  Krystallplatte  mit  einer  ihrer  drei  Elasticitäts- 
achsen  zusammenfällt.    Unter  dieser  Voraussetzung  ist  somit 

üj  sin^9'=  const 

die  Gleichung  der  Linien  gleicher  Helligkeit  und  Farbe.  Führt  man 
in  U2  an  Stelle  von  r, ,  Vj  und  (i  ihre  vorher  angegebenen  Werthe 
ein,  so  wird  dieser  Ausdruck  in  den  drei  unterschiedenen  Fällen 

1  —  cos'((D  +  O  —  cos2(cj  —  a') 

1  +  2  coi^iS'  —  2  sin'©  —  4  cot'(r'  sin^  o 

1  +  2  tg2  <y'  —  2  cos^o  -  4  tg^cy'  cos'oj, 

und  man  überzeugt  sich  leicht,  dass  derselbe  gleich 

cos  2c9, 
multiplicirt  mit  einem  der  drei  constanten  Factoren 

cos  2  <y',        1  +  2  cot^  a\        1  +  2  tg^  a' 

ist.  Nur  der  erste  dieser  Factoren  kann  verschwinden,  und  auch 
dieser  nur  dann,  wenn  der  Winkel  2  a'  zwischen  den  beiden  optischen 
Achsen  ein  Rechter  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  würden  also  auch 
die  Glieder  zweiter  Ordnung  in  der  Gleichung  der  Linien  gleicher 
Helligkeit  und  Farbe  verschwinden,  und  man  müsste  die  Glieder 
dritter  Ordnung  berücksichtigen.  Schliessen  wir  diesen  ganz  specielleu 
Fall  aus,  so  ist  also,  falls  N  mit  einer  der  Elasticitätsachsen  zusammen- 
fällt, die  Gleichung  dieser  Linien 

cos  2(0  sin^  9)'=  const.  (11) 

In  jedem  anderen  Falle  ist  die  Gleichung  der  Curven  gleicher  Farbe 
und  Helligkeit 

sin  9'  (sin  (v^  +  v^)  cosf*  cos  & — sin  (y^  —  Vj)  ^^^f*  ^^°  ®)  "^  coJist.   (1 1  a) 

Klrohboff,  Optik.  17 
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Wir  wollen  diese  beiden  Gleichungen  noch  in  eine  andere  Form 
bringen,  in  der  die  Natur  der  dargestellten  Gurren  deutlicher  herror- 
tritt:  Statt  tp  führen  wir  den  Einfallswinkel  9?  ein  durch 

Fsin^?'«»  a  sin  9?, 

9)  und  o  sind  dann  die  Polarcoordinaten  des  betrachteten  einfallenden 
oder  austretenden  Strahles;  setzen  wir  weiter 

sin  9  cos  o  OB  a;  ..^ 

sin  9>  sin  o  <»  ^^ 

so  können  wir  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines 
Punktes  des  Gesichtsfeldes  ansehen  in  Bezug  auf  ein  Coordinaten- 
System,  dessen  Anfangspunkt  der  Punkt  N  und  dessen  x- Achse  die 
Polarisationsrichtung  der  gewöhnlichen  Welle  ist 

Die  Gleichung  der  Curven  gleicher  Helligkeit  und  Farbe  ist  dann 
nach  (IIa)  im  Allgemeinen 

8in(i;,  -j-  Vj)  cos  fi  •  o:  —  sin(i;j  —  ^2)  sin  f*  •  y  «=  const  (13) 

d.  h.  sie  sind  parallele  Gerade.  Fällt  dagegen  iV  mit  einer  der 
Elasticitätsachsen  zusammen,  so  ist  (11)  die  Gleichung  dieser  Carven, 
und  sie  geht  bei  Einführung  der  neuen  Coordinaten  über  in 

x^  —  y^  =  consi;  (13  a) 

diese  Linien  sind  somit  gleichseitige  Hyperbeln,  deren  Hauptachsen 
die  hier  gewählten  Coordinatenachsen  sind. 

§  4. 

Wir  wollen  endlich  noch  den  vorher  ausgeschlossenen  Fall  be- 
trachten, dass  die  Normale  N  einer  oder  beiden  optischen  Achsen 
unendlich  nahe  liegt;  der  zweite  Fall  setzt  offenbar  voraus,  dass  die 
beiden  optischen  Achsen  selbst  einen  sehr  kleinen  Winkel  mit  ein- 
ander bilden,  wie  dies  z.  B.  beim  Salpeter  der  Fall  ist.  Da  hier  a^ 
und  a^  innerhalb  des  Gesichtsfeldes  nicht  als  constant  zu  betrachten 
sind,  so  wird  bei  auffallendem  weissen  Lichte  in  einer  Linie  gleicher 
Farbe  die  Helligkeit  nicht  überall  dieselbe  sein.  Die  Linien  gleicher 
Farbe,  die  s.  g.  isochromatischen  Curven,  haben  auch  hier  die  Gleichung 

d  B»  const. 
oder 

sin  t^i  sin  tij  «»  const,  (14) 

da  hier  nicht  der  Fall  eintreten  kann,  dass  der  Factor  ,  berück- 

'  €08  9 

sichtigt  werden  muss;  indessen  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass  in  einer 
solchen  Linie  die  Farbe  in  die  complementäre  übergehen  kann.  Ausser 
diesen  Curven  bieten  sich  der  Beobachtung  dar  die  farblosen  Linien, 
deren  Gleichung  ist 
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sin  2a^  sin  2cr2  ■=»  0;  (l^^a) 

die  Helligkeit  in  ihnen  ist  für  homogenes  Licht 

also  gleich  Eins,  wenn  die  Polarisationsebenen  der  beiden  Nicols 
parallel  sind,  gleich  Null,  wenn  diese  senkrecht  auf  einander  stehen. 
Wir  wollen  zunächst  näher  den  Fall  discutireni  dass  die  Normale 
N  mit  der  ersten  optischen  Achse  zusammenfällt,  mit  der  zweiten 
aber  einen  endlichen  Winkel  bildet,  g)'  und  o  seien  wieder  die 
Polarcoordinaten  des  gebrochenen  Strahles,  und  to  werde  von  der 
Ebene  der  optischen  Achsen  an  gezählt.    Dann  ist 

^1  '='  y';      ti2  =  2  a'  =  const., 
es  ist  also  die  Gleichung  der  isochromatischen  Gurven 

9?'=  const.  (15) 

oder  auch,  wenn  wir  wieder  wie  am  Ende  des  vorigen  Paragraphen 
die  Polarcoordinaten  für  das  Gesichtsfeld  einführen, 

q)  t=3  const. ; 

d.  h.  die  Linien  gleicher  Farbe  sind  concentrische  Kreise,  deren 
Mittelpunkt  der  ersten  optischen  Achse  entspricht  * 

Um  die  Gleichung  der  farblosen  Linien  aufstellen   zu  können, 
nennen  wir  ß^  und  /Sj  ^^^  Winkel,   welche  die  Polarisationsebenen 
des  ersten  und  zweiten  Nicols  mit  der  Ebene  der  optischen  Achsen 
bilden;  berücksichtigt  man  dann,  dass  die 
Polarisationsebene  der  zum  Strahle  S'  ge- 
hörigen gewöhnlichen  Welle  den  Winkel 
jc  —  CO  bei  S'  halbirt,  so  ergiebt  sich 

«2  =  1  -  {ß2  +  i)' 

Die  farblosen  Linien  sind  daher  wegen  (14a)  die  beiden  Geraden 

o  =  —  2/J,     und    o  =  —  2/J2  (15a) 

und  ihre  Verlängerungen;  ihre  Schnittpunkte  mit  den  isochro- 
matischen Kreisen  sind  zugleich  die  Stellen,  wo  auf  jenen  die  Farbe 
in  die  complementäre  übergeht.  Diese  beiden  Linien  verwandeln 
sich  in  eine  einzige j  wenn  2/3,  und  2/32^  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn 
2a^  und  2a2  sich  um  ein  Vielfaches  von  %  unterscheiden,  und  zwar 
ist    diese    Linie    weiss    oder    schwarz,    je    nachdem    jSj  =  ß^    oder 

^i  =  /J,  +  f  ist. 

Untersuchen  wir  jetzt  den  zweiten  Fall,  dass  die  beiden  optischen 
Achsen  einen  unendlich  kleinen  Winkel  bilden,  und  nehmen  wir  der 
Einfachheit  wegen  an,  dass  die  Normale  N  diesen  halbirt. 

17* 


260  Vierzehnte  Vorlesuog. 

Die  Gleichung  der  isochromatischen  Gurven  wird  alsdann 

u^  i/j  =  const. ,  (16) 

diese  sind  also  ein  System  von  Lemniscaten,  deren  Mittelpunkte  die 
optischen  Achsen  sind.  Diese  Gurven  würden  sich  der  Betrachtung  dar- 
bieten, wenn  die  Strahlen  in  derselben  Richtung  unser  Auge  träfen ,  in 
welcher  sie  die  Krystallplatte  durchsetzt  haben.  Durch  die  Brechung 
beim  Austritt  wird  die  Erscheinung  aber  wesentlich  modificirt.  In  der 
nachstehenden  Figur,  welche  wir  uns,  wegen  der  grossen  Kleinheit 
ihrer  Linien  als  eben  vorstellen  können,  bezeichnen  wieder  S A( A^ 
die  Punkte,  in  denen  die  zum  Strahle  und  zu  den  beiden  optischen 


Achsen  parallelen  Kugelradien  die  Kugelfläche  schneiden,  während 
N  das  Bild  der  Plattennormale  ist.  Ziehen  wir  jetzt  durch  den  Kugel- 
mittelpunkt drei  Strahlen,  welche  den  soeben  betrachteten  nach  ihrem 
Austritt  aus  dem  Krystall  parallel  sind,  und  nennen  wir  SA^Ä^  ihre 
Schnittpunkte  mit  der  Kugel,  so  sind  dies  die  Punkte,  welche  im 
Gesichtsfelde  dem  betrachteten  Strahle,  sowie  den  beiden  optischen 
Achsen  entsprechen.  Wäre  nun  die  Platte  einfach  brechend,  so  lägen 
die  Punkte  NA^'A^,  N  A^  A^  und  NS' S  je  auf  einer  Geraden,  und  nach 
dem  Sneirschen  Gesetze  wäre 

A,N  __A^N  _  SN         V 
Ai'N  ~~  At'N  ""  ~S'N  ~  a  ' 

jene  Punkte  könnten  also  sehr  leicht  construirt  werden.  Auch  hier 
können  wir  aber  von  der  Doppelbrechung  absehen,  d.  h.  wir  dQrfen 
annehmen,  dass  die  Lage  der  Punkte  dieselbe  ist,  wie  bei  einer 
einfach  brechenden  Platte.  Die  durch  A^  und  A^  bestimmten  Rich- 
tungen haben  den  Namen  der  scheinbaren  optischen  Achsen  erhalten, 
es  sind  das  die  Richtungen,  welche  die  Strahlen  im  äusseren  Medium 
haben  müssen,  damit  sie  im  Inneren  des  Krystalles  parallel  den 
optischen  Achsen  fortschreiten. 

Sind  nun 

SA^  =  t^,,        SA^  =  ü^ 

die  Entfernungen   des  Bildes  S  des  austretenden  Strahles  von  den 


(17) 
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scheinbaren  optischen  Achsen,  so  ergiebt  sich  aus  der  Figur  un- 
mittelbar für  die  isochromatischen  Linien  die  Gleichung 

JT,  Pj  =  const.  ( 16  a) 

sie  sind  also  ein  System  von  Lemniscateu,  deren  Mittelpunkte  den 
scheinbaren  optischen  Achsen  entsprechen. 

Die  farblosen  Linien  endlich  ergeben  sich  durch  die  folgende 
Betrachtung:  Es  sei  y  der  Winkel  zwischen  der  Ebene  der  optischen 
Achsen  und  der  Polarisationsebene  der  gewöhnlichen  zu  S'  gehörigen 
Welle;  dann  ist,  weil  S'o  den  Winkel  bei  S'  halbirt, 

y  =  <+f,     180«-y=^,'+|^. 
also 

oder,  was  dasselbe  ist,  es  ist 

man  erhält  daher 

-. = T  -  (^, + -^-'i-^)  • 

Farblos  sind  mithin  die  Linien,  für  welche 

sin(2/J,  +^,  _>r2)  =  0 
und  (17  a) 

sin(2/J2  +  ^1  —  ^j)  =  0 
ist. 

Es  seien  nun  x^  y  die  Coordinaten  des  Punktes  S  in  Bezug  auf 
ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Anfangspunkt  N  und 
dessen  ;i;- Achse  die  Linie  A^A^  ist;  nennt  man  dann  2(7  den  Winkel 
A^A^  der  scheinbaren  optischen  Achsen,  so  lassen  sich  die  Glei- 
chungen (17  a)  der  beiden  farblosen  Linien  folgendermassen  schreiben 

■*"  0«  —  X« 

oder  auch 

x-^  —  y^J^  2xy  cot  2/J  =  <y% 

wo  für  die  erste  Curve  ß  =  ßu  für  die  letzte  ß  =  ß^  zu  setzen  ist. 
Die  farblosen  Linien  sind  somit  gleichseitige  Hyperbeln,  deren  Mittel- 
punkt N  ist,  und  welche  stets  durch  die  beiden  Punkte  (+ ^J;  0), 
d.  h.  durch  die  scheinbaren  optischen  Achsen  hindurch  gehen.  Bezieht 
man  die  Gleichung  einer  farblosen  Linie  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  (S,  17)  mit  demselben  Anfangspunkte,  dessen 
I- Achse  der  Polarisationsebene  des  betreffenden  Nicorschen  Prismas 
parallel  ist,  setzt  man  also 


Die  Grundlage  für  die  VerÖfifenilichang  der  Vorlesungen  über  die 
mathematische  Optik  bildete  ein  von  Gustav  Kirchhoff  mit  grosser  Sorg- 
falt für  den  Vortrag  niedergeschriebenes  452  Seiten  starkes  Manuscript, 
sowie  ein  kleineres  Heft  einzelner  Blätter,  Theile  früherer  Bearbeitungen 
enthaltend,  welches  an  einigen  wenigen  Stellen  benutzt  werden  konnte, 
endlich  das  Manuscript  einer  im  Sommersemester  1875  gehaltenen  öffent- 
lichen Vorlesung  über  „Eatoptrik  und  Dioptrik'^  Hierzu  kamen  noch 
die  beiden  jedenfalls  aus  den  Resultaten  der  Vorlesung  entstandenen 
Abhandlungen  „Ueber  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  an  der 
Grenze  krystallinischer  Körper^'  (Abhandlungen  der  Berliner  Akademie  vom 
Jahre  1876)  und  „Zur  Theorie  der  Lichtstrahlen^^  (Sitzungsberichte  der 
Berliner  Akademie  vom  Jahre  1882). 

Ausserdem  waren  mir  von  früheren  Schülern  Kirchhoffs  mehrere 
Ausarbeitungen  dieser  Vorlesungen  aus  verschiedenen  Jahren  gütigst  zur 
Verfügung  gestellt  worden^  und  zwar  von  Herrn  Prof.  Dr.  Nöther  in 
Erlangen  eine  der  frühesten  Heidelberger  Vorlesungen  von  1866/7,  von 
Herrn  Dr.  Weinstein  in  Berlin  eine  solche  vom  Jahre  1875/6,  zwei  Be- 
arbeitungen der  Vorlesung  1879/80  von  Herrn  Professor  König  und  Herrn 
Nath,  die  letztere  durch  Vermittlung  des  Herrn  Dr.  Kötter,  endlich  eine 
sehr  ausführliche  stenographische  Ausarbeitung  der  letzten  Vorlesung  1883/4 
von  Herrn  Dr.  Stäckel.  Alle  diese  Bearbeitungen,  sowie  zwei  von  mir 
herrührende  sorgfältige  Nachschriften  der  beiden  letzten  Vorlesungen  von 
1881  und  1883  sind  in  ausgedehntem  Maasse  für  die  Herausgabe  benutzt 
worden,  und  ich  erlaube  mir,  den  oben  genannten  Herren  meinen  besten 
Dank  für  ihre  werthvolle  Unterstützung  zu  sagen. 

Ganz  besonders  aber  ist  es  mir  ein  Bedürfniss,  meinen  ehrfurchts- 
vollen Dank  Herrn  Geheimrath  v.  Helmholtz  auszusprechen,  welcher  die 
grosse  Güte  hatte,  das  für  die  Herausgabe  vorbereitete  Manuscript  vor  der 
Drucklegung  durchzusehen ;  die  von  ihm  angegebenen  Zusätze  und  Bemer- 
kungen habe  ich  unten  hervorgehoben;  möchte  es  mir  gelungen  sein, 
dieselben  in  der  richtigen  Weise  zu  benutzen. 

Das  der  Veröffentlichung  zu  Grunde  liegende  Kirchhoff^sche  Manuscript 
ist  hervorgegangen  aus  einer  älteren,  wahrscheinlich  für  die  erste  Berliner 
Vorlesung  bestimmten,  jedenfalls  aber  vor  dem  Jahre  1875  abgefassten 
sehr  ausführlichen  Niederschrift.  Für  die  späteren  Vorlesungen  sind  dann 
beträchtliche  Theile,  fast  zwei  Drittel  des  Manuscriptes,  durch  vollständige 
Neubearbeitungen  ersetzt  worden.  So  lassen  sich  in  dem  vorliegenden 
Eirchhoff'schen  Hefte  ausser  der  ursprünglichen  drei  Umarbeitungen  ein- 
zelner Theile  unterscheiden,  und  mit  Hülfe  der  oben  erwähnten  Ausarbei- 
tungen konnte  auch  die  Zeit  ihrer  Abfassung  annähernd  festgestellt 
werden:  Es  föUt  die  erste  grössere  Umarbeitung  in  die  Zeit  zwischen 
1876  und  1879,  die  zweite  ist  für  die  Vorlesung  von  1881/2,  die  letzte 
für  diejenige  vom  Jahre  1883/4  gemacht  worden. 
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Die  beiden  letzten  Bedactioneni  sowie  die  Einleitung  (die  erste 
Vorlesung  der  vorliegenden  Ausgabe),  welche  zusammen  mehr  als  den 
dritten  Theil  des  ganzen  Manuscriptes  ausmachen,  sind  stilistisch  und 
sachlich  mit  so  grosser  Sorgfalt  durchgeführt,  dass  die  Vermuthung  be- 
gründet erscheinen  kann,  sie  seien  bereits  im  Hinblick  auf  eine  spätere 
Veröffentlichung  niedergeschrieben  worden;  diese  Theile  sind  auch  nar 
mit  unwesentlichen  Zusätzen  von  Eirchhoff  in  seinen  beiden  letzten  Vor- 
lesungen vorgetragen,  und  daher  fast  wörtlich  in  diese  Ausgabe  Über- 
nommen worden. 

Dagegen  ergiebt  eine  genaue  Vergleichung  der  beiden  ersten  Bearbei- 
tungen mit  dem  Text  der  im  Winter  1883/4  gehaltenen  Vorlesung, 
dass  der  Inhalt  jener  Blätter  von  Eirchhoff  in  wesentlich  erweiterter  und 
veränderter  Form  vorgetragen  worden  ist.  In  den  Nachschriften  finden 
sich  grössere  Ausführungen,  welche  im  Manuscript  theils  ganz  fehlen, 
theils  nur  durch  kurze  Bleistiftnotizen  angedeutet  sind;  einige  Entwick- 
lungen sind  im  Vortrag  in  völlig  anderer  Weise  als  im  Concept  durch- 
geführt; an  manchen  Stellen  ist  es  die  Anordnung  des  Stoffes,  welche  in 
der  Vorlesung  modificirt  worden  ist;  auch  besitzen  diese  Theile  des 
Manuscriptes  noch  nicht  die  wunderbare  Schärfe  und  hohe  Eleganz  des 
Ausdruckes,  welche  Eirchhoff  seinen  Veröffentlichungen  stets  zu  geben 
pflegte. 

Aus  diesen  Gründen  erschien  die  Annahme  berechtigt,  dass  ein  wört- 
licher Abdruck  auch  dieses  Theiles  der  Handschrift  nicht  den  Wünschen 
des  Verewigten  entsprochen  haben  würde.  Statt  dessen  wurde  versucht, 
möglichst  den  vollen  Inhalt  der  letzten  und  vollendetsten  Vorlesung  wieder- 
zugeben, derjenigen,  welche  Earchhoff  im  Wintersemester  1883/4  gehalten 
hat,  unter  Hinzunahme  nur  der  Theile  früherer  Vorträge,  welche  für  das 
Verständniss  späterer  Eapitel  wichtig  sind,  und  damals  wohl  nur  aus  Zeit- 
mangel gar  nicht,  oder  nur  kurz  berührt  wurden.  Eigene  Zusätze  und 
Veränderungen  wurden  nur  an  wenigen  Stellen  gewagt,  wo  sie  für  das 
Verständniss  nöthig  schienen,  oder  wo  die  veränderte  Bestimmung  der 
Vorträge  eine  andere  Art  der  Darstellung  wünschenswerth  machte.  Ueber 
diese,  sowie  die  mit  Benutzung  der  Ausarbeitungen  und  Nachschriften  ge- 
machten Zusätze  giebt  das  nachfolgende  Verzeichniss  erschöpfende  Auskunft. 

So  konnte  es  wohl  gelingen,  &st  vollständig  den  Inhalt,  nicht  aber 
die  harmonische  Form  jener  Vorlesungen  wiederzugeben,  oder  gar  den 
Zauber  der  mündlichen  Vorträge  Eirchboffs  so  festzuhalten,  wie  er  allen 
denen  lebendig  bleiben  wird,  welche  einmal  das  Glück  hatten,  seinen 
Worten  zu  lauschen;  ebenso  wenig  aber  war  es  möglich  diesem  Werke 
die  stjlistische  Vollendung  aller  Eirchhoff'schen  Schriften  zu  verleihen. 
Die  zahlreichen  Aenderungen,  welche  bei  den  beiden  ersten  Vorlesungs- 
manuscripten  anzubringen  waren,  und  die  Bedaction  der  nur  durch  die 
Nachschriften  erhaltenen  mündlichen  Zusätze  Eirchhoffis  bildeten  für  die 
Herausgabe  eine  schwierige  und  verantwortungsvolle  Aufgabe,  und  ich 
bin  mir  selbst  wohl  bewusst,  dass  ich  diese  nicht  in  befriedigender  Weise 
gelöst  habe,  obwohl  ich  mit  meiner  ganzen  Eraft  dieses  Ziel  zu  erreichen 
suchte. 
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ISInleitang.     Liohtbewegnng  in  einem  unbegrenzten  homogenen 

isotropen  Medium.     I.  Vorlesung. 

Das  Manuscript  dieser  Vorlesung  gehört  vollständig  der  ersten  Be- 
arbeitung an;  eine  Ausnahme  macht  nur  der  §  7  bis  pag.  19  Z.  18  v.  o., 
welcher,  wohl  mit  Bücksicht  auf  die  zweite  und  dritte  Vorlesung,  im 
Jahre  1883  vollstfindig  umgearbeitet  wxurde.  Stjlistische  Aenderungen 
wurden  fast  gar  nicht  vorgenommen. 

§  2  pag.  8  Z.  7—3  y.  u.  Zus.  d.  H.  nach  der  Bleistifknotiz  ,,Foucaalt  1854''. 
§  3  pag.   7  Z.  1—6  V.  0.   Zub.  d.  H.  nach  der  Bleistiftnotiz  „Allgemeine 

LöBung**. 
§  4  pag.   8  Z.  10—27  v.  o.   Zus.  d.  H. 
pag.   9  Z.  9—13  V.  0.   Zus.  d.  H. 

Z.  14—23  y.  0.    Ausführung  nach  Angaben  des  MS. 
§  5  pag.  UZ.  10—20  y.  o.    Zus.  d.  H.  mit  Benutzung  einer  ausführlichen 

Darstellung  v.  J.  1866/7. 
Z.  13  y.  u.— pag.  12  Z.  3  v.  o.   Zus.  nach  der  Darstellung  von 
1866/7.    Im  MS.:   „A  und  9  können  mit  Hülfe  eines 
Parallelogramms  construirt  werden". 
§  6  pag.  16  Z.  14—26  y.  o.'   Zus.  d.  H.  nach  der  Ausarbeitung  y.  J.  1879 

und  der  Nachschrift  v.  J.  1881. 

Erster  Theil.    Einwirkung  fremder  Körper  auf  die  Lichtbewegung, 
Theorie 'der  Beflezion  und  Brechung.  IL,  m.,  IV.  Vorlesung. 

Dieser  Theil  des  Werkes  ist  mit  Ausnahme  des  §  4  der  zweiten  Vor- 
lesung im  Jahre  1881  und  alsdann  noch  einmal  im  Jahre  1883  vollständig 
neu  hearheitet  worden.  (Vgl.  die  Abhandlung  ,|Zur  Theorie  der  Licht- 
strahlen".) Die  §§  3 — 5  der  vierten  Vorlesung  bildeten  einen  Theil  der 
Vorlesung  über  Eatoptrik  und  Dioptrik,  welcher  erst  im  Jahre  1883  um- 
gearbeitet und  in  die  Vorlesung  über  Optik  aufgenommen  wurde.  In  der 
zweiten  und  dritten  Vorlesung  ist  die  Darstellung  mit  Bücksicht  auf  eine 
Bemerkung  von  Herrn  y.  Helmholtz  an  einigen  Stellen  etwas  ausführlicher 
als  im  MS.  —  §  4  der  dritten  Vorlesung,  dessen  Besultate  in  §  3  der  fünften 
Vorlesung  gebraucht  werden,  ist  mit  Benutzung  eines  altern  MS.  und  der 
Ausarbeitungen  von  1879  und  1881  hinzugefügt,  und  die  Bechnung  in 
ihrem  letzten  Theile  durch  Einführung  der  Grössen  s  geändert  worden. 
Abgesehen  von  diesen  und  den  unten  angegebenen  Zusätzen  ist  das  MS. 
beinahe  wortgetreu  abgedruckt  worden. 

Zweite  Vorlesung. 

§  1  pag.  22  Z.  4  y.  u.— pag.  23  Z.  6  y.  o.   Zus.  d.  H. 
pag.  24  Z.  4  y.  u.— pag.  26  Z.  8  y.  o.    Zus.  d.  H. 
pag.  25  Z.  10—7  y.  u.    Zus.  d.  H. 
pag.  26  Z.  7—10  y.  o.   Zus.  d.  H. 
§  2  pag.  28  Z.  21—16  y.  u.    Zus.  d..H. 

pag.  28  Z.  7  y.  u.— pag.  30  Z.  8  v.  o.    Zus.  d.  H.  unter  Benutzung  der 

Nachschriften  aus  den  Jahren  1881  und  1883  und  einiger 
Bleistiftnotizen. 
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§  5  pag.  39  Z.  11  V.  u.— pag.  40  Z.  7  v.  o.  Zu8.  d.  U.  nach  einer  Bemerkung 

auf  einem  Blatte  des  älteren  MS. 
pag.  40  Z.  14—1  y.  u.   Zus.  d.  U.  nach  der  Abhandlung  v.  J.  1882. 

Dritte  Vorlesung. 

§  4.    Zus.  d.  H.  (vgl.  die  Vorbemerkung). 

§  5  pag.  52  Z.  4  v.  u.  — pag.  53  Z.  8  v.  o.    Zus.  d.  U. 

Vierte  Vorlesung. 

§  2  pag.  63  Z.  14 — 2  v.  u.    Zus.  d.  H.  nach  einer  Bleistiftnotiz  am  Rande 

des  MS. 
§  4  pag.  72  Z.  3  y.  u.  —  pag.  73  Z.  6  y.  o.   Zus.  d.  H.  nach  einer  Bleistifi- 

notiz  im  MS. 
§  5  pag.  76  Z.  11-15  y.  o.   Zus.  d.  H. 

pag.  77  Z.  14  y.  u.— pag.  78  Z.  14  y.  o.  Zus.  d.  H.  mit  Benutzung  der 

Nachschrift  yom  Jahre  1883. 


Zweiter  Theil.     Theorie  der  Bengimgsersoheinmigen. 

V.,  VL,  VIL  Vorlesung. 

Das  Manuscript  für  diesen  Theil  gehört  mit  Ausnahme  der  §§  1 — 3 
der  fttnften  und  der  §§  2 — 3  der  sechsten  Vorlesung  den  beiden  älteren 
Bearbeitungen  vor  1880  an.  —  §  2  der  sechsten  Vorlesung  ist  fUr  den 
Vortrag  vom  Jahre  1881  niedergeschrieben  worden.  In  der  Vorlesung  von 
1879/80  wurde  an  dieser  Stelle  nur  hervorgehoben,  dass  die  VorausseUung, 
nach  welcher  die  Spaltweite  sehr  gross  gegen  die  W^Uenl&nge  sein  mass, 
nicht  zu  bestehen  braucht,  dass  aber  die  theoretische  Begründung  dieser 
Thatsache  noch  nicht  gefunden  ist.  Die  Darstellung  des  MS.  wurde  unter 
Benutzung  der  Nachschrift  von  1883  und  der  Abhandlung  vom  Jahre  1882 
vollständig  umgearbeitet  und  dem  Zusammenhange  entsprechend  verändert. 
§  3  der  sechsten  Vorlesung  wurde  erst  im  Jahre  1883  hinzugefügt  und 
aus  dem  MS.  ungeändert  übernommen.  Endlich  wurden  §  5  der  fünften, 
§§  1  und  5  der  sechsten  sowie  §§  1,  2;  4  der  siebenten  Vorlesung  zum  Theil 
beträchtlich  umgearbeitet. 

Fünfte  Vorlesung. 

§  1  pag.  80  Z.  6-19  y.  o.   Zus.  d.  H. 

pag.  81  Z.  12  V.  o.    ist  hinter  „isV*  einzuschalten  „der  Punkt  o  also 

nahe  an  der  Verlängerung  der  Linie  fj  liegt'*. 

pag.  81  Z.  10—5  y.  u.    Zus.  d.  H.  nach  der  Nachschrift  vom  Jahre  1883. 

pag.  82  Z.  11—16  v.  0.    Zus.  d.  ü.  nach  einer  Bleistiftnotiz  im  MS. 
§  2  pag.  83  Z.  20-12  y.  u.  Zus.  d.  H.  nach  der  Nachschrift  vom  Jahre  1883. 
§  3  pag.  86  Z.  7-12  y.  o.    Zus.  d.  H. 

Bemerkung:  Z.  8  v.  o.  statt  „vierteu**  lies  „dritten**. 
§  4  pag.  91  Z.  7—18.    Zus.  d.  H. 
§  6  pag.  97  Z.  6—12.    Zu8.  d.  H. 

Sechste  Vorlosung. 

§  1  pag.    98  Z.  3  y.  u.  — pag.  99  Z.  5  y.  o.    Zus.  d.  H. 

pag.  100  Z.  6— 16  v.  0.   Zus.  d.  H.  nach  einer  Bemerkung  des  Herrn 

Dr.  Th.  Lohnstein;  im  MS.  steht:  Ist  die  Zahl  der  Oeff* 
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nungen  sehr  gross  und  sind  sie  regellos  vertheilt,  so 
wird  der  Mittelwerth  dieses  Verhältnisses  för  einen 
kleinen  Theil  des  Gesichtsfeldes  an  allen  Stelleu  des- 
selben merklich  denselben  Werth  haben  und  zwar  gleich 
n  sein;  (die  letzten  Worte  Bleistiftnotiz  am  Rande). 

§  1  pag.  100  Z.  17—27  Zus.  d.  H.  nach  den  Vorlesungen  von  1879  und  1883. 

§  2  vgl.  die  Vorbemerkung. 

pag.  105  Z.  1 — 7  y.  o.   „Factisch   giebt   es    eine    Menge   schwächerer 

Maxima,  wo  dar  Wegunterschied  für  Grenzstrahlen  des 

ganzen  Gitters  -^-^  -  l  beträgt,  aber  deren  Cichtstärke 

ist  klein  dem  Hauptmaximum  gegenüber,  wo  sich  die 
Strahlen  aller  Oeffnungen  verstärken.**  Bemerkung  von 
Herrn  v.  Helmholtz. 

Siebente  Vorlesung. 

§  1  pag.  117  Z.  5  V.  u.  — pag.  118  Z.  3  v.  o.    Zus.  d.  H.  nach  einer  Rand- 
bemerkung im  MS. 
pag.  119  Z.  7  V.  o.  —  pag.  121  Z.  7  v.  o.    Zus.  d.  H.  nach  einem  älteren 

MS.;  dasselbe  befand  sich  ursprünglich  an  einer  anderen 
Stelle. 
§  4  pag.  129  Z.  1—6  v.  o.    Zus.  d.  H. 

pag.  132  Z.  2—22  v.  o.  wurde  die  Darstellung  etwas  geänderfc. 


Dritter  Theil.     Intensität  und  PolariBationsEUStand  des  reflectirten 
und  des  gebrochenen  Lichtes,     vm.  und  IX.  Vorlesung. 

Der  Herausgabe  liegt  hier  ausschliesslich  ein  älteres  Manuscript  zu 
Grunde  und  zwar  für  die  achte  Vorlesung  die  Redaction  von  1879,  für 
die  neunte  die  ursprüngliche  Bearbeitung.  Von  der  Handschrift  der  achten 
Vorlesung  wurden  die  §§  1 — 4  fast  wörtlich,  §  6  und  6  mit  grösseren 
Zusätzen  und  stylistischen  Aenderungen  übernommen.  Die  neunte  Vor- 
lesung wurde  für  die  Herausgabe  der  Form  und  dem  Inhalt  nach  theils 
selbstständig,  theils  unter  Benutzung  der  Nachschriften  von  1881  und  1883 
vollständig  umgearbeitet.  Der  §  3  der  neunten  Vorlesung  ist  erst  in  der 
letzten  Vorlesung  in  dieser  Form  gegeben  worden.  1881  wurde  der  hier 
bewiesene  Satz  nur  erwähnt,  1879  in  complicirterer  Weise  hergeleitet.  Die 
Darstellung  des  Beweises  wurde  gegen  die  Vorlesung  etwas  verändert. 

Achte  Vorlesung. 

§  1  pag.  136  Z.  6—9  Zus.  d.  H. 

§  2  pag.  139  Z.  7—18  Zus.  d.  H. 

§  4  pag.  143  Z.  3  V.  u.— pag.  144  Z.  7  v.  0.  veränderte  Darstellung  gegen 

das  MS. 
§  5  pag.  148  Z.  18  v.  u.-— pag.  149  Z.  4  v.  o.  Zus.  d.  H.  nach  Andeutungen 

des  MS.  und  der  Nachschrift  von  1883. 
§  6  pag.  152  Z.  14  V.  u.— pag.  163  Z.  14  v.  o.  veränderte  Darstellung  gegen 

das  MS. 
pag.  153  Z.  22—28  v.  o.    Zus.  d.  H.  nach  der  Vorlesung  vom  Jahre  1879. 
pag.  154  Z.  20— 1  V.  n.    Zus.  d.  H.  mit  Benutzung  einer  Darstellung 

vom  Jahre  1867. 
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Nennte  Yorlesnng. 

Vergleiche  die  Vorbemerkung. 

§  4  pag.  167  Z.  1  V.  0.  — Z.  18  v.  o.  wnrde  die  Rechnung  in  anderer  Weise 

als  im  MS.  gefQhrt 
pag.  168  Z.  18  V.  u.— pag.  169  Z.  14  v.  0.    Zus.  d.  H.  nach  einer  Rand- 
notiz im  MS.  und  einem  eingeordneten  Blatte  mit  Be- 
merkungen, 
pag.  169  Z.  15—30  t.  o.   Zus.  d.  H. 


Vierter  TheiL     DisperBlon  und  Absorption  isotroper  Körper. 

X.  Vorlesung. 

Die  Vorlesung  ist  in  dieser  Form  nur  im  Jahre  1883  gehalten 
worden.  1881  und  1879  wurde  nur  auf  die  Helmholta'sche  Abhandlung 
verwiesen,  im  Jahre  1875  wurde  die  Theorie  der  Dispersion  und  Ab- 
sorption am  Ende  der  Vorträge  ausführlich,  aber  in  völlig  anderer  Form 
behandelt  Die  Darstellung  des  Manuscripts  wurde  Mr  den  Druck  nur 
wenig  ge&ndert. 

Zehnte  Vorlesung. 

§  3  pag.  176  Z.  20—30  Zus.  d.  H. 
pag.  177  Z.  9—16  Zu8.  d.  H. 

pag.  179.    Die  Rechnung  wnrde  hier  gegen  das  MS.  geändert. 
§5  Anfang:  „In  neuerer  Zeit  ist  es  Herrn  Kundt  gelungen,  sehr  dünne 

metallische  prismatische  Schichten  herzustellen,  welche 
Brechung  erkennen  lassen,  zu  genauen  Messungen  aber 
noch  nicht  fähig  sind  (Sitzungsberichte  der  Berliner 
Akademie  v.  J.  1888  p.  265)".  Zus.  d.  H.  nach  einer 
Bemerkung  von  Herrn  v.  Helmholtz. 
pag.  187— pag.  188.    Die  Darstellung  wurde  hier  gegen  das  MS.  etwas 

geändert, 
pag.  188  Ende— pag.  190  Z.  3  t.  o.  Zus.  d.  H.  mit  Benutzung  von  (83). 


Fünfter  Theil.    Lichtbewegiing  in  einem  krystallinisohen  MitteL 

XL,  Xn.,  Xm.,  XIV.  Vorlesung. 

• 

Das  Manuscript  dieses  Theiles  gehört  vollständig  der  ursprünglichen 
Redaction  und  der  ersten  Umarbeitung  vor  1879  an.  Ein  grosser  Theil 
der  eilften  Vorlesung  wurde  sogar  bereits  in  den  in  Heidelberg  gehaltenen 
Vorträgen  über  die  Elasticitätstheorie  in  dieser  Form  vorgetragen  und 
später  in  der  Abhandlung  vom  Jahre  1876  veröfifentlicht.  Eine  Ausnahme 
bildet  nur  der  §  1  der  vierzehnten  Vorlesung  —  pag.  249  Ende,  der  1883 
neu  bearbeitet  und  gegen  die  frühere  Darstellung  wesentlich  vereinfacht 
wurde.  Die  erste  Umarbeitung  ist  hier  zum  Theil  sehr  kurz,  so  findet 
sich  für  §  2  der  zwölften  Vorlesung  nur  ein  Blatt  mit  einzelnen  Worten, 
ähnlich,  aber  ausführlicher  §  2 — 3  der  eilften  Vorlesung.  Der  ganze  Ab- 
schnitt wurde  für  die  Veröfifentlichung  sehr  beträchtlich  umgearbeitet 
und  erweitert,  theil  weise  unter  Benutzung  zahlreicher  Bleistiftnotizen  am 
Bande  des  Manuscripts  der  Abhandlung  von  1876,  der  beiden  Nachschriften 
und  der  stenographischen  Ausarbeitung  vom  Jahre  1883. 


Anhang.  271 

Eilfte  Vorlesung. 

§  1  pag.  192  Z.  1—15  V.  o.  ZuB.  d.  H.  nach  der  Vorlesung  vom  Jahre  1883. 
pag.  193.    Die  Bezeichnungen  des  Potentiales  und  der  Dmckcompo- 

nenten  wurden  hier  gegen  das  MS.  und  die  Abhandlung 
von  1876  80  geändert,  dass  sie  mit  denjenigen  der  ersten 
Vorlesung  und  der  Mechanik  im  Einklang  sind, 
pag.  196  Z.  16  V.  0.— pag.  197  Z.  3  v.  o.    Zus.  d.   H.   mit   Benutzung 

von  der  Nachschrift  vom  Jahre  1883. 
§  2  pag.  197  Z.  13—19  V.  o.    Zus.  d.  H. 

Z.  4  V.  u.  In  der  in  Heidelberg  gehaltenen  Vorlesung,  sowie 
auch  im  Jahre  1875  wurde  eine  Herleitung  des  Aus- 
druckes von  F  für  den  Lichtäther  gegeben,  welche, 
ähnlich  wie  die  Green'sche  Untersuchung,  zuletzt  auf 
ein  System  von  15  linearen  Gleichungen  für  die  Coefß- 
cienten  von  F  führte.  Seit  1880  wurde  diese  etwas  aus- 
gedehnte Untersuchung  nicht  mehr,  sondern  nur  ihr  Re- 
sultat und  die  Verification  desselben  angegeben.  Eine 
einfache  Herleitung  findet  sich  im  Journal  für  die  reine 
und  angewandte  Mathematik  Bd.  108  pag.  140>-143. 
pag.  199  Z.  2  V.  u.  — pag.  200  Z.  8  v.  o.    Zus.  d.  H. 

Zwölfte  Vorlesung. 

§  1  pag.  205  Z.  6  V.  u.— pag.  206  Z.  6  v.  o.    Zus.  d.  H.  nach  der  Abhand- 
lung V.  J.  1876. 
pag.  206  Z.  14—31  v.  o.    Die  Darstellung  wurde  gegen  die  des  MS. 

verändert, 
pag.  208  Z.  17—22  Zus.  d.  H.  nach  der  Abhandlung  v.  J.  1876. 
§  2  pag.  209  Z.  5  v.  u.— pag.  210  Z.  12  v.  o.   Zus.  d.  H.  nach  einer  Blei- 
stiftnotiz am  Rande  des  MS.  und  der  Nachschrift  vom 
Jahre  1888. 
§  3  pag.  212  Z.  6—18  v.  o.    Zus.  d.  H.  nach  der  Vorlesung  vom  Jahre  1883. 
§  4  pag.  213  Z.  7—12.    Zus.  d.  H.  nach  Bleistiftnotizen  im  MS. 
§  5  pag.  216  Z.  7 — 25  v.  o.  Die  Rechnung  ist  hier  gegen  das  MS.  verändert, 
pag.  217  Z.  10—1  V.  u.    Zus.  d.  H. 

Dreizehnte  Vorlesung. 

§  1  pag.  219  Z.  5  V.  0.  — Ende  §  1.  Zus.  d.  H.  mit  Benutzung  der  Abhand- 
lung V.  J.  1876;  im  MS.  und  beim  Vortrage  wurden  alle 
Wellennormalen  von  vornherein  als  senkrecht  zur 
Y-Achse  vorausgesetzt  und  alsdann  aus  den  Grenz- 
bedingungen die  Gleichungen  (4^)  abgeleitet. 

§   2.    Zus.  d.  H.  mit  Benutzung  der  Abhandlung  und  der  Vorlesung  vom 

Jahre  1883. 

§    3  pag.  224  Z.  11  v.  u.— Ende  §3.    Zus.  d.  H.   mit  Benutzung  einiger 

Bleistiftnotizen,   sowie  der  Abhandlung  und  der  Aus- 
arbeitung vom  Jahre  1883. 

§   4  pag.  227  Z.  16—28.   Zus.   d.  H.   mit  Benutzung  der  Vorlesung  vom 

Jahre  1883. 

§   5  pag.  ^28  Z.  17—25.    Zus.  d.  H.  mit  Benutzung  einer  Bleistiftnotiz  am 

Rande  des  MS. 
pag.  230  Z.  18  -1  V.  u.  Zus.  d.  H.  nach  der  Vorlesung  v.  J.  1881, 
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§    6  psg.  234  Z.  15—6  v.  u.    Zus.  d.  H. 

§    7  pag.  236  Z.  4  y.  u.  — pag.  2S6  Z.  10  y.  o.    Zus.  d.  H. 

Z.  16—2  V.  u.  Ansführung  nach  einer  Nofcix  im  MS. 
§  10  pag.  244  Z.  23—1  ▼.  u.  Ausfahraog  nach  Notizen  im  MS. 

Vierzehnte  Vorlesung. 

§  1  pag.  247  Z.  12—1  T.  u.    Zus.  d.  H.  nach  der  Vorlegung  vom  Jahre  1883 

und  einer  Notiz  im  MS. 
pag.  248  Z.  1—33.    ZuB.   d.  H.   unter  Benutzung  ^er  Vorlesung  Tom 

Jahre  1866. 
§  2  pag.  262  Z.  1-7  Y.  0.    Zus.  d.  H. 

pag.  262  Z.  3  v.  u.  — 261  Z.  4  v.  o.    wurde  die  Darstellung  gegen  das 

MS.  verändert 
§  3  pag.  266-  267  Z.  10  Y.  u.  wurde  die  Darstellung  gegen  das  MS.  ver- 
ändert. 
§  4  pag.  260  Z.  1  V.  0.  — pag.  261   Z.  2  v.  o.    Zus.  d.  U.  unter  Benntznog 

der  Vorlesung  v.  J.  1883. 
pag.  262.    Zus.  d.  H.  zum  Tbeil  unter  Benutzung  einiger  BemerknngeD 

der  Vorlesung  vom  Jahre  1866. 
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Vorwort  des  Herausgebers. 


Mit  dem  vorliegenden  vierten  Bande  findet  das  Gesammtvirerk  von 
Gustav  Eirchhoff  über  mathematische  Physik  seinen  Abschluss. 
Derselbe  giebt  den  Inhalt  der  Vorlesungen  wieder,  welche  der  Ver- 
ewigte über  die  Lehre  von  der  Wärme,  zuletzt  in  den  Sommer- 
Semestern  1876,  1878,  1880,  1882  und  1884  an  der  Berliner  Universität 
gehalten  hat,  auf  Grund  des  von  ihm  selber  verfassten  und  redigirten 
CoUegienheftes.  Zum  unmittelbaren  Abdruck  war  dieses  allerdings 
ebensowenig  geeignet  wie  die  bisher  herausgegebenen  Hefte,  da  seine 
einzelnen  Theile  verschiedenartigen  Umarbeitungen  älterer  Darstellungen 
entstammen  und  daher  nicht  immer  in  unmittelbarem  Zusammenhang 
miteinander  stehen.  Manches  ist  auch  in  doppelter  Redaktion  vor- 
handen, so  dass  nur  die  neueste  Fassung  berücksichtigt  werden  konnte. 
Dennoch  liess  sich  die  Herausgabe  ganz  nach  denselben  Grundsätzen 
bewirken^  die  beim  dritten  Bande  für  mich  massgebend  waren,  indem 
die  vorgenommenen  Aenderungen  sich  ausschliesslich  auf  die  formelle 
Seite  zu  erstrecken  brauchten,  so  auf  die  redaktionelle  Vervollstän- 
digung einzelner  Sätze,  die  Durchführung  einer  einheitlichen  Be- 
zeichnung, die  Verbesserung  einiger  weniger  Schreibfehler.  An 
Stellen,  wo  sich  im  Zusammenhang  eine,  übrigens  stets  nur  unbe- 
deutende Lücke  zeigte,  konnte  dieselbe  leicht  aus  den  Zuhorerheften 
ergänzt  werden,  die  mir  auch  für  diesen  Band  von  einigen  wissen- 
schaftlichen Bekannten  in  dankenswerther  Weise  zur  Verfügung  ge- 
stellt waren. 

Alle  Bemerkungen,  die  ich  im  Interesse  des  leichteren  Verständ- 
nisses für  nothwendig  oder  wünschen swerth  hielt,  und  die  mir  die 
bekannte  gedrängte  Darstellungsweise  des  Verfassers  verhältnissmässig 
häufig  nahelegte,  habe  ich  wieder  in  besondere  Anmerkungen  ver- 
wiesen, da  ich  hoffte,  dem  Bedürfniss  des  Lesers,  wenn  auch  gewiss 
nicht  allenthalben,  so  doch  wenigstens  in  einigen  Punkten  damit  ent- 
gegenkommen zu  können.  Während  ich  mich  so  in  Bezug  auf  die 
Form  und  den  Zusammenhang  des  Vorgetragenen  in   allen  Stücken 
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als  verantwortlich  betrachte  und  jederzeit  gern  bereit  sein  werde, 
über  jede  Einzelheit  der  mitunter  schwierigen  Entwicklungen  nach 
besten  Kräften  Rechenschaft  zu  geben,  habe  ich  dagegen  nach  der 
materiellen  Seite  hin  jeden  Versuch  einer  Erweiterung  grundsätzlich 
vermieden,  weil  dadurch  das  Werk  in  seiner  Bedeutung  geändert 
worden  wäre.  So  wie  dasselbe  sich  hier  darstellt,  kann  es  als  ein 
getreues  Abbild  der  von  dem  Verfasser  wirklich  gehaltenen  Vorträge 
gelten,  und  dadurch  die  durch  seinen  vorzeitigen  Tod  in  dem  grossen 
Werke  seines  wissenschaftlichen  Lebens  geschaffene  Lücke,  welche 
unausfüllbar  ist,  hoffentlich  einigermassen  überdecken  helfen. 

Bei  der  Herstellung  des  druckfertigen  Manuscripts  und  des  In- 
haltsverzeichnisses, insbesondere  auch  bei  der  Controllirung  und  Er- 
gänzung der  Citate,  sowie  später  bei  der  Correktur  hat  mich  Herr 
Dr.  Eugen  Röber  in  dankenswerther  Weise  unterstützt. 

Berlin,  im  Üecember  1893. 

Max  Planck. 
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lumeneinheit und  zeitliche  Aenderung  dieses  Mittelwerthes  durch  Ein- 
tritt neuer  Moleftüle,  durch  Einwirkung  äusserer  Kräfte  und  durch  Zu- 
sammenstösse.  —  Grnndgleichung  der  Theorie.  —  Die  Mittelwerthe  der 
Geschwindigkeitscomponenten  ergeben  die  scheinbare  Bevyegung  des 
Gases.  —  Umformungen  der  Grundgleichung.  —  Specielle  Werthe  für 
die  Funktion  ^:  ersten  und  zweiten  Grades.  —  Allgemeine  Gleichungen - 
für  die  scheinbare  Bewegung  des  Gases.  —  Ueschwindigkeitsver- 
theilung  im  allgemeinen  Fall.  —  Verhältniss  der  specifischen  Wärmen 
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Bewegung.  —  Moleküle  rotationsförmig. 
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Reibun£[  und  Wärmeleitung  eines  Gases.  —  Die  Function  Q  wird 
quadratisch  oder  kubisch  angenommen,  und  die  Aenderung,  welche  ihr 
Mittelwerth  durch  die  Zusammenstösse  der  Moleküle  erleidet,  zuerst 
aus  der  Grundgleichung  berechnet^  sodann  durch  directe  Betrachtung 
der  Vorgänge  beim  Zusammenstoss  zweier  Moleküle.  —  Integration 
der  Gleichungen  für  die  relative  Bewegung  zweier  Moleküle  mittelst 
des  Satzes  der  Flächen  und  der  lebendigen  Kraft.  —  Die  Moleküle 
stossen  sich  mit  einer  Kraft  ab,  welche  umgekehrt  proportional  ist  der 
fünften  Potenz  ihrer  Entfernung.  —  Ablenkung  durch  einen  Stoss.  — 
Aenderung  des  Mittelwerthes  von  Q  durch  alle  Stösse. 
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Vergleichung  der  auf  zwei  verschiedenen  Wegen  erhaltenen  Resultate. 

—  Allgemeine  Differentialgleichungen  für  Reibung  und  Wärmeleitung.  — 
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Theorie  von  Clausius.  —  Moleküle  als  elastische  Kugeln.  —  Wahr- 
scheinlichkeit für  die  Zurücklegnng  eines  bestimmten  Weges.  — 
Mittlere  Weglänge.  —  Berechnung  der  von  einer  Schicht  ausgesandten 
Moleküle.  —  Bewegte  Gasmasse.  —  Anwendung  des  Mascwell^schen 
Gesetzes  der  Geschwindigkeitsvertheilung.  —  Berechnung  der  Mittel- 
werthe  deijenigen  Geschwindigkeitsfunctionen,  welche  in  den  allge- 
meinen Bewegungsgieichungen  auftreten,  unter  Benutzung  verschie- 
dener Annäherungen,  die  aber,  wie  sich  schliesslich  zeigt,  mit  einander 
in  Widerspruch  stehen. 
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flmleitong.  —  W&rme  als  Bewegung.  —  Annahme,  dass  die  Materie  stetig  den 
Raum  erfüllt.  —  Beine  Wärmelehre.  —  Temperatur.  —  Wärmemenge.  Speci- 
fische  Wärme.  —  Leitung  der  Wärme.  —  Richtung  und  Intensität  des  Wärme- 
Btroms.  —  LeitungsHlhigkeit ,  innere   and    äossere.  —  Gmndgleichnng  für  die 

Wärmeleitnng. 

§1. 

Es  ist  die  Aufgabe  der  Physik ,  gewisse  Klassen  von  Erschei- 
nungen, die  sogenannten  physikalischen  Erscheinungen,  zu  erforschen, 
übersichtlich  zu  ordnen  und  so  einfach  wie  möglich  darzustellen. 
Von  allen  physikalischen  Erscheinungen  sind  die  einfachsten,  d.  h. 
diejenigen,  die  dem  Yerstandniss  am  nächsten  liegen,  die  Bewegungs- 
Erscheinungen^  welche  den  Gegenstand  der  Mechanik  ausmachen.  Die 
wenigsten  Grundanschauungen  kommen  hier  vor,  nämlich  nur  die 
des  Raumes,  der  Zeit  und  der  Materie.  Manche  andere  Begriffe 
treten  freilich  neben  diesen  noch  auf,  wie  die  der  Geschwindigkeit, 
Beschleunigung,  Kraft,  Arbeit  und  andere.  Das  sind  aber  nicht 
Grundbegriffe,  sondern  sie  sind  aus  jenen  mit  mathematischer  Schärfe 
ableitbar.  Sie  sind  eingeführt,  weil  mit  ihrer  Hilfe  die  Gesetze  der 
Bewegungen  sich  leichter  aussprechen  lassen.  In  allen  anderen  Ge- 
bieten der  Physik  kommen  neue,  wesentlich  verschiedene  Begriffe 
hinzu,  so  z.  B.  in  der  Optik  die  der  Lichtstärke,  der  Farbe,  des 
Polarisationszustandes.  Ist  freilich  die  Hypothese,  die  der  Undulations- 
theorie  des  Lichtes  zu  Grunde  liegt,  richtig,  so  sind  diese  Begriffe 
auf  die  der  Mechanik  zurückzuführen;  es  besteht  dann  das  Licht  in 
Schwingungen,  deren  lebendige  Kraft  die  Lichtstärke,  deren  Dauer 
die  Farbe  und  deren  Richtung  den  Polarisationszustand  bedingt. 
Diese  Hypothese  ist  so  einfach  und  die  Folgerungeu,  die  mit  Strenge 
ans  ihr  gezogen  werden  können,  sind  in  so  guter,  wenn  auch  nicht 
vollständiger  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung,  dass  dieselbe 
sehr  geeignet  ist,  als  Ausgangspunkt  bei  der  Darstellung  der  optischen 
Erscheinungen   zu   dienen. 

Man  hat  die  Hypothese  aufgestellt^  dass  alle  physikalischen  Er- 
scheinungen, also  auch  die  durch  die  Wärme  bedingten,  die  in  diesen 
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Vorlesungen  uns  beschäftigen  sollen,  auf  Bewegungen  beruhen ,  dass 
die  ganze  Physik  also  auf  Mechanik  zurückzuführen  sei.     Wäre  das 
gelungen,  so  wäre  in  Bezug  auf  die  Einfachheit  der  Darstellung  das 
denkbar  Höchste  geleistet;  die  genannte  Zurückführung  ist  daher  ein 
Ziel,  das  im  vollsten  Masse  werth  ist,  erstrebt  zu  werden.    Die  Frage, 
ob  es  kein  eingebildetes  ist,  ob  wirklich  alle  physikalischen  Erschei- 
nungen auf  Bewegungen  beruhen,  ist  gleichbedeutend  mit  der  Frage, 
ob  die  kleinsten  Theilchen  der  Materie  keine  andere  Yeranderungen 
erleiden,  als  Ortsveränderungen.     Nach  dem  unmittelbaren  Zeugniss 
unserer  Sinne  müssen  wir  freilich  diese  Frage  entschieden  yerneinen; 
die  Äenderungen  des  Aggregatzustandes,  der  chemischen  Beschaffen- 
heit, der  Temperatur,  des  elektrischen  Zostandes  und  anderer  Eigen- 
schaften scheinen  uns  nicht  Bewegungen  zu  sein.    Aber  das  unmittel- 
bare Zeugniss  unserer  Sinne  ist  nicht  entscheidend.   Es  nehmen  diese, 
auch  wenn  sie  bewaffnet  sind  mit  allen  Hilfsmitteln,  die  die  Kunst 
geschaffen  hat,  nicht  Räume  wahr,  deren  Dimensionen  unterhalb  ge- 
wisser Grenzen  liegen,  und  erkennen  nicht,  was   in  einem   solchen 
Baume  vorgeht;  sie  fassen  nur  gewisse  Mittel  von   den  Ereignissen 
auf,  die  in  sehr  vielen  so  kleinen  Räumen  stattfinden,  und  erhalten 
denselben  Eindruck,  wie    wenn  die  Materie  stetig  den  Kaum  erfüllt 
und   die  Bewegung  stetig   im  Raum  sich   ändert;  nur  an   Flächen, 
nämlich  an  den  Grenzflächen  sich  berührender  Körper,  können  sie 
plötzliche  Äenderungen   der  Beschaffenheit  und   der  Bewegung  der 
Materie  erkennen.     Wenn  in  Räumen,  die  durch  ihre  Kleinheit  sich 
der  Wahrnehmung  entziehen,  Verschiedenheiten  in  Bezug  auf  diese 
bestehen,  wenn  etwa  die  kleinsten  Theile  der  Materie  durch  Zwischen- 
räume getrennt  sind,  so  können  wir  das   nicht  sehen,  und  Äende- 
rungen, die  in  diesen  Entfernungen  eintreten,  als  solche  nicht  er- 
kennen.   Es  ist  möglich,  dass  die  Äenderungen  der  Temperatur,  des 
Aggregatzustandes  u.  s.  f.  in  solchen  relativen  Bewegungen  bestehen. 
Das  ist  in  der  Thai  die  Ansicht,  die  man  zu  Grunde  legt,  wenn  man 
behauptet,  dass  die  sämmtlichen  physikalischen  Erscheinungen   auf 
Bewegung  beruhen. 

§2. 

Sie  könnten  erwarten,  dass  ich  damit  beginne,  die  genannte 
Hypothese  in  Bezug  auf  die  Wärmeerscheinungen  zu  piBcisiren,  dann 
Folgerungen  aus  ihr  ziehe  und  diese  Folgerungen  mit  den  beobach- 
teten Thatsachen  zusammenstelle.  Es  kann  gegenwärtig  ein  solcher 
Weg  aber  noch  nicht  eingeschlagen  werden,  da  die  Vorstellung,  die 
man  sich  bis  jetzt  von  der  Wärmebewegung  hat  bilden  können,  noch 
zu  unklar  ist  und  noch  nicht  in  genügender  Weise  der  Rechnung 
unterworfen  werden  kann.  Noch  am  meisten  ausgebildet  ist  diese 
Vorstellung  für  die  Gase.    Man  nimmt  an,  dass  hier  die  Moleküle 
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(die  in  dem  kleinsten  Räume,  dessen  Dimensionen  uns  noch  wahr- 
nehmbar sind,  in  ungeheurer  Zahl  vorhanden  sind)   bunt  durch  ein- 
ander schwirren,  etwa  wie  die  Mücken  in  einem  Mückenschwarm. 
In  gerader  Linie  soll  ein  jedes  dieser  Moleküle  fortgehen,  bis  es  mit 
einem  zweiten  zusammenstösst  und  von  diesem  in  eine  neue  Bahn 
geschleudert  wird.    Das  Wesen  dieser  Zusammenstösse  ist  noch  sehr 
dunkel;  je  nach  der  Beschaffenheit ^  die  man  den  Molekülen  beilegt; 
hat  man  diese  sich  anders  zu  denken.   Noch  weniger  weiss  man  von 
der  Bewegung  der  Moleküle  bei  festen  und  tropfbar  flüssigen  Körpern; 
nur  soviel  steht  fest,  dass  auch  hier  die  äusserste  Unregelmässigkeit 
herrscht,  so  dass   bei  Molekülen,   die  ganz  nahe  bei  einander  sich 
befinden  y    in   demselben   Augenblicke   alle   möglichen   Geschwindig- 
keiten und  Bewegungsrichtungen  vertreten  sind.    Erwägt  man^  dass 
gegenwärtig  die  Hilfsmittel  der  Mathematik  nicht  einmal  ausreichen, 
um  genau  die  Bewegung  dreier  Himmelskörper  anzugeben ,  die  nach 
dem  Newton'scheu  Gesetze  sich  anziehen  und  als  materielle  Punkte 
zu  betrachten  sind,  so  giebt  man  leicht  zu,  dass  die  Vorstellung  von 
der  Beschaffenheit  der  Körper,  auf  die  ich  eben  hingewiesen  habe, 
nicht    geeignet   ist,    als    Ausgangspunkt    für    strenge    Schlüsse    zu 
dienen  und  scharfe  Definitionen  der  Begriffe,  auf  die  die  Erschei- 
nungen geführt  haben,  zu  ermöglichen.    Um  zu  dem  Yerständniss 
dieser  Begriffe  zu  gelangen,  muss  man  von  Vorstellungen  ausgehen, 
die  unmittelbarer  sich  an  die  Erscheinungen   anschliessen    und  zu- 
gleich durch  Rechnung  leichter  verfolgt  werden  können.    Wir  wollen 
deshalb  zunächst  die   Annahme   festhalten,  die   auch   bei   der  Ent- 
wicklung der  Mechanik  zu  Grunde  gelegt  wird,  dass  die  Körper  nicht 
aus   discreten  Molekülen   bestehen,    sondern    die  Materie  stetig  den 
Raum,  den  die  Körper  einnehmen,  erfüllt  und  dass,  wenn  relative 
Bewegungen   ihrer   Theile    stattfinden,    diese   Bewegung    stetig    von 
Punkt  zu  Punkt' variirt.    So  lange  wir  das  thun,  müssen  wir  dann 
freilich  darauf  verzichten,  die  Begriffe  der  Wärmelehre  auf  die  der 
Mechanik  zurückzuführen;   wir   müssen    annehmen,    dass  die  Theile 
der  Materie  ausser  den  Ortsveränderungen  noch  andere  (qualitative) 
Aenderungen  erleiden  können  und  haben   die  Temperaturänderungen 
zu  diesen  zu  rechnen. 

Strenge  genommen  giebt  es  keine  physikalische  Erscheinung, 
bei  der  neben  Bewegungen  nicht  noch  andere  Aenderungen  der 
Materie  stattzufinden  scheinen  —  also,  wie  wir  von  dem  Standpunkte, 
auf  welchen  wir  uns  eben  gestellt  haben,  sagen  müssen:  stattfinden  — . 
Temperaturänderungen  fehlen  nie,  bei  jeder  Bewegung  nämlich  tritt 
Reibung  ein  und  Reibung  erregt  Wärme.  Aber  bei  vielen  Be- 
wegungserscheinungen sind  die  Aenderungen  der  Temperatur  und 
anderer  Eigenschaften  der  Materie  unmerklich;  diese  Erscheinungen 
sind  es  eben,  die  den  Gegenstand  der  Mechanik  oder,  wie  ich  lieber 
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sagen  möchte,  der  reinen  Mechanik  bilden.  Andererseits  gehen 
Temperaturänderungen  nie  ohne  Bewegung  Tor  sich;  ändert  doch 
jeder  Körper  sein  Volumen ,  wenn  seine  Temperatur  eine  andere 
wird;  und  bei  der  Aenderung  seines  Volumens  findet  eine  relatire 
Bewegung  y  also  eine  Bewegung  seiner  Theile  statt.  Bei  manchen 
Erscheinungen  sind  aber  die  Bewegungen,  welche  neben  Temperatur- 
änderungen vorhanden  sind,  der  Art,  dass  man  sie  ausser  Acht  lassen 
darf.  Solche  Erscheinungen,  die  Erscheinungen  nämlich,  bei  denen 
ausschliesslich  Temperaiuränderungen  in  Betracht  gezogen  zu  werden 
brauchen,  bilden  den  Gegenstand  des  Gebietes  der  Physik,  mit  dem 
wir  uns  hier  zuerst  beschäftigen  wollen  und  das  nicht  unpassend 
reine  Wärmelehre  genannt  werden  kann.  Später  werden  wir  uns 
dann  zur  mechanischen  Wärmelehre,  d.  h.  zu  den  Erscheinungen  wen- 
den, bei  denen  sowohl  Temperaturänderungen  als  Bewegungen  zu 
berücksichtigen  sind. 

§3. 

Der  Hauptbegriff,  mit  dem  wir  es  hier  zu  thun  haben,  ist  der 
der  Temperatur,  Jedermann  hat  aus  dem  gewöhnlichen  Leben  eine, 
wenn  auch  nicht  ganz  klare  Vorstellung  von  dem,  was  man  mit 
diesem  Namen  bezeichnet.  Man  spricht  von  gleichen,  von  grösseren 
(oder  höheren)  und  Jcleineren  (oder  niedrigeren)  Temperaturen.  Die 
Temperatur  ist  also  eine  Grösse  und  zwar  eine,  die  im  Allgemeinen 
von  einem  Punkte  eines  Körpers  zum  anderen,  und  in  demselben 
Punkte  mit  der  Zeit  sich  ändert.  Spricht  man  schlechtweg  von  der 
Temperatur  eines  Körpers  in  einem  gewissen  Augenblick,  so  setzt 
man  voraus,  dass  sie  in  allen  seinen  Punkten  dieselbe  ist.  Wir 
wollen  fürs  Erste  annehmen,  dass  die  Angabe  eines  gewöhnlichen 
Thermometers  die  Temperatur  seines  Quecksilbers  ist;  wir  werden 
sehr  bald  sehen,  wie  man  dann  mit  Hilfe  dieses  Thermometers  die 
Temperaturen  anderer  Körper  messen  kann. 

Die  ganze  Aufgabe,  die  man  in  der  reinen  Wärmelehre  zu  lösen 
hat,  ist,  anzugeben,  wie  unter  gegebenen  Vefhältnissen  die  Tempe- 
ratur in  einem  Körper  oder  in  einem  System  von  Körpern  von  Punkt 
zu  Punkt  und  von  einem  Augenblick  zum  andern  variirt.  Es  ist  das 
aber  direct  in  einfacher  Weise  nicht  zu  machen.  Um  viele  Fälle 
zusammenzufassen  und  einfache  allgemeine  Sätze  aufstellen  zu  können, 
ist  die  Einfahrung  zweier  Hilfsbegriffe  nöthig  gewesen:  der  Begriffe 
der  Wärmemenge  und  der  specifischen  Wärme.  Es  spielen  diese  hier 
eine  ähnliche  Rolle,  wie  gewisse  HiU'sbegriffe  in  der  Mechanik. 
Die  Aufgabe  der  Mechanik  ist  es,  die  Orte  anzugeben,  an  denen  die 
Körper  oder  Körpertheile,  die  man  betrachtet,  in  irgend  einem  Augen- 
blicke sich  befinden.  Um  das  in  übersichtlicher  Weise  zu  thun,  hat 
man  gewisse  Hilfsbegriffe  eingeführt,  von  denen  die  wichtigsten  sind : 
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die  der  Geschwindigkeit,  der  Beschleunigung;  der  Kraft  (präciser  der 
bewegenden  Kraft)  und  der  Masse.  Alle  diese  Begriffe  sind  nur  Hilfs- 
mittel,  die  es  möglich  machen ,  die  Ortsanderungen  der  Korper  in 
einfacher  Weise  anzugeben.  Von  ähnlichem  Nutzen  ist  in  der  Wärme- 
lehre die  Einführung  der  Begriffe  der  Wärmemenge  und  der  speci- 
fisehen  Wärme. 

Der  Ausspruch  ^^einem  Körper  ist  eine  Wärmemenge  zugeführt'' 
ist  in  der  reinen  Wärmelehre,  mit  der  wir  uns  jetzt  beschäftigen, 
gleichbedeutend  mit  dem  Ausspruch  „die  Temperatur  desselben  ist 
gestiegen*'  und  ^,einem  Körper  ist  eine  Wärmemenge  entzogen"  heisst 
ebensoviel  wie  ,,seine  Temperatur  ist  gesunken.'^  Statt  zu  sagen: 
y,einem  Körper  ist  eine  Wärmemenge  entzogen^',  werden  wir  auch 
4en  Ausdruck  gebrauchen:  ;,ihm  ist  eine  negative  Wärmemenge  zu- 
geführt.'' Es  bezeichne  d'  die  Temperatur  eines  Körpers,  dd"  einen 
unendlich  kleinen  Zuwachs  derselben,  dQ  die  entsprechende  zu- 
gefQhrte  Wärmemenge,  m  die  Masse,  c  eine  von  der  Natur  des 
Körpers  abhängige  positive  Grösse,  die  man  seine  specifische  Wärme 
nennt;  dann  besteht  die  Gleichung 

dQ  =  med». 
Aus  dieser  Gleichung  kann  (m  als  bekannt  vorausgesetzt)  d&  be- 
rechnet werden,  wenn  dQ  und  c  angegeben  sind.  Auf  die  Be- 
stimmung von  dd^  kommt  es,  wie  gesagt,  immer  an;  man  macht 
einen  Umweg,  indem  man,  statt  diese  eine  Grösse  direct  anzugeben, 
die  zwei  Grössen  dQ  und  c  angiebt,  aus  denen  jene  erst  zu  berechnen 
ist.  Dieser  Umweg  ist  ganz  ähnlich  einem,  den  man  in  der  Mechanik 
macht,  und  ist  durch  dieselben  Rücksichten  geboten.  Bei  der  Be- 
wegung eines  materiellen  Punktes  kommt  es  darauf  an,  seine  Orts- 
änderungen zu  bestimmen;  diese  können  ermittelt  werden,  wenn  für 
einen  Augenblick  der  Ort  und  die  Geschwindigkeit  und  für  alle 
Werthe  der  Zeit  die  Beschleunigung  bekannt  ist.  Statt  nun  diese 
Beschleunigung  selbst  anzugeben,  giebt  man  zwei  Grössen  an,  deren 
Verhältniss  sie  ist:  die  Kraft,  die  auf  den  Punkt  wirkt,  und  seine 
Masse.  Die  Masse  ist  ein  Hilfsbegriff,  der  nützlich  ist,  weil,  wie  die 
Erfahrung  gelehrt  hat,  für  die  Kräfte  sich  einfachere  Sätze  aufstellen 
lassen,  als  für  die  Beschleunigungen.  Ebenso  ist  die  specifische 
Wärme  ein  Hilfsbegriff,  der  nützlich  ist,  weil  für  die  zugeführten 
Wärmemengen  einfachere  Gesetze  gelten,  als  für  die  Temperatur- 
änderungen. In  der  Mechanik  hat  man  den  wichtigen  Satz  aus- 
sprechen können,  dass  die  Kräfte,  die  auf  einen  materiellen  Punkt 
wirken,  stets  von  anderen  materiellen  Paukten  herrühren,  und  dass 
die  Kräfte,  die  zwei  materielle  Punkte  auf  einander  ausüben,  immer 
gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Für  die  Wärmelehre  gilt  der  ent- 
sprechende Satz,  dass  die  Wärmemenge,  die  einem  Körper  zugeführt 
wird,  stets  von  anderen  Körpern  herkommt,  und  dass,  wenn  zwischen 
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zwei  Körpern  ein  Uebergang  Ton  Warme  stattfindet,  dem  einen  soviel 
zugeführt  als  dem  anderen  entzogen  wird.  Hier  tritt  aber  noch  der 
wichtige  Umstand  hinzu,  der  in  der  Mechanik  nicht  sein  Analogon  hat 
und  der  gerade  den  Angelpunkt  der  ganzen  Wärmelehre  bildet,  dass 
eine  positive  Wärmemenge  immer  von  einem  wärmeren  zu  einem 
kälteren  Körper  übergeht,  nie  von  einem  kälteren  zu  einem  wärmeren 
und  auch  nicht  von  einem  Körper  zu  einem  anderen  von  gleicher 
Temperatur. 

§4. 

Denken  wir  uns  zwei  Körper,  die  nur  mit  einander,  aber  nicht 
mit  anderen  Wärme  austauschen  können.  Haben  sie  verschiedene 
Temperaturen,  so  geht  Wärme  von  dem  wärmeren  zum  kälteren  über. 
Dieser  wird  wärmer,  jener  wird  kälter;  die  Temperatur  eines  Jeden 
von  ihnen  ändert  sich  also  mit  der  Zeit.  Nehmen  wir  bei  einem  von 
ihnen  wahr,  dass  seine  Temperatur  mit  der  Zeit  sich  nicht  ändert,  so 
können  wir  daraus  scbliessen,  dass  die  Temperaturen  beider  gieich 
sind.  Hierauf  beruht  jede  Messung  der  Temperatur  eines  Körpers 
mit  Hilfe  des  Thermometers.  Das  Quecksilber  dieses  ist  der  Körper, 
bei  dem  wir  das  Gleichbleiben  der  Temperatur  daran  erkennen,  dass 
der  Stand  derselbe  bleibt.  Die  Unsicherheit  der  Temperaturmessungen 
hat  zum  grössten  Theile  darin  ihren  Grund,  dass  die  Voraussetzung 
nicht  strenge  zu  erfüllen  ist,  dass  der  fragliche  Körper  und  das  Ther- 
mometer cUlein  mit  einander  Wärme  austauschen  können. 

Haben  'die  beiden  Körper  nicht  gleiche  Temperatur,  sondern  der 
eine  die  Temperatur  d|,  der  andere  die  Temperatur  d,,  so  müssen 
diese  mit  der  Zeit  sich  ändern,  die  eine  wachsen,  die  andere  ab- 
nehmen. Nach  einiger  Zeit  möge  aus  d'^  d'^-^-dd'^,  aus  d,  ^^-f-^^i 
geworden  sein,  wo  von  den  Grössen  d^^,  d^^  ^^^  ^^^^  positiv,  die 
andere  negativ  sein  muss  und  beide  unendlich  klein  sein  mögen. 
Dieselbe  Wärmemenge  ist  dem  einen  Körper  zugeführt,  dem  anderen 
entzogen.  Sind  m^ ,  m,  ihre  Massen,  c^ ,  c^  ihre  specifischen  Wärmen, 
so  ist  daher 

m^c^d^^  +  m^C2d^2  ™*  ^* 
Sind  d^y  und  dO*,  gemessen  und  m,   und  m,  bekannt,  so   ist  aus 
dieser  Gleichung  Cy  :  c^  zu  berechnen. 

Hierauf  beruhen  die  Methoden  zur  Bestimmung  der  specifischen 
Wärmen.  Die  Hauptschwierigkeit  bei  diesen  liegt  auch  darin,  An- 
ordnungen zu  treffen,  in  Folge  deren  nicht  dritte  Körper  merkliche 
Wärmemengen  abgeben  oder  aufnehmen. 

Die  Kräfte,  mit  denen  die  Körper  auf  einander  wirken,  zerfallen 
in  zwei  Klassen:  in  solche,  die  in  die  Entfernung  wirken,  wie  z.  B. 
die  von  der  Gravitation  herrührenden,  und  in  die  Drucke,  die  sich 
berührende  Körper  auf  einander  ausüben.    Dem  entspricht  es,  dass 
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auch  der  Uebergang  der  Wärme  von  einem  heisseren  zu  einem  käl- 
teren Körper  auf  doppelte  Weise  geschehen  kann:  durch  Strahlung, 
wenn  die  Körper  Yon  einander  entfernt  sind,  durch  Leitung^  wenn 
sie  sich  berühren.  Strahlung  findet  aber  nur  in  gewissen  Korpern 
statte  in  solchen  y  die  man  diaiherman  nennt.  Wir  wollen  hier  die 
Wärmebewegung  in  Körpern  betrachten,  die  nicht  diatherman  sind, 
in  denen  also  nur  Leitung  der  Wärme  stattfindet.  Man  nennt  sie 
athermane  Körper. 

§6. 

Es  seien  xyz  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes  in 
einem  athermanen  Körper,  d^  die  Temperatur  in  diesem  Punkte  zur 
Zeit  i\  wir  wollen  untersuchen,  wie  d  mit  x^y^z  und  /  in  Folge 
der  Wärmeleitung  sich  ändert. 

Wir  denken  uns  im  Innern  des  Körpers  eine  geschlossene  Fläche, 
die  einen  Theil  desselben  vollständig  begrenzt.  Diesem  Theile  giebt 
der  andere  in  dem  Zeitmoment  di  eine  gewisse,  positive  oder  negative 
Wärmemenge  ab,  die,  wie  wir  sagen  können ,  durch  die  gedachte 
Fläche  von  aussen  nach  innen  MndurchfliessL  Jedes  Element  der 
Fläche-,  ds^  trägt  einen  Theil  zu  dieser  bei;  es  fiiesst  durch  ds  in 
dt  von  Aussen  nach  Innen  eine  gewisse  Wärmemenge.  Wir  be- 
zeichnen durch  n  die  nach  Innen  gerichtete  Normale  von  ds  und 
setzen  die  zuletzt  genannte  Wärmemenge  gleich 

dt     ds     Qn. 
Die  ganze  Wärmemenge,  die  der  abgegrenzte  Theil  in  dt  gewinnt, 
ist  dann 

dt  iq^ds. 

Die  Grösse  g«  hängt  dann  ab  von  dem  Orte  von  d$^  also  seinen 
Coordinaten  und  von  der  Richtung  von  n,  nämlich  von  der  Richtung 
von  ds  und  der  Seite,  nach  der  n  gekehrt  ist. 

Wir  wollen  untersuchen,  wie  q^  an  demselben  Orte  mit  der 
Richtung  von  n  sich  ändert,  und  beweisen  zunächst,  dass  q^  den  ent- 
gegengesetzten Werth  annimmt,  wenn  n  die  entgegengesetzte  Richtung 
erhält.  Wir  denken  uns  ein  unendlich  kleines  rechtwinkliges  Parallele- 
pipedon,  dessen  Tanten  die  Längen  a  b  c  und  beliebige  Richtungen 

haben.  Das  Integral  jqnds^  bezogen  auf  die  Oberfläche  desselben, 
schreiben  wir 

^c{qa  +  qa)  +  ca{qi,  +  qt)  +  ab{qc  +  qc). 
Es  muss  dieses,  falls  die  Temperatur  des  Parallelepipedons  sich  nicht 
unendlich  schnell  ändert,  von  der  Ordnung  von  abc^  also 

gg  +  gg     ,    g6  +  ^b      ,     %  +  g/ 
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nicht  unendlich  gross  sein.  Nehmen  wir  a  als  unendlich  klein  gegen 
b  und  c  an,  so  würde,  wenn  qa  +  ^«  nicht  gleich  Null  wäre,  das 
erste  Glied  dieser  Summe  ihre  Grossenordnung  bestimmen  und  es 
würde  die  Summe  unendlich  gross  sein.     Daraus  folgt 

ga  +  ga  -  0. 

Die  beiden  Flächenelemente,  auf  die  qa  und  qa  sich  beziehen,  sind 
unendlich  nahe,  d.  h.  an  demselben  Ort,  ihre  Normalen  sind  aber 
entgegengesetzt  gerichtet;  die  Gleichung  Qa  +  ^a'  =  ^  spricht  also 
den  behaupteten  Satz  aus. 

Um  nun  vollständig  zu  finden,  wie  q^  mit  der  Richtung  von  n 
sich  Sudert,  denken  wir  uds  unendlich  nahe  an  einem  Flächen- 
element, auf  der  Seite,   nach   der   n   gerichtet  ist,  einen  Punkt   P 

und  legen  durch  diesen  drei  Ebenen  parallel  den 
Coordinatenebenen.    So  erhalten  wir   ein  Tetraeder. 

Für   die   Oberfläche    dieses   bilden    wir   jqn^s.     Es 

sei  /  die  Seitenfläche  des  Tetraeders,  die  einen  Theil 
der  ursprünglich  gedachten  Ebene  ausmacht;  der  auf 
sie  bezügliche  Theil  des  Integrals  ist 

Wir  bilden  nun  den  Theil  des  Int^prals,  der  sich  auf  die  zur  x  Achse 
senkrechte  Seitenfläche  bezieht.  Dabei  unterscheiden  wir  die  zwei 
bulle:  dass  die  äussere  Normale  dieser  Fläche  parallel  der  positiren 
JT  Achse  oder  ihr  entgegengesetzt  ist,  d.  h.  dass 

cos  (i«.r) 

positir  oder  negativ  ist    Im  ersten  Falle  ist  die  Grosse  der  Fläche 

f  cos  \^n A^ ,     im  zweiten    —  / cos  (n x) 

und  das  betreffende  q  ist  im  ersten 

q,,    im  zweiten    +  ^,, 

wenn  y«  «-■  y«  ("ür  den  Fall  ^setzt  wird,  dass  n  parallel  der  x  Achse 
i$t.     lu  Knden  Fällen  i$t  also  der  genannte  Theil  des  Integrals 

—  /y*  CVX5  y^nx"^. 
tWi  ähulicher  IWdeutuu^  der  neu  eiuvreluhrten  Grössen  ist  daher 

j  iis  ^^  ^  r\,\    -  y,  c\>*  ^•«x'^  —  y^  cos  »ny'  —  f,  cos  imzY. 

Said  die  liu<vin*tt  Dimeu:>ionou  de$  Tetrae^iers  Toa  der  efsten  Ordnung 
uiu'Uvüwh  kU\tu  J5*.»  i:>t  /  tvHi  der  zweiten,  d^s  Integral  aber  Ton  der 
virittcu  uuoiur.uh  kWui;  ^  mu^:»  ;iI<o  der  Faktor  tod  /  aaendlich 
kUnu  *t"lu»  iL  h» 

y^  —  y,  c\vj  ^«»i.t^  -i-  y,  ci»    •»>'  -^  y,  co«   mz  , 

\\  \t  Ivivwhu^'u  viurv'h  i  tMue  ^\.vs;UTe  OrCxs»  usi  z:z:a:leick 
lUU^.  villi*  *o  g^w^.11  ^ud.  das» 
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q:g  =  I  cos  (ix),     Qy  =  i  cos  (it/),     q,  «=  i  cos  {iz); 

dann  wird  diese  Gleichung 

qn  =  I  cos  (in), 

Äendert  sich  die  Richtung  n,  so  ist  also  q^  mit  cos  (in)  pro- 
portional. Man  nennt  die  Grösse  f  die  Iniensüat,  die  Richtung  i  die 
Richtung  des  Wärmestroms  im  Punkte  (xy-?);  g»,  ö'y,  q,  heissen  die 
Camponenten  des  Wärmestroms. 

§6. 

Nun  ist  noch  anzugeben ,  wie  q^,  q^,  q,  oder  Grosse  und  Rich- 
tung f  von  X,  t/y  z  abhängen.    Erfahrungsmässig  kann  man  setzen 


*?'  =  ""  dx 

_i_ ..    3*  _L  ^    a» 

9y  =  «21  ga; 

-1-   «22   gy     +   «23    ga 

-  *•  ""  ''»•  dx 

+   «32    gy     -1-    «33    g. 

wo  die  neun  Grossen  a  nur  Yon  der  Beschaffenheit  (einschliesslich 
Temperatur)  des  Körpers  im  Punkte  (xyz)  abhängen;  sie  heissen  die 
Coefficienten  der  JfVärmeleitung. 

In  einem  wichtigen  Falle:  dem  Falle ,  dass  der  Körper  isotrop 
ist  (sich  nicht  verschieden  in  verschiedenen  Richtungen  verhält,  wie 
die  Krystalle  es  thun),  sind  an  Stelle  dieser  Gleichungen  die  ein- 
facheren zu  setzen 

-  ^'  =  ^  a¥ 

•   ^q.=k^^ 

Sie  sprechen  aus,  dass  die  Richtung  des  Wärmestroms  immer  senk- 
recht zu  den  Flächen  #  =  con8t.,  d.h.  zu  den  isothermen  Flächen 
ist.  Die  Grösse  k  nennt  man  die  Wärmeleitvngsfähiglceit  des 
Körpers.*) 

Die  gemachten  Angaben  machen  es  möglich,  eine  partielle  Diffe- 
rentialgleichung aufzustellen,  der  d  genügen  muss.     Wir  haben 

j  qnäs  =  j  qx  cos  (nx)  ds  -\-  1  q^  cos  (ny)  ds  -{-  J  q,  cos  (nz)  ds. 

Es  sei  dt  ein  Element  des  von  der  Fläche  s  begrenzten  Volumens; 
dann  ist,  falls  V  irgend  eine  stetige  Function  von  x,  y^  z  ist, 


*)  Nach  dem  S.  6  ausgesprochenen  Satze  ist  h  positiv.    D.  H. 
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Ar  dt  =  —JV  C08  (nx)  ds 
/|?  dt  =  —  jF  cos  (ny)  rf* 

r|r  ^y  „  ^jy  cos  (nz)  rf5. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Beschaffenlieit  des  Körpers,  wenn  er  nicht 
homogen  ist,  sich  stetig  ändert;  dann  sind  auch  g.,  q^f  q»  als  stetig 
anzunehmen  und  unsere  Gleichung  wird 

/».— -/(Ä-+Y;+t)- 

Da  der  Raum,  dessen  Element  ^r  ist,  beliebig  gewählt  werden  kann, 
so  ist  hiemach  die  einem  Element  dt  in  der  Zeit  äi  zugeföhrte 
Wärmemenge  gleich 

\cx    *    dy     *     OB  / 
Ist  fi  die  Dichtigkeit,  c  die  specifische  Wärme  im  Element  dt,  so 
ist  diese  Wärmemenge  aber  auch  gleich 

dtdic^j^. 
Daraus  folgt 

ex  "T*  dy  +  a*  "       ^^  et' 
Für  einen  isotropen  Körper  wird  diese  Gleichung: 


(41)  ^ » ('if)  ^  K'?i) 


dx  *  cy  csi  vi 

§7. 

In  einem  Korper,  in  dem  die  Beschaffenheit  der  Materie  sich 
nicht  sprungweise  ändert,  sind,  wie  schon  bemerkt,  9»,  q,,  q»  stetig 
und  auch  d'  ist  stetig.  Sehen  wir  nun  zu,  wie  es  sich  mit  der  Stetig- 
keit dieser  Grossen  an  der  Grenzfläche  zweier  verschiedener  Korper 
Terhält.  ^  erleidet  auch  hier  keinen  Sprung,  aber  ^«,  9,,  qt  erfahren 
im  Allgemeinen  SprQnge.  Wiederum  stetig  ist  aber  9«,  wenn  das 
Element  Js,  worauf  q^  sich  bezieht,  ein  Element  der  Grenzfläche 
beider  Korper  ist.  Die  Nothwendigkeit  hierTon  sieht  man  durch  eine 
Betrachtung  ein,  wie  wir  sie  schon  angestellt  haben.  Wir  denken 
uns  ein  unendlich  kleines  rechtwinkliges  Parallelepipedon,  dessen 
Kanten  die  Längen  a,  d,  c  haben  und  von  dem  ein  Theil  in  dem 
einen  Körper,  der  andere  in  dem  anderen  liegt;  die  Kanten  von  der 
Länge  a  sollen  senkrecht  auf  der  Grenzfläche  stehen.  Die  Wärme* 
menge,  welche  diesem  in  der  Zeiteinheit  zugef&hrt  wird,  ist  bei  der 
schon  gebrauchten  Bezeichnung 
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^c{qa  +  Qa)  +  ca{qt  +  qö)  +  ah{q^  +  q^). 
Diese  muss  von  der  Orduang  abc  sein.    Nimmt  man  a  als  unendlich 
klein   gegen  h  und  c  an,  so  folgt  hieraus  genau  wie  in  dem  vorher 
betracliteten  Falle, 

^a  +  ö'a  =  0, 

wodurch  gerade  die  ausgesprochene  Behauptung  bewiesen  ist. 

Bei  Versuchen  über  Wärmeerscheinungen  hat  man  es  oft  mit 
einem  festen  Korper  zu  thun,  der  sich  in  einer  lebhaft  bewegten 
Flüssigkeit  befindet.     Die  Vorgänge,  die  dabei  stattfinden,  mit  Ge- 
nauigkeit zu  verfolgen,  ist  unmöglich,  man  kann  die  Bewegung  der 
etwa    durch    eine    Rührvorrichtung    durch    einander    geschleuderten 
Theilchen,   die  Temperaturänderungen ,  die  sie  dabei  erfahren,  und 
die   Wärmemengen,  die  sie  einander  abgeben,  nicht  berechnen;  um 
eine  Theorie,  die  näherungs weise  richtig  ist,  zu  erhalten,  hat  man 
für  solche  Fälle  eine  eigene  Hypothese  eingeführt:  man  erlaubt  sich, 
die    Temperatur   in    einer   lebhaft    bewegten   Flüssigkeit   als    überall 
gleich  anzusehen.    Sie  sei  0*0.    Für  die  Oberfläche  eines  festen  Korpers, 
der  in  der  Flüssigkeit  sich  befindet,  darf  man  dann  aber  nicht  &^=%'q 
annehmen;  man  benutzt  als  hier  zu  erfüllende  Bedingung  die,  dass 
durch  ein  Element  der  Oberfläche  ds  in  der  Zeit  di  aus  dem  festen 
Korper  in  die  Flüssigkeit  eine  Wärmemenge  strömt,  die  gleich 

dt  ds  h  ißt  —  %'q) 

ist,  so  dass,   wenn  n  die  nach  dem  Innern  des  festen  Körpers  ge- 
richtete Normale  von  ds  ist, 

qn  =  —  Ä  (-ö- — -^o)- 
Die  Grösse  h  nennt  man  die  äussere  Leiiungsfähigkeii  des  Körpers. 
Sie  hängt  von  der  Natur  und  in  gewissem  Grade  sicher  auch  von 
der  Bewegung  der  Flüssigkeit  ab.  Wäre  Ä  =»  oo,  so  wäre  die  Grenz- 
bedingung #  a»  '9*0.  Auch  für  einen  festen  Körper,  der  in  der  Luft 
sich  abkühlt  oder  sich  erwärmt,  ohne  dass  diese  durch  eine  besondere 
Vorrichtung  in  Bewegung  erhalten  wird,  betrachtet  man  das  eben 
Ausgesprochene  als  gültig.  Hier  ist  die  hauptsächlichste  Ursache 
der  Abkühlung  oder  Erwärmung  die  Strahlung;  die  Temperatur  ^g 
in  der  aufgestellten  Gleichung  ist  die  Temperatur  der  Umgehung. 

Die  Art,  wie  der  BegrifiT  der  äusseren  Leitungsfähigkeit  ein- 
geführt ist,  enthält  viel  Willkührliches  und  Ungerechtfertigtes.  Man 
kann  daher  auch  nie  darauf  rechnen,  einigermassen  zuverlässige 
Werthe  für  die  äussere  Leitungsfahigkeit  zu  finden;  und  viel- 
leicht der  Hauptgrund  dafür,  dass  die  Messungen  von  Wärme- 
erscheinungen nur  eine  geringe  Genauigkeit  gewähren,  liegt  darin, 
dass  man  es  nicht  vermeiden  kann,  von  diesem  Begriffe  Gebrauch 
zu  machen. 


Zweite  Vorlesung. 

Maaseeinheiten.  —  WärmeleitaDg  in  homogenen  isotropen  Körpern.  —  Die  iso- 
thermen Flächen  seien  Ebenen.  —  Stationärer  Zustand.  —  Methode  von  P^lei. 
•—  Nichtstationärer  Zustand.  —  Particuläre  Lösungen  der  DifferentialgleichuDg. 
—  An  der  von  einer  Ebene  gebildeten  Oberfläche  des  Körpers  wechselt  die 
Temperatur  periodisch  in  gegebener  Weise.  ~  Anwendung  auf  die  Erde.  — 
Tägliche  und  jährliche  Periode.  —  An  der  Oberfläche  wird  die  Temperatur 
constant  gleich  Null  gehalten,  während  sie  Anfangs  im  ganzen  Körper  einen 
anderen  gleichm aasigen  Werth  hatte.  —  Verallgemeinerung  auf  eine  beliebige 
Anfangsvertheilung  der  Temperatur.  —  Entsprechender  Fall,  dass  die  Anfangs- 
temperatur Null  und  die  Grenztemperatur  beliebig  gegeben  ist. 

§  1.    • 

Bevor  wir  die  allgemeinen  Gleichungen,  die  wir  aufgestellt  haben, 
auf  specielle  Fälle  anwenden,  wollen  wir  einen  Augenblick  bei  der 
Betrachtung  der  Einheilen  verweilen,  die  wir  notbig  haben,  um  die 
vorkommenden  Grossen  auszudrucken. 

In  der  Mechanik  gebraucht  man  drei  Grundeinheiten,  die  beliebig 
gewählt  werden  können:  die  der  Zeit,  der  Länge  und  der  Masse. 
Der  Regel  nach  wollen  wir  für  diese  1  sec,  1  mm  und  1  mgr  an- 
nehmen. Aus  der  Einheit  der  Länge  ergiebt  sich  die  der  Fläche  und 
des  Volumens;  ist  1  mm  s=  1,  so  ist  1  qmm  «»  1  und  1  cub  mm  =»  L 
Aus  den  Einheiten  des  Volumens  und  der  Masse  bestimmt  sich  die 
der  Dichtigkeit ;  bei  jenen  Festsetzungen  ist  die  Dichtigkeit  des  Wassers 
bei  4®C«=  1.  Hier  bei  der  Wärmelehre  sind  noch  zwei  weitere  Grund- 
einheiten nothig:  Einheiten  für  zwei  der  drei  Grossen:  Temperatur- 
änderung, Wärmemenge,  specifische  Wärme.  Die  Einheit  für  die  dritte 
von  diesen  drei  Grössen  ist  dann  bestimmt  durch  die  Gleichung 

dO  =  mcd^. 

Wir  haben  schon  festgesetzt,  dass  die  Temperatur  nach  einem  Queck- 
silberthermometer gemessen  werden  soll.  Es  sei  dies  ein  Celsius'sches. 
Als  Einheit  der  Temperaturänderung  nehmen  wir  also  1^  G  an;  als 
Einheit  der  specifischen  Wärme  die  des  Wassers  bei  4P  G;  die  Ein- 
heit der  Wärmemenge  ist  dann  sehr  nahe  derjenigen  gleich,  die 
1  mgr  Wasser  von  4°  auf  5"  C  erwärmt,  nämlich  in  so  weit,  als  die 
specifische  Wärme  des  Wassers  zwischen  4®  und  5®  C  als  constant 
betrachtet  werden  kann. 


WärmeleituDg  in  homogenen  isotropen  KOrpem.  13 

Wir  betrachten  nun  zunächst  näher  isotrope  Körper.    Wir  haben 
es  zu  thnn  mit  der  partiellen  Differentialgleichung  (S.  10) 

a«     "^     ay     ■•      a«     ^^^  dt  * 

Wir  nehmen  den  Korper  als  homogen,  abgesehen  von  den  Temperatur- 
yerschiedenheiten,  an;  dann  ist  k  eine  Function  von  ^  oder  eine 
Constante.  Wir  nehmen  weiter  an,  dass  d'  von  x  und  y  unabhängig 
ist.     Dann  wird  die  Gleichung 

--Tz '^dt' 

Dm  den  zuerst  zu  betrachtenden  Fall  noch  mehr  zu  vereinfachen, 
setzen  wir  endlich  voraus,  dass  der  Zustand  ein  stationärer  ist;  dann 
erhalten  wir 

ds       " 
Es  sei  k  eine  bekannte  Function  von  ^;  man  setze 

kdd^ 


^-ß 


bei  willkührlich  gewählter  unterer  Grenze.     Dann  ist 

dK       -,  dK -,  39" 

dW  ^  '^'         'dz   ~'^  öz  ' 

=  0 


also 


also 

wo  A  und  B  Constante  bedeuten. 

Ist  k  als  eine  Constante  zu  betrachten  (und  bei  kleinen  Tempe- 
raturunterschieden wird  das  immer  erlaubt  sein),  so  haben  wir 

dz*     ^' 

also 

d'  r^  az  -}-  b. 

Die  Wärmemenge,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Flächeneinheit 
strömt,  ist,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  gleich 

dz  Zt  —  Zf  ' 

m 

WO  ^i  und  #2  ^^^  Wertbe  von  d"  für  z  =  Zj  und  z  c=  ^^  sind. 

Hierauf  beruht  eine  Methode  zur  Messuug  von  Ar,  die  von  Peclet*) 
angewandt  ist.     Das  Prinzip  der  dabei  benutzten  Anordnung  lässt 

*)  Pogg,  Ann.  66,  p.  167,  1842. 
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sich  foIgenderinaa5«en  beschreiben.  Ein  Geßss  ist  durch  eine  Platte 
Yon  der  zu  untersuchenden  Substanz  in  zwei  Abtheilungen  getheüt,  die 
mit  Wasser  yon  verschiedener  Temperatur  gefüllt  sind.  Die  beiden 
Wassermassen  werden  in  lebhafter  Bewegung  erhalten;  durch  bew^e 
StQcke  yon  Haartuch  wird  namentlich  dafQr  gesorgt,  dass  nicht 
Wassertheilchen  an  den  Grundflächen  der  Platte  haften.  So  glaubte 
Peclet  zu  bewirken,  dass  die  äussere  Leitungsfahigkeit  der  Platte 
unendlich  wäre,  also  ihre  Grundflächen  die  Temperaturen  der  Wasser- 
massen hätten,  die  durch  Thermometer  gemessen  wurden.  Diese 
Temperaturen  seien  ^'^  und  d'^  und  z^  —  jTj  «ei  die  Dicke  der  Platte. 
Ist  f  die  Fläche  der  Platte,  so  ist  dann 


A 


d,  ~d. 


die  Wärmemenge,  die  in  der  Zeiteinheit  durch  die  Platte  Ton  der 
einen  Wassermasse  zur  anderen  überströmt.  Diese  Wärmemenge  be- 
rechnete Peclet  andrerseits  aus  der  langsamen  Temperaturänderung 
der  einen  Wassermasse  und  ihrem  Gewicht;  so  erhielt  er  eine  Glei- 
chung zur  Bestimmung  von  Ar.  Er  fand  so  aber  Werthe,  die  noch 
nicht  den  dritten  Theil  der  Werthe  ausmachen,  die  später  andere 
genauere  Methoden  ergeben  haben.  Der  Grund  davon  war  der,  dass 
die  Temperaturen  der  Grundflächen  der  Platten  auch  nicht  näherungs- 
weise mit  den  mittleren  Temperaturen  der  beiden  Wassermassen  über- 
einstimmten. Dieses  Beispiel  zeigt  besonders  auffallend  die  Cnzu- 
lässigkeit  einer  Annahme,  die  nicht  selten  bei  Wärmeversuchen 
gemacht  ist  und  die  zu  machen  allerdings  sehr  nahe  liegt. 

§2. 

Wir  wollen  jetzt  die  Voraussetzung  fallen  lassen,  dass  der  Zu- 
stand ein  stationärer  ist,  aber  Ar,  ebenso  wie  c  und  ii  als  constant, 
und  ^  als  unabhängig  von  x  und  y  zu  betrachten  fortfahren.  Die 
Differentialgleichung  für  d  ist  dann 

wo  a*  «=  -—  Bo  const.    ist.     Mit   dieser   Gleichung   werden    wir   uns 

längere  Zeit  zu  beschäftigen  haben;  die  wichtigsten  Folgerungen,  die 
wir  aus  ihr  ziehen  werden,  sind  zuerst  von  Fourier  in  seiner  Theorie 
analytique  de  la  chaleur  ausgesprochen;  zum  grossten  Theile  finden 
sie  sich  auch  entwickelt  in  den  von  Hattendorf  herausgegebenen  Vor- 
lesungen Riemann's  über  partielle  Differentialgleichungen. 

Wir  suchen  particuläre  Losungen.     Eine  solche  haben  wir  in 

wenn  a  ■»  n^/S^  ist. 
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Demgemäss  können  wir  setzen 

Der  Ausdruck  von  ^  ist  dann  complex;  man  erhält  eine  reelle  Losung 
der  Differentialgleichung^  wenn  man  seinen  reellen  Theil  gleich  d' 
setzt.     Dadurch  wird 


-'-^^'■^'-fi-h/^- 


In  jedem  Punkte   ist  hiernach  d^  eine  periodische  Function  von  t. 
Die  Dauer  der  Periode  ist  T.    Es  ist 

für    z  =  0  ^  =  cos  -^  , 

z  =  oo        -^  =  0. 

Sind  in  diesen  Ebenen  diese  Bedingungen  hinreichend  lange  erfüllt, 
so  wird  dazwischen  ^  jener  Gleichung  gemäss  sich  ändern. 

Es  lässt  sich  hiervon  eine  Anwendung  auf  die  Erde  machen. 
In  den  oberen  Erdschichten  wechselt  die  Temperatur  ähnlich  wie  in 
der  Atmosphäre.  Strenge  genommen  sind  diese  Temperaturänderungen 
äusserst  verwickelt;  in  roher  Annäherung  wird  man  aber  sagen  dürfen, 
dass  die  Temperatur  in  einem  Punkte  der  Erdoberfläche  eine  tägliche 
und  eine  jährliche  Periode  hat  und  in  jeder  dieser  Perioden  nach 
dem  Sinusgesetz  (oder^  was  dasselbe  ist,  nach  dem  Cosinusgesetz) 
sich  ändert.  In  grosser  Tiefe  ist  die  Temperatur  constant.  In  jeder 
Tiefe  z  finden  nach  unserer  Formel  dann  dieselben  Perioden  statt, 
aber  die  Amplituden  der  Schwankungen  und  die  Zeiten  der  Maxima 
und  Minima  sind  von  der  Tiefe  z  abhängig.  Nach  der  Formel  ver- 
hält sich  die  Amplitude  in  der  Tiefe  z  zu  der  an  der  Oberfläche  wie 

^    a  r  r  ••  2a  1, 
und  die  Verspätung  des  Eintritts  eines  Maximums  oder  Minimums  ist 


so  dass,  wie  man  sagen  kann,  jedes  Maximum  oder  Minimum  sich 
mit  der  Geschwindigkeit 

in  die  Tiefe  fortpflanzt.  Diese  Geschwindigkeit  der  Wärmewellen 
und  das  Amplitudenverhältniss  für  eine  gewisse  Tiefe  sind  wesent- 
lich von  der  Dauer  der  Periode  T  abhängig.  Für  die  iägliche 
Periode    ist   nach   Beobachtungen   von   Quetelet*)   in    Brüssel  jene 

*)  Schmid,  Meteorologie  p.  172. 
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Geschwindigkeit    nahe    gleich    1,    wenn    1  Tag -«  1    und   1  m  «=  I. 

Daraus  folgt 

1 

Nach  demselben  Beobachter  war  das  AmplitudenTerhältniss 

für    z  =  0^  m        gleich  y  • 

Ans  der  obigen  Formel  und  dem  genannten  Werthe  Ton  a  ergiebt 

sich  dasselbe  gleich 

1 

8,6* 

Diese  Zahlen  stimmen  freilich  schlecht  überein;  sie  sind  aber  doch 
von  derselben  Grössenordnung  und  die  Beobachtungen  gewährten  nur 
eine  sehr  geringe  Genauigkeit,  Zuyerlassiger  schon  sind  die  Messungen, 
die  sich  auf  die' jährliche  Periode  beziehen.  Bei  derselben  Zeiteinheit 
hat  man  hier 

T  =  365,25 

yr  =    19  circa. 

Quetelet  fand  hier  die  Geschwindigkeit  gleich 

1  Par.  Fuss  in  7  Tagen, 
d.  h.  gleich 

0,0464  m  in  1  Tag. 

Berechnet  man  hiermit  die  Geschwindigkeit  für  die  tägliche  Periode, 
so  ergiebt  sich  diese  gleich 

19  .  0,0464  m  =  0,882  m  in  1  Tag, 

in  genügender  Uebereinstimmung  mit  dem  direct  gefundenen  Werthe 
Yon  1  m  in  1  Tag.  Berechnet  man  für  Terschiedene  Tiefen  das 
AmplitudenTerhältniss  für  die  jährliche  Periode  mit  der  für  diese  an- 
gegebenen Geschwindigkeit,  so  findet  mau  Werthe,  die  mit  den 
beobachteten  bis  auf  wenige  Zehntel  Ton  1*  C  stimmen.   Quetelet  fand: 

Tiefe  Jährliche  Schwankung 
0,188  m  —  0,58  Par,  Fuss  13*,28 

0,75  2,31  11^ 

1>95  OaX>  7^ 

;l,9l>  12,iX>  4,49 

7.80  24AX)  1,43 

Nach  unserer  Gleichung  findet  bei  hinreichender  Tiefe  immer  und 
übemll  dieselbe  TemiH>ratur  statt.  L>as8  in  einer  Tiefe  Ton  mehr  als 
etwa  20  m  die  leit liehen  Temperaturäuderungen  unmerklich  sind,  hat 
die  Beobachtung  Wstiitiirt;  sie  hüt  aber  geieigt,  dass  die  Temperatur 
mit  wachsendem  c  langsam  steigt »  etwa  um  1"  C  in  einer  Tiefe  von 
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25  m.*)    Das  ist  eine  Folge  der  hohen  Temperatur^   die  einst  die 
ganze  Erde  gehabt  hat. 

Ein  zweites  particuläres  Integral  unserer  Differentialgleichung 
wird  uns  zu  diesem  Gegenstande  zurückführen  und  zeigen,  welcher 
Schluss  sich  an  dieses  numerische  Resultat  knüpfen  lässt. 

§  3. 
Wir  setzen  nunmehr 


X 


yr 

und    untersuchen,    ob  es  eine  Losung  unserer  Differentialgleichung 

giebt,    die    eine   Function    der    einen   Variabein   x    ist      Für    eine 

solche  ist 

d»  1     z     dd' 


dt 

2   tVl 

-  dx  ' 

de  ~ 

1 

dd' 

dx  ' 

d^d' 

1 

d*^ 

dB*   °" 

t 

dx*  ' 

d^d' 

X 

d^ 

dx* 

^^ 

2  a« 

dx  ' 

woraus  folgt 


eine  Gleichung,  der  genügt  werden  kann,  wenn  Q'  passend  als  Func- 
tion von  X  bestimmt  wird.     Sie  lässt  sich  schreiben: 

j  1      d^  xdx 

Ein  particuläres  Integral  hiervon  ist 

1      €t  ^^  ^ 

^^^dx  ""~  4a« 

oder 

dO^  Aa" 

dx  ' 

also 

X  VT 

e    ^^'  dx^'J  e~^dx. 

0  u 

Das  allgemeine  Integral  erhält  man,  wenn   man   diesem  Ausdrucke 
von  d'  eine  multiplicative   und  eine  additive  willkührliche  Constante 

hinzufügt.    Schreibt  man  x  für  ö— y  so  hat  man  hiernach  das  parti- 
culäre  Integral**) 

*)  Sehmid,  a.  a.  0.  p.  93. 
**)  Kramp,    Analyse    des   r^fractions  astronomiques  et  terrestres.     Stras- 
bourg 1799. 
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taVT 


d' 


hS-' 


dx. 


n 

Der  Factor     -^  ist  hier  hinzugefügt,  damit  die  Constante  A  eine  ein- 
fache Bedeutung  erhalte.    £s  ist  nämlich*) 


CO 


er-**  dx 


2 


>•* 


und  daher  A  gleich  dem  Werthe  von  ^  für  /  —  0  und  irgend  einen 
positiven  Werth  von  z.    Für  r  -»  0  und  negative  Werthe  von  z  ist 

i&^  —  A\  für  /  =  0  und  z  —  0  ist  ^ 
unbestimmt;  für  z  «=  0  ist,  wenn  t  von  0 
verschieden,  ^  «=  0.  Wir  wollen  annehmen, 
dass  unser  Edrper  den  Theil  des  Raumes 
erfüllt,  für  den  z  positiv  ist.  Der  für  ^ 
aufgestellte  Ausdruck  gilt  dann  für  positive 
Werthe  von  /,  wenn  bis  /  «=  0  in  dem 
Korper  überall  <&  «»  ^  ist  und  im  Augenblick 
/  =»  0  die  Fläche  z  <=  0  auf  die  Temperatur  Null  gebracht  und  diese 
Temperatur  hier  erhalten  wird. 

Wir  knüpfen  hieran  eine  Betrachtung,  die  sich  auf  die  Erde  be- 
zieht und  die  von  W.  Thomson**)  herrührt.  Die  Erde  war  einst  in 
feuerfiüssigem  Zustande  mit  einer  Temperatur  über  dem  Schmelzpunkt 
der  Gesteine.  Durch  Ausstrahlung  in  den  Weltenraum  kühlte  die 
flüssige  Lavakugel  allmählich  sich  ab;  zuerst  erlitten  die  obersten 
Schichten  eine  Temperaturemiedrigung;  sie  wurden  dadurch  speciflsch 
schwerer^  sanken  unter  und  machten  neuen  Flüssigkeitstheilchen 
Platz,  die  dann  ihrerseits  abgekühlt  wurden.  War  so  die  Temperatur 
an  der  Oberfläche  bis  zum  Erstarrungspunkt  der  Lava  gesunken,  so 
bildeten  sich  hier  feste  Massen,  die  aber  in  Folge  der  Zusammen- 
ziehung, die  sie  beim  Erstarren  erfahren  hatten,  untersanken.  Dabei 
sank  die  Temperatur  nicht  weiter,  indem  der  Wärmeverlust,  der 
durch  die  fortdauernde  Ausstrahlung  stattfand,  durch  die  freiwerdende 
sogenannte  latente  Schmelzwärme  der  Gesteine  ersetzt  wurde.  Dieser 
Process  dauerte  fort,  bis  die  ganze  Erdkugel  ein  Haufen  fester  Fels- 
massen war,  die  bis  zur  Oberfläche  sich  erstreckten,  deren  Zwischen- 
räume von  flüssiger  Lava  erfüllt  waren.  Die  nun  in  Folge  der  Aus- 
strahlung sich  neu  bildende  feste  Kruste  konnte  nicht  mehr  unter- 
sinken, da  sie  getragen  wurde,  und  in  kurzer  Zeit  musste  diese 
Kruste    die   ganze   Erdoberfläche    ausmachen.     Zugleich   horten    die 

*)  Kirclihoff,  Vorlesungen  Über  Optik,  p.  120.    D.  H. 
**)  Trans.  Roy.  Soc.  Edinburgh,  1862. 
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mächtigen  Strömungen  auf,  die  bisher  die  Wärme  aus  dem  Innern 
der  Erde  nach  ihrer  Oberfläche  getragen  hatten  und  die  Temperatur 
dieser  Oberfläche  musste  nun  schnell  sinken.  W.  Thomson  meint, 
wenige  Wochen  hätten  hingereicht ,  um  zu  bewirken,  dass  man  un- 
gestraft hätte  über  die  Oberfläche  gehen  können,  und  in  einem  Zeit- 
raum Ton  einem  Jahre  etwa  wäre  die  Temperatur  der  heutigen  fast 
gleich  geworden.  Hiemach  würde  unsere  Gleichung  für  die  Erde 
gelten,  wenn  wir  unter  z  eine  massige  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche 
verstehen,  die  Zeit  von  dem  Augenblicke  an  rechnen,  wo  die  Erd- 
oberfläche ganz  erstarrt  war,  die  jetzige  Temperatur  derselben  als 
Null  annehmen  und  durch  A  die  Erstarrungstemperatur  geschmolzener 
Felsmassen  bezeichnen,  die  etwa  zu 

40(X)öC  =  ^ 

geschätzt  werden  kanu.  Giebt  man  dieses  zu,  so  erlaubt  unsere 
Gleichung,  die  Zeit  zu  berechnen,  die  vergangen  ist,  seit  die  Ober- 
fläche der  Erde  erstarrte,  wenn  man  die  früher  erwähnten  Angaben 
über,  die  Zunahme  der  Temperatur  mit  der  Tiefe  in  der  Erde  und 
über  den  Werth  von  a  in  derselben  hinzunimmt.  Unsere  Gleichung 
nämlich  giebt  für  z  =  0 


t— » 


und  nach  den  früher  gemachten  Angaben  ist,   wenn  1  m  =  1   und 
1  Tag  B=  1  gesetzt  wird, 

^*       '4g,      (S.  16  und  17) 


da         25 
1 


(S.  16) 


Daraus  folgt  dann 

/r=  200000, 
i  s=  circa  100  Millionen  Jahre. 

Nur  eine  rohe  Schätzung  kann  das  Resultat  sein;  W.  Thomson 
meint  aber,  mit  vieler  Wahrscheinlichkeit  behaupten  zu  können, 
dass  die  gedachte  Zeit  zwischen  400  und  20  Millionen  Jahren  liegt. 

§4. 

Wir  wollen  nun  andere  Lösungen  nnsefer  Differentialgleichung 
suchen.     Wir  gehn  aus  von  der  eben  behandelten 


0 

Wir  können  dieselbe  auch  auf  den  Fall  beziehen,  dass  der 
Korper  den  ganzen  Baum  erfüllt,  also  z  von  —  cx>  bis  -f-  cx)  variirt; 
die  Zeit  aber  müssen  wir  positiv  annehmen,  widrigenfalls  der  Werth 

2* 
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von  ^  imaginär  werden  würde.    Den  angegebenen  speciellen  Werth 
▼on  d'  wollen  wir  durch  g>  {z,  t)  oder  kflrzer  durch  9  bezeichnen,  also 


9  ih  0 


-kf' 


setseu  und  annehmen,  dass  z  yon  —  00  bis  -f-  00,  /  Ton  0  bis  -f-  ^^ 
▼ariirt     Dann  ist  9  eine  Lösung  der  Gleichung  für  ^: 


a^ 

di 


d^ 


Eine  Losung  derselben  Gleichung  ist  auch 


d  — 


CS 


wie  durch  Differentiation  der  Gleichung  .^  «=  d^  -^  nach  z  sich 
ergiebt  Sehen  wir  lu,  auf  welche  AnfangsTertheilong  der  Temperatur 
di^e  Losung 

sich  beliebt.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wir  /  unendlich  klein  zu 
»etien.  Für  jeden  eiuilichen  Werth  ron  r  wird  dann  ^ «» 0;  ist 
ab**r  ^*  von  derselWn  Orxliuing  wie  /  oJer  kleiner,  so  wird  ^  =  :»• 
D;iWi  i$t  otfenbar 


IV    S^ 


wo  9  eine  beliebig  kleine  endliche 
GrTvsM»  K?»ieutec*-  Eine  Corre,  die 
tur  t  «=  •>  c:e  Temperatur  ab  Func- 
tion To::  ;  d&i^tellt«  fallt  abo  überall 
n..:  d-er  Acc>i::>;$i**iAchseiissammen,  ausser 
tv;  *«=•;,  vo  $ie  einen  unendlich 
*vb-r.'A*:r:i  urec  T  :•:  hohen  Berg  biküet, 
u  :»*?-•  kMvrrz.::.iAlt  ah«r  oidlich  ist 
l:u  Wr'jk^V  der  Zeit  äaeht  dieser  Berg 
$^ui    ivhr   ^-i    ci-e'^r   ab.    wobei  sein 


i^  •> 


1  ' 


•J.W* 


«w^*       •    » 


Fl 


«'^      ^^USi4 


-  .V 
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endlichen  Werth  von  z  findet  ein  Maximum  von  %^  bei  einem  Werthe 
von  t  statt,  der  durch 

,     dt     "' 

d.  h. 

0, 


also 

3               j            5 

2  ^            4a« ' 

• 

^        2a* 

gegeben  ist. 

Der  Werth  des  Maximums  ist 

r    ne     e 

§5. 

Die  eben  discutirte  Losung  lässt  sich  leicht  verallgemeinern. 
Es  sei  z'  irgend  eine  Constante; 

ai»  an  VT 

ist  dann  auch  eine  Losung  unserer  Differentialgleichung^  und  zwar 
diejenige,  für  welche  die  Curve^  die  die  Anfangsvertheilung  der 
Temperatur  darstellt,  einen  Berg  darbietet,  der  bei  z  =  z*  statt  bei 
^  =  0  liegt,  aber  dieselbe  Gestalt  wie  früher  hat. 

Multiplicirt  man  den  Ausdruck  für  ^  mit  einer  wiilkührlichen 
Constanten  C^  bildet  den  so  entstehenden  Ausdruck  für  verschiedene 
Werthe  von  z  und  C  und  nimmt  die  Summe,  so  erhält  man  wiederum 
eine  Losung  der  Differentialgleichung.  Eine  solche  Summe,  die  aus 
unendlich  vielen  Gliedern  besteht,  oder  vielmehr  ein  Integral,  das 
eine  solche  Summe  ist,  lässt  sich  dem  Falle  anpassen,  dass  die  An- 
fangsvertheilung der  Temperatur  eine  ganz  beliebige  ist. 

Es  sei  Z  eine  stetige  Function  von  z,  Z'  die  Function,  die  aus 
Z  entsteht,  wenn  man  darin  z'  für  z  setzt;  dann  ist 


—  09 


OD 


eine  Losung  unserer  Differentialgleichung*,  suchen  wir  die  Anfangs- 
vertheilung der  Temperatur.  Wir  nehmen  also  t  unendlich  klein  an. 
Dem  z  geben   wir  irgend  einen  festen  Werth.     So  lange  z'  einen 

Werth  hat,  für  den  z  —  z'  endlich  ist,  ist  dann  ^-^Yz'^  '      (nach 

dem  dafür  aufgestellten  Ausdruck)  gleich  Null.  Statt  der  Grenzen 
—  CO  und  +  (x>  darf  daher  z  —  s  und  z  -}-  e  und  statt  Z'    Z  ge- 
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schrieben  werden,  wo  s  eine  beliebig  kleine  endliche  Grdase  ist     Es 
ist  daher  für  /  —  0*) 

d.  h. 

Die  gefundene  Lösung  wollen  wir  etwas  specialisiren.     Wir  wollen 
nämlich  annehmen,  dass  Z  für  entgegengesetzte  Werthe  Ton  z  ent- 
gegengesetzte Werthe  hat.    Indem  man  als  IntegrationsYariable  —  z 
statt  z'  einführt^  erhält  man  dann 

0  (K 


also 


J'z'  ^»<' -  ''•  *'  dz' J'z'  ^-^"-+1^  dz', 

—  OB  0 


»  -  l  J'z'  (^''^' "-'-'  *^  -  ^"^  -+ ''- * )  rfz'. 

u 

Für  r  ■»  0  verschwindet  der  Aosdxxick  in  der  Parenthese  für  jeden 
Werth  Yon  I;  für  jeden  Werth  Ton  t  ist  also  ^  «=  0  für  z  =  0; 
unsere  Gleichung  gilt  also  f&r  einen  Körper,  der  durch  die  Ebene 
*  BS  0  begrenzt  ist,  fQr  den,  wie  wir  aAnehmen  wollen,  z  >  0  ist, 
wenn  die  Anfangsvertheilung  der  Temperatur  eine  beliebige  ist  und 
die  Temperatur  der  GrensHäche  z  '^0  auf  Null  erhalten  wird. 

§6. 

In  ähnlicher  Weise  konneu  wir  eine  Gleichung  ableiten^  die  für 
denselben  Korper  gilt|  wenn  die  Anfangstemperatur  überall  gleich 
Null  ist  und  die  Temperatur  der  Grenze  r  ^s  0  eine  bdiebige  Func- 
tion iier  Zeit  ist. 

Wir  haben  die  Function  ^  v*«  0  durch  die  Gleichung 


tur  th.\^ä9^  Werthe  Tc»n  I  de£nirt;  wir  woUea  sie  min  aoeh  fiir 
ntrr'y-i-'.'nr  d^d.;iren.  indem  wir  lur  so'ohe  und  ttir  positive  Wertibe 
Tv^u  r«  die  w;r  allein  in  Betracht  ziehen  -  seaen 

%  r,  r  —  1. 

t^r  irv^?rd  eir^en  eniltchec  W^nh  wc  r  ist  da;:A  ^  stetig  bei  /«=»  0, 
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und  auch  alle  DifFerentialquotienten  von  9  nach  t  und  z  sind  hier 
stetig,  nämlich  gleich  Null,  da  fQr  /  >  0  in  jedem  dieser  DifFerential- 
quotienten der  Factor 


vorkommt,  der  mit  irgend  einer  reciproken  Potenz  yon  /  multiplicirt 
für  i  =~^  0  verschwindet.    Die  LösuDg  unserer  Differentialgleichung 

die  wir  für  positive  Werthe  von  i  discutirt  haben,  gilt  dann  von 
^  =  —  00  bis  t  =  -{-  oo'j  sie  drückt  aus,  dass  bis  ^  «=  0  überall 
^d*  >«  1  ist. 

Eine  andere  Lösung  ist  daher: 

*-|f rV-r*"*"^''    wenn  00, 

=r  0  ,    wenn  /  <  0. 

Ist  z  unendlich  klein,  so  ist  für  jeden  endlichen  Werth  von  t 
0-  BS  0;  ist  t  unendlich  klein,  so  ist  für  jeden  endlichen  Werth  von  z 
^  BS  0;  sind  z  und  t  unendlich  klein,  so  wird  %'  unbestimmt  und  hat 

alle   Werthe   zwischen   0   und  —  00 .     Die   Gleichung  0*  =  -—    gilt 

daher,  wenn  der  Korper  bis  zur  Zeit  ^  =  0  überall  die  Temperatur 
Null  hat  und  an  der  Oberfläche  z  =  0  im  Augenblicke  t  ^=^0  eine 
unendliche  Temperaturemiedrigung  hervorgebracht,  gleich  darauf 
aber  die  Temperatur  Null  wieder  hergestellt  und  erhalten  wird. 

Allgemeinere  Losungen,    die  alle  die  Eigenschaft  haben,   dass 
^  SS  0  ist  für  /  =»  0  bei  jedem  endlichen  Werthe  von  z,  sind 

^^C ^^ , 

wobei  r  >  0  (dann  ist  nämlich  /  —  ^'  <  0  für  /  =  0), 

/CD 

0 

wo  T  eine  willkührliche  Function  von  t,  T'  dieselbe  Function  von  i' 
bedeuten  soll.  Suchen  wir  den  Werth  von  -^  f ür  z  =  0.  Wenn 
/—  /'  endlich  ist,  so  ist  hierfür: 

also  ist  für  z  =  0 

^9(^,  *— _n  ^^' 

dt 

-r[9(0,0]!>r. 


9 t/?"^. 
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Der  für  d-  aufgestellte  Ansdruck  kann  dadurch  noch  geändert  werden, 

dass  als  obere  Grenze  t  statt  oo  geschrieben  wird,  da  ~j  für  n^ative 

Werthe  des  zweiten  Arguments  verschwindet. 

Vereinigen  wir  die  beiden  Losungen,  die  wir  gefanden  haben, 
so  erhalten  wir 


r 


u 

OB 


0 


als  den  Ausdruck  der  Temperatur  in  dem  Falle,  dass 

für    /  c=  0  -^  =  Z 

und  für    z  =  0  ^  =  T 
ist,  wenn  ^  >  0  und  z  >  0. 


Dritte  Vorlesung. 

StraLlang  von  der  Oberfläche  gegen  eine  Umgebung  von  der  Temperatur  Null, 
bei  Anfangs  gleichmässiger  Temperatur.  —  Der  Körper  ist  durch  zwei  Ebenen 
be^enzi  —  Eindeutigkeit  der  Lösnng.  —  Die  Grenztemperatur  ist  Null,  bei 
beliebigem  Anfangszustand.  — -  An  der  Grenze  findet  Strahlung  statt.  —  Cylin- 
driBcher  Stab  von  unendlich  kleinem  Querschnitt.  —  Stationärer  Zustand. 
Methode  von  Desprez,  Wiedemann  und  Franz.  —  Nichtstationärer  Zustand. 
Methode  von  F.  Neumann.  Vorgänge  für  späte  Zeiten.  —  Gekrümmter,  ring- 
förmiger unendlich  dünner  Stab. 

§  1. 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  untersachen,  dass  unser  Körper^  der 
den  Raum  von  z  =  0  bis  z  ^^  -}-  oo  erfüllt,  bis  zur  Zeit  i  =  0 
überall  die  Temperatur  1  besitzt  und  in  diesem  Augenblicke  aus 
seiner  Oberfläche  z  =  0  seine  Wärme  gegen  eine  Umgebung  von 
der  Temperatur  Null^ auszustrahlen  beginnt,  wobei  dann  bei  z  >»  cx> 
immer  die  Temperatur  1  erhalten  bleiben  wird.   Es  muss  dann  sein: 

dt  ~"'  dii" 
und 

für   r  =1  0  ^  =  1 

wo  h  die  äussere  Leitungsfahigkeit  ist,  oder 

wo  d  =»  ^  ist, 

endlich 

f  ür   z  =  cx)  -ö"  =  1. 

Die  Aufgabe,  diesen  Gleichungen  gemäss  %"  zu  bestimmen,  lässt 
sich  auf  eine  Aufgabe  zurückführen,  deren  Losung  wir  bereits  kennen. 
Setzen  wir  nämlich 


so  muss 

dt  ~''   die 


^r.^^jö'E 
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sein  und 

für    /  —  0  r  —  1 , 

für   z  =  0  F  =  0, 

für   z  =  oo         F  =  1. 

Allen  diesen  Bedingungen  wird  nach  unseren  frfiheren  Betrachtangen 

genügt  durch 

$ 

Vavr     • 

0 

Um   aus    F    ^    zu  bestimmen,  dient    die    gewöhnliche   Differential- 
gleichung 

^       h  dt 
und  die  Bedingung,  dass 

für  z  «-  oo        ^  =*1 


sein  soll.     Um  demgemäss  %'  zu  bestimmen,  hat  man  bekanntlich  in 
dem  Integral  der  Gleichung 

0  dz  ' 

nämlich 

die  Constante  der  Integration  C  als  Function  von  z  zu  betrachten; 
zu  ihrer  Bestimmung  ergiebt  sich 

h   ds  ' 

also 

dC 


und 


dz 


I    /  re-**rfz  +  const.  I. 


Die  Grosse   const.   ist  gleich   Null.     Denn  f&r   z  =»  oo  ist    F  »=  1, 
also 


QP  OB 


rfz  =  |e-** 

0 


und  daher  genügt 

OD 

» 

der  Bedingung,  dass  «d*  =  1  für  z  =  oc. 

Das  hier  vorkommende  Integral  gestalten  wir  um.     Da 


Strahlang  gegen  eine  Umgebang  von  der  Temperatur  Nall. 
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so  ist 


alsa 


/F.-»Mz=-|e-».F+i/^»'|?rfz, 


^•dz^e 


VnJ  2aVt 


Nun  ist 


setzt  man  unter  dem  zweiten  Integralzeichen 


X 


2ayi 


+  ^^V^f 


und  schreibt  man  fQr  V  seinen  Werth,  so  erhält  man 


-^ 


tayT  00 


2ayr 


Fdr  z  <=  0  ist  hiernach 


^ 


>^ 


^ 


OD 

**'  jer-^dx. 

ibVr 


Sehen  wir  zu,  wie  sich  dieser  Ausdruck  für  sehr  grosse  Werthe  Ton  / 
gestaltet.    Es  ist 


je—^af'  dx^  —  I  /«— ■  *tf(^'') 


also 


2  ^       ^ 


+  ^?^  Cer-^x'^-^dx, 


Setzt  man  hier  n  =  0,  —  2,  —  4,  etc.,  so  ergiebt  sich 


00 


/' 


^-**da;  = 


2 


i  —  l-l-j-il-l  — 

Ä  2  X'     '     2   2  Ä* 


Das  ist  eine  semiconvergenle  Reihe.*)     Aus  ihr  folgt  für  /  =»  c»  und 

z  =  0 

1       1 


^ 


und  da 


Vi  ahVt' 


^b& 


♦)  Vgl  G.  Kirchhoff,  Optik,  p.  126.    D.  H. 
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ist,  so  folgt 

a»  1       1 

also  unabhängig  von  b  oder  h,  so  gross  als  ob  b  oder  h  unendlich 
gross  wäre^  in  in^elchem  Falle  für  z  <=  0  d  ^^  0  sein  müsste,  welche 
Grenzbedingung  wir  früher  untersucht  haben.  In  Bezug  auf  den 
Zeitpunkt 9  in  dem  die  Oberfläche  der  Erde  erstarrt  ist,  giebt  abo 
die  jetzt  verfolgte  Hypothese,   welches  auch  der  Werth  tou  h  sei, 

aus  dem  gemessenen  -^-  dasselbe  Resultat  wie  die  frühere. 

§2. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  unser  Körper  durch  die  ztaei 

Ebenen 

z  =  0    und    z  =s  / 

begrenzt  sei.  Es  kann  dann  ^  für  jeden  dieser  beiden  Werthe  yon  z 
als  Function  von  t  und  für  /  <»  0  als  Function  von  z  in  dem  Inter- 
valle von  z  B»  0  bis  z  «»  /  beliebig  gegeben  sein.  Diese  drei  Be- 
dingungen bestimmen  im  Verein  mit  ^ 

dt  "^  ^    dz* 
die  Function  d  eindeutig.    Ich  will  das  zuerst  nachweisen  mit  Hilfe 
einer  Methode,  die  in  ähnlichen  Fällen  oft  anwendbar  ist.    Es  soll 
gezeigt  werden,  dass  die  Differenz  zweier  Lösungen  dieser  Gleichung 
gleich  Null  sein  muss. 

Es  sei  u  eine  solche  Differenz;  dann  muss  sein 

du         ^e^u 
dt  "*  ^    dz^  ' 

für   /  =  0        und        0  <  z  <  /        m  —  0, 
für  r  c=  0        und  t>0  m  =  0, 

für  z  =  /.        und  /  >  0  w  «  0. 

Muitipliciren  wir  die  Differentialgleichung  mit 

u  dt  dz 

und  integriren  von  0  bis  /   und   von   0  bis  /.     Die   linke    Seite   der 

Gleichung  wird  dann 

i 

2 


^/" 


dz , 

da  für  ^  =  0  u  «=  0  sein  soll.     Um  die  rechte  zu  bilden ,    benutzen 
wir,  dass 

also,  da  tt  für  z  =  0  und  für  z  =  /  verschwindet, 


Der  Körper  ist  darch  zwei  Ebenen  begrenzt.  29 


/« s '-  -  -/&'<"■ 


0  0 

Hiernach  ist  die  entstehende  Gleichung 

i  t       i 


\JuUz  +  -^ßJX^f)-^^  ==  '' 


0 

aus  welcher  folgt 


§  3. 

Wir   untersuchen   nun   zuerst   den    Fall,   dass    für    die    beiden 

Ebenen 

z  «=  0        und        z  =  / 
immer 

ist.    Eine  Losung  von 


die  dieser  Bedingung  genügt,  ist 


»^y.A,e    ^"'   "sin''-* 


^ 


(" ') 


WO  n  eine  ganze  positive  Zahl  und  An  eine  willkührliche  Constante 

ist.     Soll 

für  /  =  0    -Ö-  =  Z 


sein,  so  muss 


Z  =2^  ^^  (jf  ^) 


sein.    Da  nun,  falls  n  und  n   verschieden: 


/sin  1^  z J  sin  (^  z\  dz  =  0, 


und 


Jsin^  (*T  -) 


2  ' 


so  ist 


z\  dz 


0 

zu  setzen.  Die  Reihe  für  Z  ist  immer  convergent  und  gültig  für 
jeden  Werth  von  z,  der  zwischen  0  und  /  liegt,  wenn  Z,  wie  wir 
annehmen,  stetig  und  endlich  ist;  für  z  =»  0  und  z  «» /  gilt  sie  aber 
nur,  wenn  hier  Z  =  0  ist.  Je  grösser  /,  um  so  schneller  convergirt 
die  Reihe  für  ^. 
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Es  sei  Z  sa  1 ;  dann  wird 

An  '^  — ,  wenn  n  ungerade; 

«»  0 ,     wenn  n  gerade  ist, 
und  daher 

Z=i-[sin(«.)+lsin(-z)  +  ;sin(-z) +;...] 


und 


-^[e         ^  sin  (jz'j+^e  ^  sin  ^-,   zj 

+  je      ^    '  sm    1^  z  +  •  •  •  J , 

eine  Reihe ,  die    um   so    schneller  convergirt,  je  grosser  i   und   je 
kleiner  /  ist     Durch  Differentiation  derselben  folgt 


dz 


y    e    ^    ^  COS  /  ,  z  I  +  <r      ^    '  cos  I    j  -  z  J  +  •  •  •    • 


Diese  Reihe  ist  eine  der  nach  Jacobi  sogenannten  9  -  Functionen, 
auf  welche  die  elliptischen  Functionen  sin  am,  cos  am,  J^Lin  zurück* 
führbar  sind.  Man  kann  sie  transformiren  in  eine  Reihe,  die  um  so 
schneller  convergirt,  je  grosser  /  und  je  kleiner  /  ist.  Setzt  man  in 
der  transformirten  Reihe  /  <»  oo,  so  kommt  man  zu  den  Ausdrücken 

für  -^  und  d,   die  wir  bei  der  Annahme,   dass  der  Körper   sich   in 

die  Unendlichkeit  erstreckt,  entwickelt  haben. 


§  4. 
Nun  wollen  wir  den  Fall  untersuchen,  dass 

fürz  =  0        ^_-=  +  &^, 

für  z  -=  /         ^*-  ^-b» 

cz 

ist,  wo,  &  =»  j^,  wie  früher  (S.  25).     Eine  particuläre  Lösung  von 


a 


2  ^ 


dt        ^    dz*  * 
die  der  ersten  Bedingung  genügt,  ist 

^  ==  tf-«'«''/cos  az  +  ^  sin  az\ , 

wo  a   eine    beliebige   positive  Grösse.     Die   zweite  Grenzbedingnng 
giebt  für  a 

oder,  wenn 


1 


An  der  Grenze  findet  Strahlung  statt 


31 


gesetzt  wird; 


al 


X 


tango; 


X 

bl 


bl 

X 


wo  die  Wurzel  x  =  0^  d.  h.  a  =  0  aber  auszuschliessen  ist;  da  die 
Gleichung  ursprünglich  lautet 

—  a  sin  «/  +  *  cos  al  =  —  b  |cos  «/  -| —  siu  a/|, 

welche  durch  a  =  0  nur  erfüllt  wird,  wenn  2  =  —  6/,  was  nicht 
sein  kann,  da  ^/  positiv  ist.  Um  ein  Drtheil  über  die  Lage  der 
Wurzeln  der  für  x  aufgestell- 
ten Gleichung  zu  gewinnen^ 
construiren  wir  die  Curven 


Fig.  4. 


und 


lang  X        ^ 

x_  _hl_ 
bl         x~'^'' 


von  denen  die  zweite  eine  Hy- 
perbel ist,  deren  Mittelpunkt 
der  Anfangspunkt  und  deren 
eine  Asymptote  die  y- Achse 
ist.  Die  Werthe  vou  x,  die  den 
Durchschnitten  entsprechen, 
sind  die  Wurzeln  jener  Glei- 
chung. Die  negativen  Wurzeln 

sind  den  positiven  absolut  gleich;  die  letzteren  liegen  zwischen  0 
und  %j  %  und  2ä,  etc.*)  Im  Intervall  von  n%  bis  (n  +  1)*  ^^^  '^^^ 
eine  Wurzel  vorhanden,  denn  dafür  ist  stets 


und 


dx   ^tang  x) 

Ix   \bl         x)  ^  ^• 


Die  beiden  Curven  können  sich  also  nur  einmal  treffen. 

Es  seien  oT],  ckj,  .  .  .  der  Grosse  nach  geordnet  die  den  positiven 
Wurzeln  entsprechenden  Werthe  von  a.  Allen  ausgesprochenen  Be- 
dingungen wird  dann  genügt  durch 


wo 


Zn  =  COS  ««2  -j sin  a^z 


^)  Da  in  jedem  dieser  Intervalle  das  y  der  ersten  Gleichung  alle  Werthe 
zwischen  +  <x>  «nd  —  cx)  annimmt.    D.  H. 
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Soll  för  /  =  0    d  =  Z  sein,  so  lässt  sich  auch  dieser  Bedingung  ge- 
nügen, falls  sich  Z  in  der  Form 

darstellen   lasst.     Diese   Möglichkeit   vorausgesetzt ,   findet   man 
Coefficienten  A  mit  Hilfe  des  Satzes,  dass 

i 


ß 


0 

wenn  n  von  m  verschieden  ist.*)    Der  Beweis  dieses  Satzes  ist   der 

folgende.    Es  ist 

d«Z. 

dg*    "         ^^  ^"> 

d«Z. 

daher 

0  0  0 

folglich 

V  r  r   dz^        dz^v 

(«.'  ~  a.^)j  Z.Z^äz  »  [Z.  -^f  -  Z«  ^;  J. 

0 

Da  aber  f  Qr  z  «»  0 

dZ,„ 

ds  "' 

und  f ür  r  «a  / 

dr  "' 

dr  "' 

so  verschwindet  die  rechte  Seite;  es  verschwindet  also  das  Integral, 
da  a«'  —  a«^  nicht  gleich  Null  ist. 

Bei  der  Berechnung  von  A^  wird  noch  gebraucht,  dass 

Z.Z.äz^     kv-.'+i^ 

0 

Man  kann  dies  auf  folgendem  Wege  ableiten.    Es  ist,  ähnlich  wie 
oben: 


ß 


^)  Man  maltipUcirt  nämlich  die  letxte  Gleichung  für  Z  mit  Z^    und  in- 

tegrirt  auf  beiden  Seiten   nach  8  von  0  bis  h    Dann  ist  der  Ausdruck  links 
bekannt,    und   auf   der   rechten   Seite  fallen   alle   Coefficienten    fort    bis    auf 


A^.    D.  H. 


Aber 
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0  0 

-T—  =  —  ff.  Sin  a„z  +  b  cos  «»z, 

UnZn  =  +  ff«,  COS  ««Z  +  b  SID  ff^Z, 


also 


«.' 


und  durch  Integration: 


i  t 


0  u 

daher  durch  Addition  zur  ersten  Gleichung: 

2 


2a^^Jz,^dz  «  («.»  +*')/-  [^.  ^]^ 


0 

Für  z  =  /  ist  aber 

-^  =  --bZn, 

also  nach  der  drittletzten  Gleichung: 

und  folglich: 

dZ^ 

—  Zn   ^  =  bZn^=   b. 

^    de  " 

Für  z  e=»  0  ist  andererseits: 

^Z^ 

also 

dZ^ 

woraus  folgt 


0 

wie  zu  beweisen  war. 

§  5. 

Wir  haben  den  Korper,  in  dem  wir  die  Warmebewegung  be- 
trachten ^  bis  jetzt  als  unbegrenzt  in  der  Richtung  der  x-  und  der 
^ -Achse,  und  ^  als  unabhängig  von  x  und  y  angenommen. 

Als  unabhängig  von  x  und  y  kann  man  ^  auch  annehmen, 
wenn  der  Korper  ein  Stab  von  unendlich  kleinem  Querschnitt  ist, 
der  die  Richtung  der  z -Achse  hat. 

Kirch  hoff,  Theorie  der  Wärme.  3 
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Diesen  fOr  Messungen  wichtigen  Fall  wollen  wir  jetzt  ins  Aoge 
fassen. 

Wir  gehen  yon  der  Differentialgleichung  (S.  13) 

a«^   ,  r2!^  ,  a^     cii^dj^     j_  af 
ai«  "+■  ay«  "T-  axf«  ™  fc  at" "  a»  dt 

und  der  Grenzbedingung  (S.  25) 

cn  k 
aus,  wo  it  die  nach  dem  Innern  des  Korpers  gerichtete  Normale  be- 
deutet und  die  Temperatur  der  Umgebung  gleich  Null  gesetzt  ist 
Der  Stab  soll  cylindrisch  sein,  dx  dy  ein  Element  des  Querschnitts. 
Mit  diesem  multipliciren  wir  die  partielle  Differentialgleichung  und 
integriren.  Es  sei  dl  ein  Element  des  Umfangs  des  Querschnitts; 
dann  ist 

oder«  wenn  u  der  Umfang  des  Querschnitts,  9'  die  Mitteltemperatur 
des  Umfangs  des  Querschnitts  ist: 


/(■ 


Es  sei  ferner  d"  die  Mitteltemperatur  des  Querschnitts  und  w  seine 
Flache;  dann  ist 

I  ^^^.dsdy^yr^—^ 


et  rf-T'/y-«-  V; 


Die?^?    Werthe    sub^iiiuir^    man    in    die    obi^n?    Differentialgleichung. 
Nun  btnutzeu  wir  die  Annahme«  dass  der  Querschnitt  unendlich  klein 

i^t«  und  s^t^en  Toraus,  da^:«  V  ^  und  \      nicht   unenalich    gross  sind; 

d;uia   $iud   ^    und  «>"    In«    au:   uuenallch  Kleines   einander   gleich. 
5s:hrv:b<*a  wir  tur  Iviae  ^.  $o  t^rb^Iten  wir 


^ 


i . 


l>:  vur  /u,<t*iiJ  e:a  :?ri:xrirvr.  d  h.  *'  -  «s  »>.  so  kl  hienuch 


t 
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wo  A  und  B  willkürliche  Constanten  sind.  Ist  der  Stab  als  unend- 
lich ^oss  in  der  RichtuDg  der  positiven  z-Achse  zu  betrachten,  so 
muss  A  =^0  sein ,  weil  sonst  4>  unendlich  gross  fQr  z  ^=^  oo  werden 
würde,  also  ist 

»^Be     '  ^Be        *  *". 

Auf  dieser  Gleichung  beruht  eine  Methode,  die  zuerst  Von  Desprez, 
dann    von   Wiedemann  und  Franz   benutzt  ist,  zur  Bestimmung  der 
Verhältnisse    der    inneren    Leitungsfahigkeit    verschiedener    Metalle. 
Lange  Stabe  von  gleichen  Dimensionen  wurden  mit  gleichen  Ueber- 
Zügen  (Russ  oder  Silber)  versehen,  um  h  gleich  zu  machen,  und  an 
einem  Ende  erwärmt;  war  der  Zustand  ein  stationärer  geworden,  so 
wurde  an  verschiedenen  Stellen  die  Temperatur  gemessen ;  von  Desprez 
durch    Thermometer,    von  Wiedemann    und   Franz    mit   Hilfe   einer 
Thermokette.    Die  Genauigkeit  der  Methode  ist  eine  sehr  beschränkte, 
da  bei  ihr  A: :  ^  gemessen  wird  und  ^,  dessen  Begriff,  wie  S.  11  be- 
merkt, durchaus  kein  scharfer  ist,  unter  scheinbar  gleichen  Umstän- 
den erheblich  schwankt. 

§  6. 

Eine  viel  bessere  Methode,  bei  der  eben  die  Schwankungen  von 
h  einen  geringeren  Einfluss  ausüben  und  die  daher  absolute  Be- 
stimmungen von  k  gewährt,  ist  von  F.  Neumann  angegeben  und 
beruht  auf  der  Beobachtung  des  nicht-stationären  Zustandes  eines 
Stabes. 

Eine  Losung  unserer  partiellen  Differentialgleichung  ist  offenbar : 

^  =s  e-ß^{A  cos  az  -\-  B  sin  az), 
falls 

ß  =  «2  «2  +  A 

Für  die  Enden  des  Stabes  sei  z  «=  0  und  z  =  l  {l  >  0);   dann  soll 
nach  der  Grenzbedingung  sein: 

für  z  =  0        ^  =  Mb», 
fürz  =  /         ^^-^b»: 

OB  ' 

diesen  Bedingungen  wird  genügt  durch 

OP 

»  «=^^,e~'*"'f  cos  a,z  +  —  sin  a,  z)  , 


wenn 


2«„6 


n 

wo   cTq  =  0  ausgeschlossen  ist,    und  0  <  a,  <  «?  <  «3  <  .  .  .   (vgl. 

'3* 
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S.  31).  Diese  Lösung  lasst  sich  einem  beliebigen  Anfangssastande 
anpassen,  voraasgesetzt,  dass  &  für  1=^0  sich  in  eine  gewisse  Reihe 
(die  wir  schon  früher  betrachtet  haben)  entwickeln  lasst 

Bilden  wir  ^q  und  ^i,  d.  h.  die  Werthe  von  d'  für  z  =  0  und 
z  '^  L    Setzen  wir,  wie  S.  31, 

Z^  «=  cos  a,z  -\ sin  a„r, 

80  ist  für  r  s=  0  Z«<»  1.  Wir  haben  bereits  S.  33  bewiesen,  dass 
für  2  «="  /  Zn^  =  1  ist;  bestimmen  wir  noch  das  Vorzeichen  Ton  Z« 
für  z  ^=^L    Es  ist  für  diesen  Werth  von  z 


I — — .     I  sin  a  / 

-  Sin  ««/. 


Nun    liegt,    wie    wir   gesehen   haben,    a,/   zwischen   0  und  sr,  a^l 

zwischen  it  und  2x^  u.  s.  f.;  daraus  folgt,  dass  sin  «j/,  sin  a^lj  ... 

positiv,  sin  «j/,  sin  a^/,  .  .  •  negativ  ist,  also  für  z  =  l:  Z, ,  Z^y  . . . 
s=  +  1  und  Zj,  Z4,  .  .  . ««  —  1.    Hiernach  haben  wir: 

Va  -T"    ^f 

Nun  wächst  /)«  mit  it,  weil  a«  diese  Eigenschaft  hat;  ist  t  gross 
genug,  80  wird  daher  bei  jedem  Anfangszustande 

^ü  +  ^i 

sein.  Man  kann  auch  /),  und  /i^  in  getrennten  Versuchsreihen  be- 
stimmen und  für  jede  die  Erwärmung  passend  wählen.  Es  werden 
diese  Gleichungen  bei  um  so  kleineren  Werthen  von  /  zu  gelten 
beginnen,  je  naher  für  /  «=  0  ^  durch  die  zwei  ersten  Glieder  seiner 
Entwicklung  dargestellt  ist.  Auf  diesen  Gleichungen  beruht  die 
Neumannsche  Methode.  Der  Stab  wird  an  den  Enden  mit  Vor- 
richtungen versehen,  durch  welche  die  Temperaturen  dieser  gemessen 
werden  können;  Neumann  wandte  Thermoketten  an.  Nun  erwärmte 
er  das  eine  Ende  durch  eine  Flamme,  entfernte  die  Wärmequelle 
und  begann  einige  Zeit  darauf  in  gleichen  Zeitintervallen  9^  und  ^i 
oder  vielmehr  9^  -{-  ^i  und  ^^  —  0/  zu  messen.  Diese  Messungen 
Hessen  erkennen,  wann  jene  Gleichungen  Geltung  bekommen  hatten, 
und  dann  ß^  und  /),  berechnen.     In  ihren  Ausdrücken 

fi'«,'  +  /^    und    ö'ctj'  -f  P 

kommen  rtm  Unbekannte  k  und  h  oder  a  und  b  vor.    Diese  lassen 
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sich  aus  den  Werthen  von  ß^  und  ^2  berechnen.  Diese  Rechnung 
wird  dadurch  Yerwickelter,  dass  a^  und  «2  Glicht  unmittelbar  gegeben 
sind,  sondern  von  b  durch  die  Gleichungen 

taug  ^ f 

abhängen.*)  Man  muss  mit  einem  Naherungswerth  für  i  die  Rech- 
nung beginnen.  Mit  Hülfe  desselben  berechne  man  a^  und  «jf  hier- 
auf aus  den  Gleichungen  für  ß^  und  /Sj  a  und  bj  mit  den  so  gefun- 
denen Werthen  genauere  Werthe  für  a^  und  «2;  ™it  diesen  wieder 
genauere  für  a  und  b  u.  s.  f. 

Man   kann  die  Rechnung   wesentlich   vereinfachen,  wenn   man 

ausser  ^q  und  d'i  auch  noch  d'i  beobachtet.     Wir  haben  für  z  «=s  -. 

a   l  b     .     flf, ' 

Zn  =  COS  -^  +  -  Sin  -^  . 

Ist  n  ungerade,  so  ist  nach  den  letzten  Gleichungen: 


und  daher 


b  a  l 

--tang-^ 


2:.=  -   • 


a   l  ' 
cos 


ist  n  gerade,  so  ist 


2 
b  1 


also 

Wir  haben  daher 


z.  =  0. 


•  •  • 


•^•/  =»  <^, ,    +    X =-  + 

2  cOß  -  •—  COfl  -  ■-- 

2  2 

und  also  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  t 

^O  +  ^i  «1^ 

2 

a  l    . 

Da  ^-  im  ersten  Quadranten  liegt,  so  findet  man  hieraus  a^,  dann 
^  aus 


und  «2  aus 


.  Kil  b 


*)  Ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung  für  tang  a^l  mit  Berück- 
sichtigung der  Quadranten,  in  denen  -^    und  -^  liegen.    D.  H. 
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tang  '^-'  -  -  ;•  • 
Aiu 

;.n<l«t  man  dann  ohne  Weiteres  ä*  und  /**  oder  k  und  A. 


§  7. 

Wir  erwähnen  noch  eine  gleichfalls  von  Nenmaun  herrührende 
Modification  der  eben  besprochenen  Methode.  Zu  diesem  Zwecke 
beweisen  wir  zuerst,  dass  die  von  uns  für  einen  geraden  unendlich 
dQuuen  Stab  abgeleitete  Differentialgleichung  auch  für  einen  beliebig 
gekrümmten  gilt 

Wir  wollen  die  Bogenlänge  der  Linie,  welche  die  Schwerpunkte 
der  Querschnitte  enthält,  zwischen  einem  festen  und  einem  variablen 
Punkte  p  nennen,  dt  ein  Element  des  Theiles  des  Stabes  zwischen 
den  durch  diese  Punkte  gelegten  Querschnitten.     Die  Gleichung 

>#a.  ^i*  ^^  1    ^^ 

k    dt         a*   et 

multipliciren  wir  mit  dt  und  integriren.     Wir   haben,   wenn  n  die 
innere  Normale  des  Oberflächenelementes  d$  bedeutet: 


P^är=^-fllds. 


Wir  berechnen  nun  zuerst  den  Theil  dieses  Oberflächen-Integrals, 
der  sich  auf  die  Mantelfläche  des  Stabes  bezieht    Hier  ist 

also  der  genannte  Theil  des  Integrals 

—  b  l^ds. 

Wir  nennen  •&'  den  Mittelwerth  von  ^  in  dem  Umfange  u  des  einem 
Fig.  5.       Werthe  von  p  entsprechenden  Querschnitts,  so  dass  wieder : 

Der  Stab  soll  unendlich   dünn,  seine  Krümmungen   aber 
endlich   sein;    daraus    folgt,   dass  jener  Theil    des    Ober- 
flächenintegrals 

p 


-  büß- 
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ist."*)      Für  den  durch  den  Werth  von  p  bestimmten  Querschnitt  ist 
bis  auf  unendlich  Kleines 

dn  dp 

und  daher  in  Bezug  auf  ihn 


-ß^'^-wß'- 


Nennt   man  &"  den  Mittelwerth  von  d'  für  die  Fläche  eines   Quer- 
schnitts^ so  dass  wieder: 


so  wird 


-n 


—  1^  ds  =  w 


dn  dp 

Für  den  Querschnitt  p  «^0  ist 

dn        dp 
und  daher 


-y!!-— "(^).„ 


Die   Summe  dieser  zwei  auf  die  Querschnitte  p  <«=  0  und  p  bezüg- 
lichen Glieder  ist  daher: 

-Jdn^'-^J-dp^^P' 
Endlich  ist**) 

0  0 

Setzt  man  nun  die  zu  bildende  Gleichung  zusammen  ^  so  findet  man 


/( 


^^-l>u^'-u.'i'-f)äp^O. 


dp' 

0 

Erwägt  man,  dass  p  beliebig  ist,  und  nimmt  an,  dass  &" — &'  un- 
endlich klein  ist,  so  erhält  man,  wenn  d'  {ilr  d''  und  d''  geschrieben 
wird, 

d^     .  «  ^  ,   1  a^ 

dp*  '^     w      "^  a«  dt 
oder 

^  =  a'  f  *  -  r»;  w.  z.  b.  w. 

(^t  dp^  ' 


*)  Hier  und  im  Folgenden  ist  Grösse  und  Form  eines  Querschnitts  als  un- 
abhängig von  p  vorausgesetzt    D.  H. 

p 


*•)  Da  l^dT^to  l&"dp.       D.  H. 


0 
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Eine  LiSsung  dieser  Differentialgleichung  ist 

d'  —2^'^*'  (^»  cos  (a«p)  +  Bn  sin  (unP)), 
wo  Un  beliebig  und 

Nun  sei  der  Stab  ein  geschlossener  Ring  von  der  Lange  /;  dann 
muss  d  in  Bezug  auf  p  um  l  periodisch  sein;  dem  genügen  wir, 
wenn  wir 

«11  =  «^ 

machen  und  unter  n  eine  positiye  ganze  Zahl  oder  Null  verstehen, 
a.  hat  jetzt  eine  andere  Bedeutung  als  früher.  Hier  erhalten  wir 
für  grosse  Werthe  von  i  offenbar: 

^     e=:    /^    /»-  'iot 

2  =  ^0^     • 

^0  und  /),  können  gemessen  werden,  wenn  der  Ring  an  einer  ge- 
eigneten Stelle  erwärmt  ist;  aus 

ist  dann  a  und  f,  also  k  und  h  zu  berechnen. 


Vierte  Vorlesung. 

Wärmeleitang  in  einem  cylindrischen  Stabe  von  endlichem,  rechtwinkligem 
Querschnitt.  —  Zerlegung  in  drei  Differentialgleichungen.  —  Vorgänge  für  späte 
Zeiten.  —  Die  isothermen  Flächen  sind  concentrische  Kugeln.  —  Wärmeleitung 
in  einem  krystallinischen  Medium.  —  Vereinfachung  der  Differentialgleichung 
durch  passende  Wahl  der  Coordinaten.  —  Die  isothermen  Flächen  sind  ähnliche 

EUipsoide.  —  Wärmeleitnng  in  einer  Krystallplatte. 

§  1- 

Wir  wollen  das  Problem  der  Wärmebewegung  in  einem  Stabe 
Yon  speciell  rechteckigem  Querschnitt  noch  von  einer  anderen 
Seite  aus  angreifen,  indem  wir  von  dem  Falle  ausgehn,  dass  die 
Dimensionen  des  Querschnitts  endlich  sind. 

Wir  gehen  ans  von  der  Gleichung 

und  der  Bedingung,  dass  für  die  Oberfläche 

dn 

Der  Anfangspunkt  der  Xy  y,  z  sei  der  eine  Eckpunkt  des  rechtwink- 
ligen Parallelepipedons,  die  Achsen  parallel  den  Kanten,  deren  Längen 
/',  l'\  l  seien.  Wir  suchen  zunächst  eine  particuläre  Losung  und 
setzen 

wo  Z'  nur  von  x,  Z"  nur  von  y,  Z  nur  von  z  abhängen  soll.  Diese 
Lösung  in  unsere  Di£Ferentialgleichung  eingesetzt,  ergiebt 


r^'  J»  rr'f 


eine  Gleichung,  die  nur  dann  für  alle  Wertbe  der  Veränderlichen 
gelten  kann,  wenn  alle  darin  vorkommenden  Grossen  constant  sind. 
Setzen  wir  also 
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da? 


fnrw  f 


wo  a\  a"j  a  Constante  sind,  so  heisst  die  Gleichung 

Die  drei  Differentialgleichungen  fürZ',  Z",  Z  lassen  sich  integriren. 
Unter  Berücksichtigung  der  Grenzbedingungen,  dass 

fflrx  — /'        ^f-^  —  bZ', 
und  analog  fQr  Z"  und  Z,  erhält  man 

Z'  =  C08(a  x)  +  ^  sin  (ex),      tang(a7')  =  -^,i.y,, 

Z"—  C08(aV  +  „"  8in(a».     *ang(a"'")=  --fzyt » 
Z   =co^\az\    +  ^  sin (az),       lang(c/)     _  _5_^  . 
Eine  particuläre  Losung  unserer  Diffentialgleichung  ist  also 

^  —  Z'Z"Z<?-'-'^*  •+-   '  +  a')^ 

WO  Z\  Z'\  Z   die   angegebenen   Werthe   haben.     Eine   allgemeinere 
Losung  ist'^'i: 


'« .   «»t 


wo 

Z.  =  cos(«;x)  +        sin  v««x),    tang^«;»/')  =     .,  "     - , 

Z,*  «=  Civs^iT,'!/^  +      .  siuva.'y'i,     tang(a;-7'')  =   "-,---, 

Z«  =  cosvff,^)    +  —  sin  \a^z\^      tang(a«/)  =  -TZ^üt  • 

L>iese  Losung  lasst  sich  jedem  Anfangsiustande  anpassen,  Toraus- 
gesetzt«  da^  jede  Function  Ton  r  sich  nach  den  Grossen  Z«  ent- 
wickeln lasst 

*'  Die  iiKVssen  '/.^  und  «^  sind  ofTenKu-  identaach  mit  den  früher  so  be- 
leiohnetjen  lirCW«eii.    D«  H, 
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§2.        ^ 

Je  grösser  t  wird,  um  so  näher  wird  ff  durch  diejenigen  Glieder 
dargestellt,  fOr  welche 

die  kleinsten  Werthe  hat.    Der  kleinste  Werth  hiervon  ist 


wobei  nach  S.  37 


tang  -5^  =  ;^>  , 

tang -V  =  iT,- > 
tang-^  =  -^ 


und  Ä,'/',  «/'/",  «,/  zwischen  0  und  n  liegen. 

Was  den  nachstkleinsten  Werth  anbetrifft,  so  erhält  man  durch 
Differentiation  der  Gleichung: 

a/  =  arccotg|(|-^) 


ada  i=z  ^  dl 


a« 


1+       2^ 


6»  +  «« 
Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration   von  /  bis  /'  der  Werth  von 

a(^  —  aj2  und  von  a^^  —  a^.  i 

Ist  nun  /  >  /',  wie  wir  annehmen  wollen,  so  sind  beide  Differenzen  i 

positiv,  und  ausserdem,  da  a,  >  a,  (für  jeden  Werth  der  Integrations- 

yariabeln  /) 

«2'^  —  «2^   >  «/^  —  «1' 
oder: 

Ebenso  ist,  wenn  /  >  /"  angenommen  wird:  | 

und  hiemach:  | 

ffj'2  +  «r*  +  «2^ 

der  nächstkleinste  in  Betracht  kommende  Werth.'*') 

Wir  nehmen  nun  t  so  gross  an,  dass  %>  durch  die  zwei  ersten 
Glieder  der  Reihe  darstellbar  ist;  wir  bezeichnen  durch  •^'q  und  ^<  die 
Werthe  von  -ö*  für  ^«=0  und  z==/  und  gleiche  Werthe  von  x  und  y; 
dann  wird**): 

*)  Dieser  Beweis  ist  im  Manascript  des  Verf.  nur  ganz  kurz  skizzirt  und 
vom  Herausgeber  ausgearbeitet  worden. 

**)  Hierbei  ist  benutzt,  dass  nach  S.  36  für  ;5  =  Z    Zj  =  +  1  und  Z,  =  -  1. 
Die  Grössen  A^  und  A^  hängen  noch  von  x  und  j/  ab.    D.  H. 
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^o  +  ^i 


*o  — -^1 


wo 

^, -«»«,»  +  /•», 

Setzen   wir  nun  bV  und  fr/"  als  unendlich  klein   voraus,  so  haben 
wir  (indem  --—  för  tang(^-— -j  gesetzt  wird) 

also 

in  Uebereinstimmung  mit  dem  Früheren.    Vgl.  S.  34. 

Von  der  Voraussetzung,  dass  /'  und  /"  unendlich  klein  sind,  ist 
hier  nur  bei  der  Auflosung  der  Gleichungen  für  a(  und  a('  Ge- 
brauch gemacht;  diese  Voraussetzung  ist  daher  bei  der  ganzen 
Methode  unwesentlich.  Wir  werden  nach  unseren  Betrachtungen 
beurtheilen  können,  ob  bei  gewissen  Dimensionen  des  Querschnitts 
dieser  als  unendlich  klein  bezeichnet  werden  darf,  und  die  etwa 
nöthigen  Correctionen  anbringen. 

Wir  führen  ein  Beispiel  an.  H.  Weber*)  fand  für  einen  Eisen- 
stab, bei  dem 

/'  =  /'  —  7,5  mm,    /  —  230,4  mm, 
bei  40«  C 

k  «="  14,85,     h  ^0,00266,  wenn  1  sec  =  1,    1  mm  =  1,    1  mg  »  l. 

Daraus  folgt 

^=*.«  0,00018,    &/'  =  ^/"  —  0,00134. 

Während  die  Annahme,  dass  hV  ^hV  unendlich  klein  ist, 

p  c»  an  - 

giebt,   ergiebt  die  genauere  Rechnung**) 

♦)  H.  Weber,  Pogg.  Ann.  146,  p.  267.  1872. 
**)  Man  setze  in  der  Gleichong: 

*«-2 < 


^2  2     V    ~   .S  4      / 


und  in  dem  Gorrectionsgliede  den  Näherungswerth 

a/«--^.-.     D.  H 
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r  -=  an  J(l  -  y:)  =  an  J  (1-0,0002). 

Dieser  Unterschied  ist  so  klein,  dass  er  bei  der  beschränkten  Genauig- 
keit, die  die  Versuche  zulassen^  das  Resultat  nicht  merklich  entstellen 
kann.  Aus  anderen  Gründen  ist  es  aber  zweckmässige  die  Quer- 
dimensionen grosser  zu  wählen;  es  würde  vortheilhaft  sein,  dabei  sich 
nicht  in  den  Grenzen  zu  halten,  innerhalb  deren  dieselben  als  un- 
endlich klein  angesehen  werden  können,  und  die  für  endliche  Dimen- 
sionen aufgestellten  Formeln  zu  benutzen. 

§3. 

Verfolgen  wir  nun  die  Wärmebewegung  in  einer  Kugel  unter 
der  Voraussetzung,  dass  ^  nur  eine  Function  von  r  und  t  ist.  Unsere 
Differentialgleichung 

et 
verwandelt  sich  hier,  weil 

A<^  —  ^^   \    g  ^^—  ^_^'(y») 
"^^  ~  dr*  "^  r  dr         r     dr* 


in  die  folgende: 


für  die  Oberfläche  sei 


dt  ar«    ' 


oder 

^=-^V^,    wobei    y^b-^^. 

CT  '  B 

Für  r  B=s  0  muss  ferner  rd'  verschwinden,  damit  hier  nicht  d'  unend- 
lich gross  werde.     Diesen  Bedingungen  wird  genügt  durch 

r^=2'^„e?"«'^»''sin(a„r), 

wenn  a«  der  Gleichung 

tang(aÄ)  =  —  ~ 

genügt ;  es  brauchen  offenbar  nur  die  positiven  a  benutzt  zu  werden. 


§4. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Wärmebewegung  in 
hrystallinischen  Medien.*)  Wir  haben  die  Differentialgleichungen  der- 
selben bereits  S.  10  und  9  aufgestellt  in  der  Form 

*)  Vgl.  Lamd,  Le9on8  sur  la  tb^orie  analytiqne  de  la  chaleur.    Paris  1861. 
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+?/• 


—  <lx 

—  Qv 

—  Q» 


"»  dx    +  "'»  ^7  +  "'3 

««ä^  +  ö« 

«•.     r-  +  «32  -^,   +  ö| 


a*  ,  ^   a^ 


Die  Grössen  a  nehmen  wir  als  Constante  an.     Wir  setzen 

«II  +  ^tt j.    _  I. 


2 

•2 
2 


12 


'23 


Z>. 


31 


'21» 


'32  f 


13 


und  der  Uebereinstimmung  wegen 


a 


33 


11» 
22» 


Dann  ist  die  partielle  D]£Perentialgleichung 


^'^  ay 


a«^ 


a«^ 


II 


iVt  +  *22  ;,„r  +  * 


ax«      '     "'22  ^yl-  -r  »^33   ^^« 


^^  I  o^  a^a* 


^^dy   dz 


"•"^^31    ^^    äJ"t--^«>12^i     ^y 


Dieselbe  lässt  sich  vereiufacheu  durch  Einführung  anders  gerichteter 
rechtwinkliger  Coordinaten,  die  denselben  Anfangspunkt  haben.  Eis 
seien  diese  |,  rj,  £.  Dann  sind  1^  rj,  ^  lineare  homogene  Functionen 
von  Xf  y,  z  und  umgekehrt  und  daher 

dx  y    1^  dx       j^  dx  t 

^"ä{^"*"a^^"'"at  ^' 
^""as  ^^ai/'^^at  ^' 

a«^a|  ,  a«;a»?  ,  aa^at 
'  a{  a«  "^  ai?  aaj  '^  dt  dx' 


Andrerseits  ist 


aa 

aa? 


ay  "^  as  ay  "^  aj?  äy  '^  dt  dy' 


Aber 


a^ 


?^^^  ,  a^a^  ,  aa  at 
di  de'^dnde  "*"  at  a'« 


aa; 


e;a: 


u.  s.  w. 
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Daraus  folgt*,    dass  ^ )  ^  >  7ug    dieselben   linearen  Functionen  von 
aT'  i — '  "WF  ^^^^f  ^^®  ^»  y»'^  ^^^  61  ^»  6;  i^d  daraus  weiter,  dass 

00,       /)A       PA 

man    einen  linearen  Ausdruck  von  o  ~  f  0—  i  ^0—  ii^it  constanten  Coeffi- 

dx  ^  dy  '  dz 

eienten  in  die  neuen  Goordinaten  transformiren   kann,  indem  man 
Xy  y,  z  (uT  ^,-K-f^  schreibt,  den  gewonnenen  Ausdruck  in  5, 

iy,  £  transformirt  und  öt  1  "5"  >  äT  ^^^  6>  ij;  £  setzt. 
Ferner  findet  man 

''  -  o-pv + (i:)v + m\' + 2  M  '^  s + 2  i  ff  K 


r2 


£/'    >  vai?/-'   '  v^f/'    •     ai?  at  "»  '     at  as 


ay  a^  .,  ,  ay  a^  o  ,  ay  a^  .2  Y  /?y  ?£  .  ?y  ai\  „^ 
^       ä«  a«  ^  ^  ary  dfi^  ^  dt  ds^  ^\dri  ds^ dt  dv^ ^^ 

^vat  as  ^'a|'af>'^^^vai  dn^  dn  aj/^^^ 
zx  = 

a;y  ^ 

und  andrerseits 

ax»'     ar  v^^'^ai?*  ^x/'^^t'  ^x)'^    dndtdxdx 

^     didi  dxdx'^  ^didn  dx  dx' 

a^  _ 

ay«  ~ 

a«^  _ 

ai«  "■ 

a*^      a^atai.a^a^a^.^af  aj  ,  ^^?^  (^^^^  ^^ 
dydz^  dv  dy  dz  '^ dn*  dy  dz "+"  at«  ay  a^^^ai^af^ay  a^J  "^dz  dy) 

A,^±_(dtH   i^dj\,^_(d_l  dn,Hdn\ 

"^  dtdi\dydz  '^  dz  dyf  ^  didn^dy  dz  "^  dz  dyf' 

a*»  ^ 

a^aa; 

a«^  ^ 

dxdy'^ * 

Bei  Bücksicht  auf 

as  _ai 

dx~di'  "'  ®'  ^'' 

folgt  hieraus,  dass  |^  ,  ^|- ,  ^|,  £f-^,  ^^^^  ^  rf/^.^/^^  linearen 

Functionen  von  f^ ,  f^t"  ^  l^l  >  äfff'  äfÄ '  äfal  '^°^'  ^^^  ^''  ^'^  ^'' 
yz,  zx,  ojy  von  g^,  1^',  g^,  lyj,  gg,  gij;  und  weiter,  dass  ein  linearer 
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Ausdruck  von  I^,,b«»s..>Q    q-j:.:^    »  n-ir-  n^"  constanten  Coetfi- 

cienten  in  die  neuen  Coordinaten  transformirt  wird,  indem  man  für 
diese   Grossen  x^,  y^,  z',  yZj  zx,  xy  setzt,    den   gewonnenen   Aus- 

druck   transiormirt   und   dann   c^t.  ^  ^-  •  »    ^7  0  -q^>  ~i:^r£>  litzr    ^^^ 

6^  ^?^  CS  ^S;  S6>  5^  schreibt. 

Wir  haben  also  den  Ausdruck 

in  I,  17,  £  zu  transformiren.  Wählt  man  die  Richtungen  dieser 
passend;  so  kann  man  bekanntlich  bewirken,  dass  er  gleich 

wird ;  man  hat  zu  diesem  Zwecke  die  Achsen  der  £  17  (  parallel  den 
Hauptachsen  des  Ellipsoids  F  =^\  zxx  nehmen.  (Diese  Fläche  zweiten 
Grades  ist  ein  EUipsoid;  es  wäre  sonst  das  Wärmegleichgewicht  des 
Körpers  ein  labiles,  wie  in  einem  isotropen  Körper  von  negativer 
Leitungsfähigkeit.)  A|,  An,  ilj  sind  die  reciproken  Quadrate  der  Halb- 
achsen dieses  Ellipsoids. 

Die  Differentialgleichung  S.  46  wird  dann 

.  a»«-  ,  ,  a^^  ,  .  a«^         a* 

oder,  wenn  wir 
setzen, 

a«^  I  ^:?i  o.  ^"^  ?^ 

ap,*  "■" ap,«  "^ dpV "^^^  dt' 

eine  Gleichung,  die  von  derselben  Form  ist,  wie  die  entsprechende 
für  isotrope  Körper,  von  der  wir  eine  Reihe  particulärer  Lösungen 
untersucht  haben. 

§4. 

Eine  solche  particuläre  Lösung  der  letzten  Gleichung  war  (S.  45) 

WO  f  eine  gewisse,  aber  noch  manches  Willkührliche  enthaltende 
Function  bedeutet.  Dieselbe  Lösung  kann  also  auch  in  unserem 
Falle  gelten.  *Die  isothermen  Flächen  sind  dann  in  jedem  Augen- 
blicke die  ähnlichen  EUipsoide:  p^  +/?2^  +  p^  «=  const.  oder: 

-^-  +  -5^  +  1^  =  const. 

A|  Af  k^ 
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Diese  sind  reciprok  den  EUipsoiden  F^^  const]  d.  h.  sie  haben  die- 
selben AchsenrichtuDgen  und  die  reciproken  Achsenlängen.  Es  gilt 
der  für  ^  aufgestellte  Ausdruck  unter  Anderem  für  ein  unbegrenztes 
Mittel ,  das  zur  Zeit  / «»  0  überall  dieselbe  Temperatur  hat  und  dem 
im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  (der  zu  den  genannten  EUipsoiden 
gehört)  in  beliebiger  Weise  Wärme  zugeführt  wird.  In  einem  solchen 
Falle  lassen  sich  allerdings  Messungen  nicht  ausführen.  Die  Ver- 
schiedenheit der  Leitung  in  Verschiedenen  Richtungen  hat  sieb  gezeigt 
bei  Krystallplaiten, 

Wir  denken  uns  eine  seitlich  unbegrenzte  Platte,  deren  Glei- 
chungen z  BS  0  und  z  a»  £  sein  mögen.    Dabei  sei 

für  z  —  0        qz~  —  Äd^, 

für    Z  «=  £  g,   e=s  -f.  Äd, 

wo  h  als  constant  angenommen  wird.    Die  Gleichung 

'  dx  "T""ay  "+■  de  *■       ^^  dt 

multipliciren  wir  mit  äz  und  integriren  von  z «» 0  bis  z  =»  f. 
Nehmen  wir  an,  dass  für  constante  Werthe  von  x,  y  und  /  ^  nur 
unmerklich  sich  ändert^  so  haben  wir 


0  0 


U  <  0 


/ 


^  dz  =2h%' 


0 

und  also 


«11  ^  +  («12  +  Ö2t)  äi^  +  «22  ä]^  =  7"  ^  +  <^f*  "at-  • 

Für  X  und  y  führen  wir  andere  rechtwinklige  Coordinaten  §  und  ij 
ein,  deren  Achsen  die  Richtungen  der  Achsen  der  Ellipse 

haben;    die    Halbachsen    derselben    seien    rp^  und  =7=;   setzen   wir 


dann  noch 


KX;         KT.' 


Px 


5_ 

"KT«' 

Kirchhof f,  Theorie  der  Wftrme. 
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80  wird  die  DififerentialgleichaDg  ähnlich  wie  oben: 

ä^  +  w^T^  +  ^'^i^r 

Man  findet  leicht  eine  Losung  dieser  Gleichung  ?on  der  Form 

Wenn  sie  gilt,  so  sind  die  Isothermen  die  Ellipsen 

V-  +  V-  =*  const. , 

die  reciprok  sind  den  Ellipsen 

^11^'  +  (^12  +  ^2i)^y  +  ^72l/^  '^  const. , 

in  denen  die  xy  Ebene  die  EUipsoide  ^«s  const.  schneidet.  Die 
Losung  gilt,  wenn  die  Platte  als  unbegrenzt  angesehen  werden  kann, 
zur  Zeit  ^  «>  0  überall  dieselbe  Temperatur  hat  und  ihr  im  Anfangs- 
punkte der  X,  y  Wärme  zugeführt  wird. 


Fünfte  Yorlesang. 

Mechanische  Wärnetheorie  oder  Thermodynamik.  —  Aeussere  Arbeit.  —  Er- 
haltung der  Energie.  —  Aeqaivalenz  von  Arbeit  und  Wärme.  —  Kreisprocesse.  — 
Anwendung  auf  ein  Gas  unter  Benutzung  von  Stempeln  und  Wärmereser- 
voiren.  —  Combination  zweier  Kreisprocesse.  —  Carnot*Bche8  Princip.  —  De- 
finition der  absoluten  Temperatur.  —  Anwendung  auf  einen  Ereisprocess  mit 
beliebig  vielen  Wärmereservoiren.  —  Erster,,  zweiter  Hauptsatz  der  Wärme- 
lehre. —  Existenz  und  Definition  der  Entropie. 

§  1. 

Wir  haben  uns  bis  jetzt  mit  der  reinen  Wärmelehre  beschäftigt, 
d.  h.  mit  den  ErscheinungeD,  bei  denen  allein  Temperataränderungen 
ins  Auge  zu  fassen  sind;  wir  wenden  uns  jetzt  zu  Erschein ungen, 
bei  denen  zugleich  Temperaturänderungen  und  Bewegungen  vor- 
kommen. Das  Gebiet,  mit  dem  wir  es  nun  zu  thun  haben  werden, 
pflegt  man  mechanische  Wärmetheorie  oder  Thermodynamik  zu  nennen ; 
in  neuerer  Zeit  erst,  in  den  letzten  vierzig  Jahren  etwa,  ist  dasselbe 
mit  Erfolg  angebaut;  dabei  ist  die  Vorstellung  sehr  forderlich  ge- 
wesen, dass  die  Wärme  in  Bewegung  besteht;  der  Name  mechanische 
Wärmetheorie  weist  auf  diese  Vorstellung  hin  und  bei  der  Entwick- 
lung ihrer  Sätze  pflegt  man  von  dieser  Vorstellung  auszugehen.  Wir 
wollen  aber  den  Standpunkt,  den  wir  gewählt  haben,  auch  hier  bei- 
behalten und  fortfahren,  die  Temperatur  als  eine  besondere  Eigen- 
schaft der  Materie  zu  betrachten,  die  nicht  auf  Bewegung  zurück- 
führbar zu  sein  braucht. 

Die  Physik  stellt  die  Erscheinungen,  mit  denen  sie  es  zu  thun 
hat,  dar  als  bedingt  durch  Eintvirkungen ,  die  die  Körper  auf  ein- 
ander ausüben.  Zu  diesen  Einwirkungen  gebort  die  Mittheilung  und 
Entziehung  von  Wärme,  die  wir  eben  besprochen  haben;  zu  ihnen 
gehören  auch  die  Kräfte  ^  die  in  der  Mechanik  betrachtet  werden, 
z.  B.  die  Grayitationskräfte  und  die  Drucke,  mit  denen  zwei  sich 
berührende  Körper  auf  einander  wirken ;  endlich  giebt  es  noch  andere 
Einwirkungen,  wie  elektrische  und  magnetische. 

Denken  wir  uns  ein  System  von  Körpern,  auf  welches  von 
fremden  Körpern  keine  anderen  Einwirkungen  ausgeübt  werden,  als 
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Kräfte ;  die  wir  äussere  Kräfte  nennen  wollen.  Das  System  kann 
dabei  sehr  mannigfaltige  Veränderungen  erleiden:  Bewegungen, 
Temperaturänderungen y  Aenderungen  des  Aggregatzustandes,  des 
chemischen  Zustandes.  Falls  Bewegungen  der  Theile,  auf  welche 
äussere  Kräfte  wirken,  vorhanden  sind,  so  leisten  diese  Kräfte  Arbeit\ 
wir  wollen  von  dieser  sagen:  sie  sei  von  Aussen  dem  Systeme  zu- 
geführt; das  negative  derselben  soll  heissen:  die  von  dem  System 
üach  Aussen  abgegebene  oder  die  von  ihm  geleütele  äussere  Arbeit. 
Wir  stellen  uns  vor,  dass  die  äusseren  Kräfte  nach  Willkühr  ab- 
geändert  werden  können ;  man  wird  dann  bewirken  können,  dass  das 
System  auf  verschiedene  Weisen  oder  auf  verschiedenen  Wegen,  wie 
wir  sagen  wollen,  aus  einem  gewissen  Anfangszustande  in  einen  ge- 
wissen Endzustand  übergeht.  Die  geleistete  äussere  Arbeit  ist  bei  jedem 
dieser  Wege  die  gleiche.  Dieser  wichtige,  aus  der  Erfahrung  ab- 
strahirte  Satz  pflegt  mit  dem  Namen  des  Princips  von  der  Erhaltung 
der  Energie  belegt  zu  werden. 

Stellen  wir  uns  vor,  dass  jeder  von  den  Zuständen,  die  das 
System  durchlaufen  kann,  bestimmt  ist  durch  die  Werthe  beliebig 
vieler  Variabelu,  so  rouss  es  hiernach  eine  Funktion  dieser  Variabein 
geben,  und  zwar  eine  einwerthige,  aber  mit  einer  additiven  willkür- 
lichen Constanten  behaftete,  die  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Differenz 
der  Werthe,  die  sie  für  irgend  zwei  Zustände  des  Systems  hat,  der 
äusseren  Arbeit  gleich  ist,  die  bei  dem  Uebergange  aus  dem  einen 
in  den  anderen  dieser  Zustäude  geleistet  wird.  Man  nennt  diese 
Function  die  Energie  des  Systems. 

Bestehen  die  Einwirkungen,  die  das  gedachte  System  von  Aussen 
erleidet,  nicht  ausschliesslich  in  Kräften,  sondern  findet  ausser  diesen 
eine  Uebertragung  von  Wärme  zwischen  dem  System  und  fremden 
Korpern  statt,  so  gilt  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie  in 
der  angegebenen  Form  nicht;  es  ist  dann  aber  die  Summe  der  von 
dem  Systeme  geleisteten  äusseren  Arbeit  und  der  nach  Aussen  ab- 
gegebenen Wärmemenge  für  alle  Wege,  auf  denen  das  System  aus 
einem  gewissen  Anfangszustande  in  einen  gewissen  Endzustand  über- 
gehen kann,  dieselbe;  vorausgesetzt,  dass  für  die  Wärmemenge  eine 
gewisse  Einheit,  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärmeeinheit,  ein- 
geführt ist.  Es  sind  —  wie  sich  das  kurz  ausdrücken  lässt  —  in 
Bezug  auf  das  Princip  von  der  Erhaltung  der  Energie  Arbeit  und 
Wärme  äquivalent. 

Auch  bei  einem  System,  wie  wir  es  uns  jetzt  denken,  findet  hier- 
nach der  Begriff  der  Energie  seine  Anwendung.  Es  ist  diese  eine 
Function  der  Variabein,  von  denen  der  jedesmalige  Zustand  des 
Systems  abhängig  ist,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Differenz 
ihrer  Werthe  für  zwei  Zustände  gleich  ist  der  Summe  der  geleisteten 
äusseren  Arbeit    und   der   nach  Aussen  abgegebenen   Wärmemenge, 
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während  das  System  aas  dem  einen  in  den  anderen  der  beiden  Zu- 
stande übergeht. 

Ist  der  Endzustand  des  Systems  und  sein  Aufaugszustand  der 
gleiche,  oder  hat,  wie  man  sagt,  das  System  einen  Kreisprocess  durch- 
gemacht, so  ist  die  Summe  der  geleisteten  äusseren  Arbeit  und  der 
nach  Aussen  abgegebenen  Wärmemenge  gleich  Null;  es  ist  dann, 
wie  man  sich  ausdrückt;  Wärme  in  Arbeit  oder  umgekehrt  ver- 
wandelt. 

Solche  Ereisprocesse  werden  wir  jetzt  näher  zu  betrachten 
haben. 

§  2. 

Es  ist  bekannt,  dass  eine  Gasmässe  sich  erwärmt,  wenn  sie  zu- 
sammengedrückt wird,  und  sich  abkühlt,  wenn  man  sie  sich  aus- 
dehnen lässt.     An  diese  Thatsache  wollen  wir  anknüpfen. 

Wir  wollen  uns  eine  Gasmasse  denken,  die  in  einem  mit  einem 
Stempel  versehenen  Cylinder  sich  befindet.  Bei  den  Zuständen,  die, 
wie  wir  annehmen  werden,  die  Gasmasse  durchläuft,  soll  dieselbe 
sich  immer  im  Gleichgewicht  oder  dem  Gleichgewicht  unendlich  nahe 
befinden;  dazu  gehört  auch,  dass  die  Temperatur  bis  auf  unendlich 
kleine  Unterschiede  überall  dieselbe  ist.  Diese  Temperatur  kann 
aber,  so  stellen  wir  uns  vor,  durch  Wärme,  die  mau  von  Aussen  zu- 
oder  nach  Aussen  ableitet,  beliebig  geändert  werden,  und  auch  der 
Druck  des  Gases  kann  beliebig  geändert  werden  dadurch,  dass  man 
den  Stempel  durch  Gewichte  mehr  oder  weniger  beschwert.  Der 
jedesmalige  Zustand  des  Gases  ist  dann  bestimmt  durch  die  Werthe 
zweier  von  einander  unabhängiger  Variabein;  wir  können  als  diese  an- 
nehmen die  Temperatur  %  und  das  Volumen  v\  der  auf  die  Flächeneinheit 
bezogene  Druck  p  ist  eine  Function 
von  V  und  ^,  Die  Zustandsänderungen, 
welche  das  Gas  erfährt,  Wenn  v  und  %^ 
geändert  werden,  kann  man  sich  ver- 
anschaulichen, indem  man  v  und  ^  als 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  einer 
Ebene  betrachtet;  einem  jeden  Zustande 
entspricht  dann  ein  Punkt,  einem  jeden 
Processe,  dem  das  Gas  unterworfen 
wird,  eine  Linie,  die  der  Punkt  durch- 
läuft, einem  Kreisprocesse  eine  in  sich 
zurücklaufende  Linie.  > 

z 

Wir  wollen  nun  einen  Kreisprocess 
verfolgen,  der  durch  die  Linie  ABC  DA  dargestellt  ist.    Für  die  Linie 
AB  soll  ^  gleich  der  Gonstanten  ^^,  für  CD^  =  ^^  sein,  während 
die  Linien  BC  und  DA  die  Eigenschaft  haben  sollen,  dass  bei  den 


A 


Fig.  6. 


^. 


9- 
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entsprechenden  Zustandsandemngen  des  Gases  diesem  keine  Wärme 
zugeführt  oder  entzogen  wird.  Bei  dem  Processe^  der  der  Linie  AB 
entspricht,  bei  dem  das  Gas  sich  aasdehnt ,  muss  ihm  eine  Wärme- 
menge durch  Leitung  zugeführt  werden,  da  die  Temperatur  constaut 
bleibt;  sie  sei  q^\  bei  dem  Processe  CD  muss  ihm  eine  Wärmemenge 
entzogen  werden;  sie  sei  ^j-  ^^^  während  des  Processes  geleistete 
Arbeit,  d.  h.  das  über  die  Linie  ABC  DA  ausgedehnte  Integral 


/' 


päv 

sei  a\  dann  ist  nach  dem  Satze  von  der  Aequivalenz  von  Wärme 
und  Arbeit: 

wobei  a,  9,,  q^  positive  Grössen  sind.  Wir  können  und  wollen  uns 
denken,  dass  die  Wärmemenge  q^  aus  einem  Körper  von  der  Tempe- 
ratur d*!  entnommen  sei,  und  dass  die  W^ärmemenge  q^  in  einen  Ton 
der  tieferen  Temperatur  <&,  fliesse;  wir  wollen  diese  Körper  durch  ^,,  R^ 
bezeichnen  und  W ärmer eservoirs  nennen.  Andere  Aeuderungen  als 
Temperaturänderungen  sollen  in  ihnen  nicht  vorkommen  und  diese 
sollen  als  unendlich  klein  zu  betrachten  sein  in  Folge  der  Grosse 
ihrer  Massen. 

Wird  der  gedachte  Kreisprocess  n  mal  nach  einander  ausgeführt, 
wo  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  wird  die  äussere 
Arbeit  A  geleistet,  dem  R^  die  Wärmemenge  Q^  entzogen,  dem  R^ 
die  W*ärmemenge^(>,  zugeführt,  wenn 

A  =  na,     Q^  =  nq^,     0,  =  iift, 

woraus  auch  folgt 

Wir  wollen  uns  a  sehr  klein,  n  sehr  gross  denken;  durch  passende 
Wahl  von  u  kann  dann  dem  A  jeder  beliebige  positive  Werth  ge- 
geben werden.  Unsere  Maschine^  wie  wir  die  gedachte  Vorrichtung 
nennen  wollen,  kann  eine  beliebige  positive  äussere  Arbeit  A  leisten, 
entzieht  dabei  aber  dem  R^  die  proportionale  positive  Wärmemenge 
0,  und  führt  dem  A>  die  proportionale  positive  Wärmemenge 
^2  zu. 

Wir  können  in  unseren  Formeln,  ohne  sonst  etwas  zu  ändern, 
für  n  aber  auch  eine  negative  ganze  Zahl  setzen,  wodurch  A,  0|,  Q^ 
negativ  werden.  Wir  können  das,  da  der  beschriebene  einfache 
Kreisprocess  bei  unserer  Maschine  ein  umkehrbarer  ist.  Der  Process, 
der  dadurch  dargestellt  ist,  dass  der  Punkt,  dessen  Coordinaten  r,  d 
sind,  die  Linie  ADCBA  durchläuft,  ist  die  Umkehrung  des  vorher 
gedachten;  bei  ihm  wird  die  äussere  Arbeit  —  a  geleistet,  dem  Ri 
die  Wärmemenge  — q^  entzogen,  dem  /?,  die  Wärmemenge  — q^ 
zugeführt.    Denken  wir  uns  diesen  Process  n  mal  —  wo  n  eine  posi- 
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tive  ganze  Zahl  ist  —  ausgeführt,  nennen  wir  A  die  geleistete  äussere 
Arbeit,  jß,  die  dem  ^|  entzogene,  0*  die  dem  B2  zugeführte  Wärme- 
menge, so  ist 

Gleichungen,  die  aus  den  obigen  entstehen,  wenn  man  —  n  an  Stelle 
von  n  setzt. 

§  3. 

Denken  wir  uns  nun  eine  zweite  Maschine,  welche  äussere  Arbeit 
durch  Kreisprocesse  liefert,  bei  denen  sie  Wärme  aus  B^  aufnimmt 
und  solche  an  R2  abgiebt.  Während  sie  die  positive  äussere  Arbeit 
A  leistet,  möge  sie  von  R^  die  Wärmemenge  {)/  aufnehmen  und  an 
Ä2  die  Wärmemenge  Q^  abgeben,  während  0^  und  Q^f  wie  früher, 
die  entsprechenden  Grossen  bei  der  erstgedachten  Maschine  sind. 
Nachdem  durch  die  zweite  Maschine  die  Arbeit  A  geleistet  ist,  möge 
durch  die  erst«  die  Arbeit  —  A  geleistet  werden.  Es  hat  dann  ein 
Kreisprocess  stattgefunden,  durch  welchen  die  äussere  Arbeit  Null 
geleistet,  dem  A,  die  Wärmemenge  Q^' —  0^  enlzogen,  dem  R2  die 
Wärmemenge  Q^  —  Q2  zugeführt  ist.  Nach  dem  Satze  von  der 
Aequivalenz  von  Wärme  und  Arbeit  müssen  diese  Wärmemengen  ein- 
ander gleich  sein ;  nach  dem  Carnof sehen  Principe  können  sie  nicht 
negativ  sein. 

Durch  unmittelbare  Leitung  wird  positive  Wärme  stets  von 
wärmeren  zu  kälteren  Körpern  übergeführt;  das  Camot'sche  Princip 
sagt  aus,  dass  auch  durch  Vermittelung  irgend  eines  Systems,  welches 
Kreisprocesse  erleidet,  durch  welche  keine  äussere  Arbeit  geleistet 
wird,  nie  positive  Wärme  aus  einem  kälteren  Körper  in  einen 
wärmeren  übergeleitet  werden  kann.  Auf  unseren  Fall  angewendet, 
ergiebt  dieses  Princip  unmittelbar,  dass  Q{  —  Qy  oder  Q^ —  Q^  nicht 
negativ  sein  kann. 

Sind  die  Kreisprocesse  der  zweiten  Maschine,  wie  die  der  ersten, 
umkehrbare,  so  gelten  auch  die  Betrachtungen,  die  aus  den  an- 
gestellten entstehen,  wenn  man  die  beiden  Maschinen  gegen  ein- 
ander vertauscht;  es  kann  dann  auch  Qy  —  Q^  oder,  was  dasselbe 
ist,  O2  —  O2   iiicht  negativ  sein,  d.  h.  es  muss  sein 

Wir  haben  hiernach  den  Satz: 

Wenn  eine  Maschine  äussere  Arbeit  leistet  durch  umkehrbare 
Kreisprocesse,  bei  denen  sie  aus  R^  Wärme  aufnimmt  und  an  R2 
Wärme  abgiebt,  so  sind  die  Wärmemengen  Q^  und  Q2,  welche  einer 
gewissen  Arbeit  entsprechen,  von  der  Natur  der  Maschine  im  Uebrigen 
unabhängig  und  nur  bedingt  durch  die  Temperaturen  ^^  und  ^2  ^^^ 
durch  A,   Nach  den  Betrachtungen,  die  wir  für  eine  Maschine  durch- 
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geführt  haben,  ist  Oi  •  Qt  von  A  unabhängig;*)  es  gilt  das  also  all- 
gemein für  die  Maschinen  der  bezeichneten  Art  und  für  alle  diese  ist 

wo  /*  eine  unbekannte  Function  der  beiden  angegebenen  Argumente 
bedeutet. 

§4. 

Das  Camot'sche  Princip  erlaubt  diese  Function  f  von  zwei 
Argumenten  auszudrücken  durch  zwei  Werthe  einer  Function  von 
einem  Argument.  Denken  wir  uns  drei  Wärmereservoirs  i?, ,  i?,,  ^3, 
deren  Temperaturen  ^^^  ^^^  >  '^a  ^^^^f  ^^^  nehmen  wir  an,  dass 

-Ö",  >  0^2  >  ^3  • 

Durch  einen  umkehrbaren  Ereisprocess  —  zu  dem  etwa  die  be- 
schriebene Gasmaschine  dienen  möge  —  werde  zuerst  dem  R^  die 
Wärmemenge  Q^  entzogen,  dem  B2  ^^^  Menge  O2  zugeführt,  dann 
durch  einen  zweiten  dem  R2  die  Menge  0^  entzogen,  dem  ^3  die  Menge 
Oz  zugeführt,  endlith  durch  einen  dritten  dem  R^  die  Menge  Q^  enir 
zogen,  dem  R^  die  Menge  Q^'  zugeführt.  Von  den  sechs  Grossen  Q 
können  drei,  etwa  £), ,  Q^,  Q^  beliebig  gewählt  werden;  die  drei 
anderen  sind  dann  bestimmt  durch  die  Gleichungen:**) 

Ueber  die  Grössen,  über  welche  verfügt  werden  kann,  werde  nun  so 
verfügt,  dass  erstens 

^2  =  O2 
und  dass  zweitens  die  ganze  äussere  Arbeit  gleich  Null,  d.  h. 

0,  ~  (>.'+  02—  (V+  O3  -  C>3  =  0, 
also 

Ol    -(>/=f>3'~    i>3. 

Der  Erfolg  des  ganzen  Processes  ist  dann  der,  dass  ohne  Leistung 
von  Arbeit  die  Wärmemenge  Q^  —  (),'  oder  Q^' —  Q^  aus  dem  Reser- 
voir Ä,  in  das  Reservoir  R^  übergeleitet  ist.  Nach  dem  Camot'schen 
Principe  kann  diese  nicht  negativ  sein.     Der  ganze  Process   ist  aber 

♦)  Denn  wenn  man  n  variirt,  ändert  sich  Ay  nicht  aber  Q^:  Q^.    D.  H. 
**)  Die  dritte  dieser  Gleichungen  ist  offenbar  gleichbedeutend  mit: 

^Y'^/'C^a,^,^.         D.H. 
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umkehrbar.  Wird  er  umgekehrt,  so  behalten  die  sechs  Grossen  Q 
dieselben  absoluten  Werthe,  bekommen  aber  die  entgegengesetzten 
Vorzeichen.  Auch  dabei  dürfen  die  genannten  DifiPerenzen  nicht 
negativ  werden;  sie  müssen  also  gleich  Null  sein;  d.  h.  es  muss  sein 

Qi  =  £>,', 

Mit  Hülfe  hiervon  ergiebt  sich 

Wir  wollen  nun  ^^  als  eine  willkührliche  Constante*);  ^^  und  ^2  ^^^^ 
als  Variable  ansehen;  f(p'^,  0-3)  ist  dann  eine  Function  der  einen 
Variabein  -&, ,  f(^2 » '^s)  dieselbe  Function  von  ^^  •  Bezeichnen  wir 
durch  T  eine  gewisse  positive  Function  von  d,  durch  T|;  T^  ihre 
Werthe  für  #  =  0-,  und  -9*  =  ^2,  so  haben  wir  also 

Für  einen  umkehrbaren  Ereisprocess,  bei  welchem  dem  R^^  die  Menge 
(>i  entzogen,  dem  R^  die  Menge  Q^  zugeführt  wird,  ist  daher 

^*  _  Öt  _  0 
T\       1\       ^• 

§5. 

Jetzt  können  wir  die  Definition  der  Temperatur,  die  wir  bisher 
sehr  unvollständig  gegeben  haben  (S.  erste  Vorlesung),  vervollstän- 
dige!^ Wir  haben  ein  Merkmal  für  die  Gleichheit  der  Temperaturen 
zweier  Korper  angegeben:  wenn  nach  dem  Zusammenbringen  zweier 
Körper  ihre  Zustände  sich  nicht  ändern,  so  haben  sie  gleiche  Tempe- 
ratur. Aber  über  die  Grösse  des  Unterschiedes  oder  des  Verhält- 
nisses zweier  Temperaturen  haben  wir  Nichts  gesagt.  Wir  haben 
bisher  die  Temperatur  durch  Ausdehnung  von  Quecksilber  gemessen; 
ebenso  gut  hätten  wir  die  Ausdehnung  oder  irgend  eine  andere  Ver- 
änderung durch  die  Wärme  eines  anderen  Körpers  benutzen  können, 
wenn  sie  nur  bei  der  Erwärmung  immer  in  gleichem  Sinne  v^or  sich 
geht.  Viel  besser  ist  es  aber,  die  Definition  der  Temperatur  unab- 
hängig von  den  Eigenschaften  eines  bestimmten  Körpers  zu  geben. 
Dann  werden  die  Gesetze  der  Wärmewirkungen  die  einfachste  Form 
annehmen  und  sie  werden  am  leichtesten  zu  finden  sein.  Das  er- 
reichen wir,  indem  wir  die  Temperatur  der  Function  T  gleich  setzen. 
Wir  wollen  T  die  absolute  Temperatur  nennen;  die  Temperatur,  für 
die  T  =  0  ist,  haben  wir  dann  als  den  absoluten  Nullpunkt  der 
Wärme  zu  bezeichnen. 


*)  Der  Werth  dieser  Oonstanten  ist  für  die  Bestimmung  von  fifiii  0|)  ganz 
gleichgültig,  da  er  sich  im  Zähler  und  Nenner  fortheben  muss.    D.  U. 
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Nach  der  aufgestellten  UefiDÜion  hat  man,  um  Messungen  über 
absolute  Temperaturen  aufzustellen,  den  folgenden  Weg  einzu- 
schlagen. 

Es  seien  Ry  und  7?2  ^^'^^  Körper,  deren  absolute  Temperaturen 
7,  und  Jj  sind.  Das  Instrument,  welches  man  gebraucht,  ist  irgend 
eine  Maschine,  die  durch  umkehrbare  Kreisprocesse  Wärme  in  Arbeit 
verwandeln  kann,  indem  sie  von  R^  Wärme  aufnimmt  und  in  R^ 
Wärme  Qberfübrt.  Man  messe  die  Wärmemengen  Qi  luid  Q^^  die 
bei  einem  solchen  Kreisprocess  resp.  von  Ry  aufgenommen  und  an 
R^  abgegeben  werden;  man  hat  dann 

Wenn  Tj  =  0  ist,  dann  ist  ^j  «=  0;  d.  h.  einem  Körper,  dessen 
absolute  Temperatur  Null  ist,  kann  durch  Aufwand  von  Arbeit  keine 
Wärme  mehr  entzogen  werden,  und  überhaupt  auf  keine  Weise;  wir 
werden  sagen  können,  dass  danu  keine  Wärme  mehr  in  dem  Körper 
euthalten  ist. 

Nur  das  Verhältniss  zweier  Werthe  von  T  ist  nach  der  obigen 
Gleichung  messbar.  Um  T  vollständig  zu  definiren,  könnten  wir 
den  Werth  von  T  für  eine  Temperatur  beliebig  wählen  oder  auch 
die  Differenz  der  Werthe  von  T  für  zwei  Temperaturen  beliebig  fest- 
setzen. Das  Letztere  wollen  wir  thun.  Wir  bezeichnen  die  Werthe 
von  T  für  die  Temperaturen,  die  man  O^C  und  lOO^C  nennt,  durch 
Tq  und  7|0o  und  setzen  fest,  dass 


^100   ' 

-  Tj  =  100. 

Der  durch  die  Gleichung 

§6. 

ausgesprochene  Satz,  welcher  uns  soeben  zur  Definition  der  absoluten 
Temperatur  geführt  hat,  erlaubt  eine  Verallgemeinerung,  die  wir  nun 
ableiten  wollen. 

Wir  denken  uns  eine  Maschine  Äf,  die  durch  Kreisprocesse  Wärme 
in  Arbeit  verwandeln  kann,  indem  sie  von  den  Wärmereservoirs 

■"l  »    '■•2 »    •  •  •   •    *»n ) 

deren  absolute  Temperaturen 

sind,  die  Wärmemenge 
aufnimmt 
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Wir  denken  uns  daneben  eine  zweite  Maschine  m,  die  durch 
umkehrbare  Kreisprocesse  Wärme  in  Arbeit  verwandeln  kann,  indem 
sie  Yon  zwei  Reservoirs  Wärme  aufnimmt. 

Nachdem  mit  der  ersten  Maschine  der  bezeichnete  Process  aus- 
geführt ist,  denken  wir  uns  mit  der  zweiten  die  folgenden  bewirkt. 
Zuerst  werden  R^  und  B2  benutzt  und  dabei  diesen  die  Wärmemengen 
Qu  ^2  zugeführt,  dann  /^j«  ^3  ^^^  ihnen  q^^  Qz  zugeführt,  u.  s.  f. 
Zuletzt  werden  Rn^i,  Rn  benutzt  und  ihnen  Qn-^i)  Qn  zugeführt. 
Diese  Processe  sollen  dabei  so  geleitet  werden;  dass 

Qi        =  Q2        +  ^2> 

Qz     =  ^3     +  ^s'i 


und  dass  die  durch  die  beiden  Maschinen  im  Ganzen  geleistete  Arbeit 
gleich  Null;  d.  h.  dass 

^i   —  Oi  =  On  —  Qn 

ist.*)    Es  ist  das  möglich;  denn  diese  n  —  1  Gleichungen   in  Ver- 
bindung mit  den  n  —  1  Gleichungen 

ii      4.  ?•- -  =  0 


erlauben  gerade  die  2(n  —  1)  Grossen  q  und  q'  zu  bestimmen. 

Nun  lässt  sich  das  Camot'sche  Princip  anwenden.  £s  sagt  aus, 
dass  q^  —  Q^  oder  ß,  —  q^  nicht  positiv  sein  kann.  Die  Addition 
des  letzten  Systemes  von  Gleichungen  giebt  bei  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  für  Pj»  •  •  •  f^»i-i- 

Hieraus  folgt 

^'  o-  ^*  _L       _u  ^  _  £lZ  ?!  J-  ^-?  ZJjL 

r,  "T  T,  "•"•'  +  r,  —     r,     "T"     t. 


=  io.  -  ^.)  (i  -  ^) 


Da  nun  7"^  >  7",,  so  ist  der  zweite  Factor  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichung  negativ;  der  erste  kann  nach  dem  GarnoVschen 
Princip  nicht  negativ  sein.     Daraus  folgt 

*)  Das  Resultat  aller  ProceBse  besteht  also  ausscbliesslich  in  der  üeber- 
fÜbruog  der  (Dothwendig  negativen)  Wärme  Ji  —  §1  =  ö„  —  9'„'  aus  i2„  in  i^j. 
D.  H. 
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Diese  Ungleichoug  spricht  den  sogenannten  zweiien  Haupisatz  der 
Wärmelehre  in  seiner  allgemeinsten  Form  ans.  Als  ersten  Hauptsatz 
bezeichnet  man  den  Satz  yon  der  Aequivalenz  von  Wärme  und 
Arbeit. 

§7. 

Um  nun  eine  wichtige  Anwendung  des  zweiten  Hauptsatzes  zu 
machen,  denken  wir  uns  mit  irgend  einem  System  einen  Ereisprocess 
nach  Art  des  eben  betrachteten  ausgeführt. 

Die  Wärmemengen  dQ  sollen  dabei  yon  unendlich  yielen  Wärme- 
reseryoirs  geliefert  werden,  und  zwar  die  einzelne  Wärmemenge  dQ^ 
die  dem  Systeme  zufliessen  soll,  während  es  die  Temperatur  T  hat, 
von  einem  Reservoir,  das  die  Temperatur  7-{-  £  besitzt,  wo  e  eine 
unendlich  kleine  Grosse  ist,  die  aber  dasselbe  Vorzeichen  wie  dij 
haben  muss  und  also  mit  diesem  sein  Vorzeichen  wechselt  Der 
zweite  Hauptsatz  lehrt  dann,  dass 


/^ 


Nun  denke  man  sich  den  Ereisprocess  umkehrbar  und  in  umgekehrter 
Richtung  ausgeführt.  Die  Zeichen  dQ  und  c  sollen  dabei  dieselben 
Werthe  wie  früher  bezeichnen,  sodass  dQ  nun  die  Wärmemenge  ist, 
die  dem  System  bei  der  Temperatur  T  durch  ein  Reservoir  von  der 
Temperatur  T  —  f  entzogen  wird ;  dann  giebt  der  zweite  Hauptsatz 

dQ 


/ 


>0. 


Da  nun  b  unendlich  klein  ist^  so  ist  bis  auf  unendlich  kleine  Grossen 
höherer  Ordnung 

und    daher  sind  /  j  J:  -    und  l  j,  _-     von  /  -^    nur    um    unendlich 

Eleines   verschieden.     Die   beiden   Ungleichungen   zeigen   also,  dass, 
wenn  man  nur  Endliches  berücksichtigt. 


/ 


^e_ 


y  —  0. 


Statt  dessen  können  wir  sagen:  Wird  das  System  aus  einem  ge- 
wissen Anfangszustand  in  einen  gewissen  Endzustand  einmal  auf 
einem,  dann  auf  einem  anderen  umkehrbaren  Wege  übergeführt,  so  hat 


ß 


dQ 

f 


für  beide  Wege  denselben  Werth. 
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Ist  der  Zustand  des  Systems  durch  eine  beliebige  Zahl  von 
Variabeln  charakterisiert,  so  folgt  hieraus  die  Existenz  einer  ge- 
wissen Function  dieser  Variablen  in  ähnlicher  Weise^  wie  aus  einem 
ähnlichen  Satze  die  Existenz  der  Function  derselben  Variabeln,  die 
wir  die  Energie  des  Systems  genannt  haben,  folgte.  (Vgl.  S.  52).  In 
der  That  muss  es  eine  (eindeutige,  aber  mit  einer  additiven  will- 
kührlichen  C!onstanten  behaftete)  Function  geben,  welche  die  Eigen- 
schaft hat,  dass  die  Differenz  der  Werthe,  die  sie  für  den  Änfangs- 
und  Endzustand  hat,  jenem  Integral  gleich  ist  Diese  Function  ist 
von  Clausius  die  Entropie  des  Systems  genannt  worden. 

Bezeichnet  S  diese  Entropie,  so  ist  also 

Die  Betrachtungen,  die  uns  auf  den  Begriff  der  Entropie  hier  geführt 
haben,  können  offenbar  auch  auf  den  Fall  ausgedehnt  werden,  dass 
die  Temperatur  der  yerschiedenen  Theile  des  Systems  eine  ver- 
schiedene ist;  man  kann  dann 

setzen,  wo  die  Summe  sich  auf  die  Theile  bezieht,  welche  verschie- 
dene Temperatur  T  haben.  Die  Entropie  S  ist,  wenn  die  Zustände 
des  Systems  von  beliebig  vielen  Variabein  abhängen,  eine  Function 
dieser  Variabein,  wie  es  auch  die  Energie  ü  ist.  Zu  beachten  ist 
aber,  dass,  während  der  Begriff  der  Energie  sich  auf  alle  Verände- 
rungen anwenden  lässt,  welche  ein  System  von  Körpern  erleidet,  der 
Begriff  der  Entropie  sich  nur  auf  umkehrbare  Processe  bezieht. 


Secliste  Vorlesang. 

Anwendungen  der  beiden  HanpU&tse.  —  Zastand  des  Systems  bestimmt  durch 
zwei  Variable,  als  deren  eine  die  Temperatur  genommen  wird.  —  Ansdräcke 
für  Energie  und  Entropie.  —  Fall,  dass  das  Differential  der  äusseren  Arbeit 
uasjenige  der  Temperatur  nicht  enth&lt.  —  Freie  Energie,  auch  bei  beliebig 
vielen  Variabeln.  —  System  nach  Aussen  abgeschlossen.  —  umkehrbare,  nicht 
umkehrbare  Processe.  —  Wachstbum  der  Entropie.  —  Adiabatische,  isothermische 
Processe.  —  Thermische  Ausdehnung  eines  Körpers.  —  Specifische  Wärme  bei 
constantem  Druck,  bei  constantem  Volumen  und  bei  anderen  Bedingungen.  — 
Gasförmiger  EOrper.  —  Gay  Lussac-  und  Mariotte^sches  Gesetz.  —  Messung  der 
absoluten  Temperatur.  —  Messung  des  Verhältnisses  C  :  C^  aus  der  Beobachtung 
adiabatischer  Processe,  insbesondere  aus  der  Schallgeschwindigkeit  —  ideelle 

und  wirkliche  Gase. 

§  1. 

Wir  haben  die  beiden  Hauptsätze  der  mechanischen  Wärme- 
theorie kennen  gelernt  nnd  zwei  mit  diesen  Sätzen  verbundene  Be- 
griffe: den  der  Energie  ü  und  den  der  Entropie  S.  Sie  beziehen  sich 
auf  eiu  System^  das  yerschiedene  Zustände  durchlaufen  kann,  während 
ihm  von  Aussen  Arbeit  dW  und  Wärme  dQ  zugefQhrt  wird.  Die 
Zustände  dachten  wir  uns  charakterisirt  durch  eine  beliebige  Zahl 
von  Variabein,  von  denen  U  und  S  Functionen  sind.  Immer  ist 
dann,  wenn  die  Indices  0  und  1  sich  auf  zwei  Zustände  beziehui 


1 
Ui  -  Uo  ^j\dW  +  dß) 


0 

und,  wenn  die  Veränderungen  auf  umkehrbarem  Wege  geschehen^ 

1 


^1  —  ^0  =  J  -j   ' 


Nun  sollen  Anwendungen  der  beiden  Hauptsätze  der  mechani- 
schen Wärmelehre  auf  verschiedene  Processe  gemacht  werden,  die  in 
den  Körpern  stattfinden  können,  und  mit  Hülfe  derselben  Beziehungen 
abgeleitet  werden  zwischen  den  Grössen,  die  bei  diesen  Processen  in 
Betracht  kommen. 
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Wir  wollen  nns  ein  System  Yon  Körpern  denken  —  das  sich 
auch  auf  einen  Körper  reducieren  kann  —  welches  Zustände  durch- 
läuft, die  durch  zwei  Yon  einander  uuabhängige  Variable  bestimmt 
sind.  Die  eine  yod  diesen  soll  die  absolute  Temperatur  T  sein,  wobei 
vorausgesetzt  ist,  dass  alle  Punkte  des  Systems  dieselbe  Temperatur 
haben.  Die  andre  Variable  wollen  wir  x  nennen  und  uns  vorbe- 
halten, über  ihre  Bedeutung  je  nach  dem  zu  betrachtenden  Falle  zu 
verfügen.  Der  Zustand  des  Systems,  also  die  VTerthe  von  x  und  T 
sollen  geändert  werden  können  durch  Zufuhr  von  Wärme  und  da- 
durch, dass  man  äussere  Kräfte  auf  Theile  des  Systems  wirken  und 
Arbeit  leisten  lässt.  Um  zu  bewirken,  dass  T  um  dT  und  x  um 
dx  wachse,  sei  es  nöthig,  die  Wärmemenge  dQ  zuzuführen  und  die 
äufseren  Kräfte  die  Arbeit  dfF  leisten  zu  lassen.     Wir  setzen 

dO  =Xdx+  VdT, 
dW^  Adx  +  BdT 

und  nehmen  an,  dass  X^  Yj  A,  B  Functionen  von  x  und  7,  d.  h. 
bestimmt  sind,  wenn  x  und  T  bestimmte  Werthe  haben.  Es  ist  das 
durchaus  nicht  immer  der  Fall  (z.  B.  da  nicht,  wo  die  Reibung  eine 
Bolle  spielt);  findet  es  statt,  so  ist  der  Process,  bei  dem  x  und  T 
sich  ändern,  ein  umkehrbarer \  man  braucht  nämlich  dem  dQ  und 
dem  dW  nur  die  entgegengesetzten  Werthe  zu  geben,  um  zu  be- 
wirken, dass  auch  dx  und  dT  die  entgegengesetzten  Werthe  erhalten. 
Zur  näheren  Erläuterung  des  Gesagten  diene  folgendes  Beispiel:  Es 
sei  das  System  ein  schwerer  Körper  und  eine  horizontale  Unterlage, 
auf  welcher  jener  in  einer  Richtung  mit  Reibung  verschiebbar  ist. 
Es  sei  X  die  Verschiebung,  die  der  Körper  von  einer  gewissen  An- 
fangslage aus  erlitten  hat.     Dann  ist 

dW  ^Ädx, 

wo  der  absolute  Werth  von  Ä  gleich  der  Reibung  ist;  das  Vorzeichen 
von  Ä  ist  aber  immer  dem  von  dx  gleich,  da  die  Reibung  immer 
der  Bewegung  entgegenwirkt.  Es  ist  daher  A  nicht  eine  Function 
von  X  und  7,  sondern  hängt  von  dem  Vorzeichen  von  dx  ab.  Solche 
Fälle  also  schliessen  wir  aus,  indem  wir  annehmen,  dass  Ä,  V,  A,  B 
Functionen  von  x  und  T  sind.  Zwischen  diesen  Functionen  werden 
die  zwei  Hauptsätze  zwei  Relationen  ergeben. 

§2. 

Es  sei  ü  die  Energie  des  Systems:  eine  Function  von  x  und  T, 

Dann  ist 

dü=  dO  -\-dlV 

=  (^  -f  A)dx  +  {¥+  B)  dT, 
also 
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du 

und 


somit 

dJ^+J)       dJJ+B) 

cT       '^       d'x       ' 

Das  ist  eine  dieser  beiden  Relationen. 

Es  sei  ferner  S  die  Entropie  des  Systems :  ebenfalls  eine  Function 
von  X  und  T.    Dann  ist  für  eine  umkehrbare  Veränderung: 

also 

es     X   * 
dx     7' 

dT™  T  ^ 
folglich 

das  ist  die  zweite  von  den  Relationen;  auf  welche  ich  hingewiesen  habe. 
Es  lassen  sich  dieselben  in  verschiedene  bemerkenswerthe  Formen 
bringen.     Die  Entwicklung  der  letzten  giebt 

T  ~ar      dx  5 

mit  Hinzuziehung  der  ersten  hat  man  also  die  Doppelgleichung 

X     ax_ar     ^_^ 
T  ^dT     dx  "^dx     ar  * 

Andrerseits  findet  man  aus  der  letzten  auch 

±dY      J_  fX\ 
T  dx'^dT  \T/' 

man  hat  also  auch  die  Doppelgleichung 

j_ar     A.(^^^^X\      A.(^^?iA\ 

T  dx  '^dT\dT       dx)    "^dTKdx       dT/' 


Aus  A,  B^  X^  F  kann  man  D  und  S  finden  und  zwar  offenbar  in 
verschiedenen  Formen  ausgedrückt,  da  zwischen  jenen  vier  Functionen 
zwei  Relationen  bestehn.    Wir  haben 


dx 
d_ü 

dT 


B+Y. 


Es   sei  nun   Xq    ein   beliebig   gewählter   constanter  Werth   von   x\ 
dann  ist 
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X 

a-^O^  +  fdx^A  +  X), 


«0 

T 


ü,  -^JäTiBo  +  r,), 


wobei  Uq,  Bq,  Fq  die  Functionen  von  T  bezeichnen,  in  welche 
U,  B^  Y  übergehn,  wenn  man  darin  x^  für  x  setzt^  und  wobei  in 
dem  ersten  Integral  T  als  constant  zu  betrachten  ist.  Bei  ent^ 
sprechender  Bezeichnung  hat  man 


9 


T 


So 


Die  Ausdrücke  von  ü  und  S  kann  man  schreiben 

Man  sieht  hieraus,  dass  U  und  S  (bis  auf  die  additiven  Constanten, 
welche  sie  enthalten)  bestimmt  sind,  wenn  A  und  B  als  Functionen 
von  X  und  T  und  Zq  als  Function  von  T  gegeben  ist. 

Umgekehrt  sind  Ä^  B^  X,  Y  durch  ü  und  S  ausgedrückt  in  den 
Gleichungen 


X 

- 

^  dx' 

y 

^38 

1  g2" 

A 

du 

dx 

rpdS 

^  dx' 

B 

« 

du 

dT 

^dT' 

§  3. 

Wenn  x  in  gewisser  Weise  gewählt  ist,  so  lassen  sich  U  und  S, 

also  auch  A,  B^Ä,  Y  durch  eine  Function  ausdrücken.     Es  sei  so 

gewählt,  dass 

^  —  0, 

also 

dW  ^  Adx 

Kirchhoff,  Theori«  der  Wärme.  5 
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ist*),  dann  ist 

Man  setse 

dann  wird 

du         ^a^ 
ar "        ar«' 

aber  r|^.  ist 

ein 

vollständiger  Differentia 

r  ^»  -  a  /«  ag  _ 
ar«     ar  v^  ar 

man  genügt  also  dieser  Gleichung  durch 

«^-5-^11 

und  hat  so  ü  und  5  durch  die  eine  Function  ^  ausgedrückt.  Die- 
selbe ist  Yon  Helmholtz**)  die  freie  Energie  des  Systems  genannt 
worden ;  es  folgt  aus  den  Gleichungen  für  S  und  ü 

woraus  man  ersieht,  dass  in  %  ein  Glied  von  der  Form 

•       a  +  bT 

enthalten  sein  muss,  wo  a  und  b  willkührliche  Gonstanten  sind,  da 
in  U  und  S  je  eine  willkührliche  additive  Constante  vorkommt.  Für 
JCf  Y^  A,  B  hat  man 

^     a«  • 

Ä  — 0, 

^  dadT' 

^  ^  ar« 

Auch  der  Begriff  der  freien  Energie  findet  Anwendung  auf  den  Fall« 
dass  eine  beliebige  Anzahl  von  Variabein  nöthig  sind  zur  Charakte- 
risirung  der  betrachteten  Zustände  des  Systems.  Es  seien  diese 
^19  ^2  7  ...  und  T\  wieder  seien  äQ  und  dW  die  Wärmemenge  und 
die  Arbeitsgrösse,  die  dem  Systeme  zugeführt  werden  müssen,  wenn 
X],  0^2:  •  •  •  T  wachsen  um  dx^^  dx^^  •  •  •  dTj  und  es  sei 

*)  D.  h.  dass  Temperaturändening  bei  coDBtaDtem  m  nicht  mit  Arbeiti- 
leifltang  oder  •Verbraach  verbunden  ist  Die  beseichnete  Wahl  ist  immer 
möglich,  weil  sich  jede  mechanische  Arbeit  ohne  EinfQhrnng  des  Temperatar- 
begriffs  definiren  läset.    D.  ü. 

**)  H.  V.  Helmholtz,  Sitzang«ber.  der  BerL  Akad.  vom  2.  Febr.,  27.  Joni 
1882.    p.  22  n.  826.    Gesammelte  Abhdl.  II,  p.  968,  1883. 
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dO'^X^dXi  +  ^2^0:2  H h  VdT, 

wo  die  Coefficienten  der  Differentiale  Functionen  von  x^^  x^^  , .  .  T 
sind.     Auch  hier  ist  dann 

äff^dQ+  dW, 

woraus  folgt 

•   •••••        ••••        •••••••. 

ar  ~    »  dT  ^  t' 

Setzt  man  wieder 


also 


g  -  «7  -  r5, 


^'^     ar 

m 

«^-5-^||- 

^            ax,aT' 

y=- 

ar  ~ar        ar     ^ 

so  folgt  aus  den  beiden  letzten  der  obigen  Gleichungen 

s ^ 

ood  dann  weiter 

Daraus  ergiebt  sich 


§  4. 

Bevor  wir  specielle  Annahmen  über  die  Beschaffenheit  des  be- 
trachteten Systems  einführen,  wollen  wir  noch  einige  Schlüsse  ziehn 
unter  der  Voraussetzung  gewisser  äusserer  Bedingungen,  denen  das 
System  unterworfen  sein  kann. 

Stellen  wir  uns  vor,  dass  dem  Systeme  weder  Wärme  noch  Arbeit 

zugeführt  wird,  also 

dO'^O    und    dfV^i) 

oder,  wie  wir  sagen  wollen,  dass  das  System  nach  Aussen  abgeschlossen 

ist;  dann  ist 

D  =  const, 

jS  =  const. 

•)  Also  auch  hier  B  =  0.    D.  H. 
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Sind  die  mSgUchen  Zustande  des  Systemes  durch  nur  zwei  Variable 
bedingt,  so  sind  diese  durch  diese  beiden  Gleichungen  bestimmt;  es 
können  gar  keine  Veränderungen  stattfinden.  Anders  ist  es  aber, 
wenn  mehr  als  zwei  Variable  in  Betracht  kommen;  dann  sind  Ver- 
änderungen möglich,   für  die  aber  die  beiden  DiflPerentialgleichangen 

oder  die  beiden  Integralgleichungen 

U  "»  consi  9 
S  OB  const. 

gelten.  Dabei  ist  aber  vorausgesetzt,  dass  die  Verilnderungen,  die 
stattfinden,  umkehrbare  sind. 

§5. 

Es  ist  schon  darauf  hingewiesen,  dass  es  nicht -umkehrbare  Pro- 
cesse  giebt;  als  ein  Beispiel  eines  solchen  ist  die  mit  Reibung  statt- 
findende Verschiebung  eines  schweren  Körpers  auf  einer  horizontalen 
Unterlage  angeführt  (S.  63);  andre  Beispiele  sind:  die  A^iflösung 
eines  Salzes  in  Wasser,  die  durch  einen  elektrischen  Funken  zu  be- 
wirkende Vereinigung  von  Wasserstoff  und  Sauerstoff  zu  Wasser,  die 
Temperatur-Ausgleichung  y  die  stattfindet,  wenn  man  zwei  Körper  von 
verschiedener  Temperatur  zusammenbringi  Der  Begriff  der  Energie 
ist  unmittelbar  auch  auf  Processe,  die  nicht-umkehrbar  sind,  anwend- 
bar; nicht  so  der  Begriff  der  Entropie,  der  ja  nur  auf  umkehrbare 
Processe  sich  bezieht.  (Vgl.  S.  61.)  Auch  auf  nicht-umkehrbare 
Processe  wird  aber  der  Begriff  der  Entropie  anwendbar,  wenn  die 
Veränderungen,  die  durch  dieselben  erzeugt  werden,  auch  auf  um- 
kehrbarem Wege  hervoi^ebracht  werden  können.  Das  ist  möglich 
in  dem  Falle  des  mit  Reibung  auf  einer  horizontalen  Unterlage  be- 
weglichen Körpers ;  man  braucht  den  Körper  nur  aus  seiner  Anfangs- 
lage durch  äussere  Kräfte  um  eine  beliebige  Strecke  von  der  Unter- 
lage zu  heben  y  dann  die  horizontale  Bewegung  auszuführen  und 
endlich  ihn  auf  die  Unterlage  herabzulassen;  die  Eleibung  ist  dann 
eliminirt  und  der  ganze  Vorgang  ein  umkehrbarer.  Auch  die  Auf- 
lösung eines  Salzes  in  Wasser  kann  auf  umkehrbarem  Wege  ge- 
schehn;  man  muss  das  Wasser  in  Dampf  von  genügender  Verdünnung 
übergehn  lassen,  den  Dampf  mit  dem  Salz  in  Berührung  bringen 
und  nun  seine  Condeusation  durch  Vermehrung  des  Druckes  bewirken. 
Einen  solchen  Process  werden  wir  später  ausführlich  erörtern;  ich 
führe  ihn  hier  an,  als  ein  Beispiel  dafür,  dass  Veränderungen,  die 
auf  nicht-umkehrbarem  Wege  geschehn,  oft  auch  auf  umkehrbarem 
Wege  hervorgebracht  werden  können. 
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Denken  wir  uns  ein  nach  Aussen  hin  abgeschlossenes  System, 
in  dem  nicht-umkehrbare  Processe  stattfinden,  aber  nur  Zustande 
vorkommen,  welche  ans  einander  auch  durch  umkehrbare  Processe 
entstehen  können.  Jedem  Zustande  des  Systems  entspricht  dann  ein 
gewisser  Werth  der  Entropie:  der  Werth,  der  sich  ergiebt,  wenn 
man  annimmt,  dass  die  Zustande  auf  umkehrbarem  Wege  geändert 
werden.  Die  Energie  U  bleibt  in  dem  gedachten  Falle  constant; 
nicht  so  die  Entropie  S.  Nehmen  wir  an,  es  gehe  das  System  aus 
einem  Zustande ,  auf  den  sich  der  Index  0  beziehen  soll,  über  in 
einen ;  auf  den  sich  der  Index  1  bezieht.  Den  nicht-umkehrbaren 
ProcesSy  durch  den  dieser  Uebergang  geschieht,  denken  wir  uns  zu 
einem  Kreis^toce^'A  ei^änzt  durch  Hinzufügung  von  umkehrbaren 
Veränderungen,  bei  denen  dann  aber  gewisse  Einwirkungen  auf  das 
System  von  Aussen  stattfinden  müssen.  Ueber  diesen  Ereisprocess 
ausgedehnt,  ist  nach  S.  62*) 

/    T"  **  /   T~  "^  ^^  —  ^^' 

0 

Dieser  Ausdruck  ist  nach  dem  zweiten  Hauptsatz  (8.  60)  kleiner 
oder  gleich  Null;  andererseits  ist,  da  bei  dem  Uebergange  von  0 
zu  1  keine  äussere  Einwirkung  stattfinden  soll, 


1 

/ 


mithin 

d.  h.  __ 

^t  ^  '^o  • 

Das  Resultat  ist  also,  dass  bei  dem  abgeschlossenen  Systeme  kein 
Process  stattfinden  kann,  bei  dem  die  Entropie  verkleinert  würde. 

Clausius**)  hat  diese  Schlüsse  auch  auf  das  Weltall  angewendet 
und  die  Sätze  ausgesprochen:  Die  Energie  der  Welt  .ist  constant. 
Die  Entropie  der  Welt  strebt  einem  Maximum  zu. 

Das  setzt  aber  voraus,  dass  alle  Veränderungen,  die  in  der  Welt 
stattfinden,  auf  umkehrbarem  Wege  vor  sich  gehen  könnten^***) 

Wir  haben  oben  vorausgesetzt,  dass  bei  dem  Uebergange  des 
Systems  aus  dem  Zustande  0  in  den  Zustand  1  weder  Wärme  noch 

*}  Hierbei   bedeutet  dQ  die  Wärmemenge,   welche  im  Laufe  des  Ereia- 
procesaes   aaa  einem   Reaervoir  yon  der  Temperatur  T  in  daa  System  über- 
gegangen ist.  Während  des  ersten,  nichtumkehrbaren  Theils  des  Ereisprocesaea 
lat  dQs»0,  weil  deraelbe  ohne  jede  äussere  Einwirkung  verläuft.    D.  H. 
**)  Clausiua,  Poggendorfifa  Ann.  126.    p.  400. 

**^)  Bia  jetzt  iat  noch  keine  Veränderung  aufgefunden  worden,  bei  der  dieee 
Vorauaaetzung  zu  einem  Widerspruch  mit  der  Erfahrung  führt.    D.  H. 
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Arbeit  ihm  Yon  Auwen  zogefBhrt  werde;  bei  unseren  Schlfissen  haben 
wir  aber  nar  benutzt,  dass  die  zagefflhrte  Wärme  dQ'^O  ist  So- 
bald dieses  der  Fall  ist,  muss  also 

sein.  Die  genannte  Bedingung  wird  erfüllt  sein,  wenn  das  System 
in  eine  für  Wärme  undurchdringliche  Hülle  eingeschlossen  ist,  oder 
auch,  wenn  der  Process  so  schnell  vor  sich  geht,  dass  während  des- 
selben keine  merkliche  Wärmemenge  nach  Aussen  abgegeben  oder 
von  Aussen  aufgenommen  werden  kann.  Man  nennt  solche  Processe, 
für  die  dQ^^O  ist,  adiabaiische. 

§6. 

Wir  wollen  auch  den  Fall  in's  Auge  fassen,  dass  während  des 
U eberganges  des  Systemes  yom  Zustande  0  in  den  Zustand  1  die 
Temperatur  dieselbe  bleibt,  der  Process  ein  sogenannter  isoihermischer 
ist.  Das  wird  näherungsweise  der  Fall  sein,  wenn  die  Umgebung 
des  Systems  eine  constante  Temperatur  besitzt  und  der  Process  sehr 
langsam  vor  sich  geht.  Dieselbe  Betrachtung,  die  wir  ffir  ein  ab- 
geschlossenes System  durchgefQhrt  haben,  führt  dann  auch  hier  zu 
der  Ungleichung 


/ 


äQ 


+  S. -Ä,<0; 


hier  aber  ist  nicht  dQ^»0]  dafür  ist  T  constant  and  das  Int^^  gleich 

Q 
T 

wenn  man  unter  Q  die  Wärmemenge  versteht,  die  dem  Systeme  von 
Aassen  zugeführt  ist.    Man  hat  dann  also 

-^  +  S,  -  Ä,  ^  0. 

Die  Wärmemenge  Q  wollen  wir  anders  aasdrOcken.  Es  sei  ^'  die 
dem  System  Ton  Aussen  zugefQhrte  Arbeit,  so  dass 

Die  Ungleichung  wird  dann 

also,  wenn  §  wieder  die  freie  Energie  bedentet, 

Es  ist  hierdurch  ein  Kriterium  dafür  gegeben,  ob  ein  Process  (z.  B. 
die  Auflösung  eines  Körpers  oder  eine  gewisse  chemische  Umsetzung) 
bei  gleichbleibender  Temperatur  j,von  selbst"^  d.  b.  ohne  Zufuhr  von 
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positiver  äusserer  Arbeit  geschehen  kann.  Findet  eine  solche  nicht 
statt)  so  ist 

es  muss  also  sein: 

d.  h.  ein  isothermischer  Process,  durch  den  die  freie  Energie  ver- 
grosse*rt  wird^  kann  unmöglich  von  selbst  eintreten.  Es  ist  die  Be- 
hauptung ausgesprochen,  dass  nur  solche  chemische  Processe  von 
selbst  eintreten  könnten ,  bei  welchen  positive  Wärme  entwickelt 
würde,  bei  denen  also 

Q<0        oder        U^  <  0^ 

wäre.*)    Das  ist  aber  nicht  richtig. 

§7. 

Wir  wollen  nun  bestimmte  Processe ;  zuerst  die  thermische  Aus- 
dehnung eines  Körpers,  untersuchen. 

Unser  System  sei  die  Masseneinheit  eines  im  Gleichgewicht  be- 
findlichen Körpers,  auf  dessen  Oberfläche  der  flberall  gleiche,  senk- 
rechte Druck  p  wirkt;  v  sei  das  Volumen.     Wir  gehen  aus  von  den 

Gleichungen  (8.  63) 

dO  =  Ädx+  FdT, 

dW  «^Adx^  BdT^ 

und  müssen  zunächst  über  die  Bedeutung  von  x  verfügen.   Immer  ist 

für  rfx  =  0        jI  =  -^» 

d.h.  immer  ist  Y  die  specifische  Wärme  des  Körpers  bei  constantem  x\ 
diejenige  specifische  Wärme,  welche  man  im  Sinne  hat,  wenn  man 
schlechthin  von  der  specifischen  Wärme  eiues  Körpers  redet,  und 
welche  durch  directe  Messungen  für  die  meisten  Körper  bestimmt  ist, 
ist  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Druck.  Diese  wollen  wir 
in  unsere  Rechnungen  einführen  und  zu  diesem  Zwecke 

setzen;  dann  wird  (wie  wir  schreiben  wollen) 

Dm  die  Bedeutung  von  X  zu  finden,  führen  wir  die  specifische  Wärme 
bei  constantem   Volumen  C^  ein;  es  ist  nämlich: 

^•  =  §1  fürrfv^O, 

d.h.  für    ^^dp+l^dT^O, 

also  durch  Benutzung  des  Werthes  von  dQi 

*)  Das  „Princip  der  grOasten  Arbeit"  von  Berthelot.    D.  H. 
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oder 


Ferner  ist 


äff  ^—pdvw^Adp-\-B  dT, 


i]ao,d$idv~^ildp  +  ^dT, 


cp 


woraaa  folgt: 


A^-p 
B p 


€9 

er 


dB  _  d_A 
dp       dT 


et 


Zwischen  X,  Yj  A^  B  haben  wir  «wei  Rektionen  in   ferachiedeneD 
Formen  abgeleitei     Wir  wählen  diese  (S.  64) 

'-^(ii-l^)- 


und 


Daraus  folgt  hier 


dx 


"       "  \dx  ~    ÖT)' 


dT 


Cp^C^^T 


KdT) 


und 


dp 


dC, 


—  T 


d'v 


dp  '  aT« 

Die  Ausdrücke  für  D  und  S  (S.  65) 


T 

a,-JäT{B,+  T,), 


T 

dT 


y. 


werden  hier  bei  entsprechender  Bezeichnung: 
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U^ü^  -J'dp 


Po 
T  T 


a,  =Jd T  (c„  -  p,  I J«)  ^Jd T  C,,  -p,v„ 


So  -Jdp 


ST' 

T 


Die  Dififerentialgleichung  für  eine  adiäbaiische  Veräuderang,  nämlich  *) 


^0  ""/"jr  ^Po- 


dT  ^ 

dx  ^ 
wird 

dT        T  dv 


Y  \dx        dTJ 


dp         0^  dT 

Neben  den  specifischen  Wärmen  Cp  und  Cp  hat  man  bisweilen  noch 
andere  Arten  der  specifischen  Wärme  zu  betrachten:  solche^  bei  denen 

^  einen  irgendwie  gegebenen  Werth  hat.    Es  sei  C  eine  solche; 

so  ist 

wo  für  ^  eben  der  gegebene  Werth  zu  setzen  ist.     Substituirt  man 
hier  für  Jl  seinen  Werth 

^  "^  ■*    \dp         dTj'^         ^  dT' 


SO  erhält  man 


^p        ^  dT  dT' 


§  8. 

Jetzt  wollen  wir  annehmen,  der  Körper  sei  ein  Gas,    Regnault 
hat  durch  seine  Versuche  gefunden,  dass  für  ein  solches  Cp  sich  nicht 

mit  p  ändert;  dass  also 

dC„ 

dp 

Dieser  Satz  ist  von  hoher  theoretischer  Wichtigkeit;  'aus  ihm  und 
der  zweiten  unserer  beiden  Relationen  (S.  72)  folgt 

*)  Aas  dO^O  folgt 

dx^      Y 
und  darauB  die  Gleichung  im  Text    D.  H. 


74  Sechste  Yorletnng. 

also 

wo  a  und  b  von  7  unabhängig  sind,  aber  Ton  p  abhangen  können. 

Wir  nehmen  au,  dass  sowohl  v  als  auch  T  beliebig  klein  gemacht 

werden  kann ;  es  mass  dann,  da  v  und  T  beide  positiv,  a  positiv  nnd 

b  Null  sein;*)  also 

v  —  aT, 

d.  h.  V  ist  mit  T  proportional.  Wir  sind  so  zu  einem  praktisch  an- 
wendbaren Mittel  gekommen,  um  Temperaturanderungen  su  messen 
an  den  Volnmenvergrösserungen,  die  ein  Gas  bei  constantem  Drucke 
durch  dieselben  erföhrt.  Sind  Vq  und  v^q^  die  Volumina  bei  O*'  Ü  und 
100^  C,  und  setzt  man,  wie  wir  es  schon  früher  (8.  58)  gethan  haben, 
fest,  dass  die  Differenz  der  beiden  Werthe  von  T  bei  diesen  beiden 
Temperaturen  gleich  100  ist,  so  ist 


100 

also 


fl, 


Verschiedene  Oase  mQssen  übereinstimmende  Werthe  von  T  liefern; 
das  stimmt  überein  mit  dem  sogenannten  Gay -Lussac* sehen  Gesetze, 
nach  dem,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  alle  Gase  bei  gleicher  Er- 
wärmung und  gleichbleibendem  Drucke  sich  um  gleich  riel  aus- 
dehnen. Nach  den  Versuchen  von  Regnault  und  von  Magnus  ist 
bei  dem  Drucke  einer  Atmosphäre  für  atmosphärische  Luft  und 
Wasserstoff  sehr  nahe 

5^5^^^^^  -  0,3665  «= -^ ; 

Vq  '  2,73 ' 

daraus  folgt  für  die  Temperatur  von  0®  C 

Jo ""'—  100  =  273. 

Auf  diese  Weise  haben  wir  eine  Bestimmung  der  Lage  des  absoluten 
Nullpunkts  der  Wärme  gewonnen. 

Die  Grösse,  die  wir  mit  a  bezeichnet  haben,  Ist  Yon  p  abhängig. 
Das  Marion^ sehe  Gesetz  lehrt  diese  Abhängigkeit  kennen;  nach  ihm 

ist  bei  gleicher  Temperatur  v  mit  —  proportional;  wir  haben  also 

BT 

wo  B  von  p  'rmd  T  unabhängig,  also  nur  durch  die  chemische  Natur 
des  Gases  bedingt  ist;  offenbar  ist  B  mit  dem  specifischen  Gewicht 
desselben,  bei  einer  festen  Temperatur  und  einem  festen  Druck  ge- 
messen, umgekehrt  proportional. 

*)  Denn  wäre  z.  B.  h  positiv,  bo  würde  für  kleine  Werthe  von  v    T  nega- 
tiv.   D.  H. 
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§  9. 
Führen  wir  nun  diesen  Werth  von  v  in  die  Gleichungen,  die  wir 
abgeleitet  haben,  ein.    Es  ist 

dv         B 

dv        v_ 

dp  ~       p  ' 

daher  wird  die  erste  von  unseren  beiden  Relationen  S.  72 

Cp  —  Cp  =  Ä. 

Die  Differenz  Cp  —  Cp  ist  also  von  p  und  T  unabhängig;  da,  wie 
schon  benutzt,  Cp  nicht  von  p  abhängt,  so  hängt  auch  Cp  nicht  da- 
von ab.  Nach  Versuchen  von  Regnault  ist  Cp  auch  von  T  nicht 
abhängig,  und  daher  auch  Cp  nicht;  es  sind  also  Cp  und  Cp  Con- 
stanten, die  mit  der  Constanten  R  in  der  gefundenen  Relation 
stehen. 

Für  ü  und  S  findet  sich  nach  den  Formeln  S.  73 

U  ^  Uq-^  T{Cp  —  Ä)  +  const  —  TCp  +  const , 
S  '^Cplog  T  —  Rlogp  +  const. 

Die  adiabatische  Differentialgleichung  ist 

dT        B^    T 

dp  ^  Gp'  P 
oder,  wenn 

also 

R  =  [y—X)Cp 

gesetzt  wird: 

dr  ^  y-  1    T 

dp  y      P  ' 

woraus  folgt 

log  T  =»  '^1-=^  log;?  +  const, 

eine  Gleichung,  die  keine  andere  ist,  wie 

5  =  const, 

welche  ja  allgemein  für  umkehrbare  adiabatische  Proeesse  gilt.  Zu 
dieser  Gleichung  können  wir  die  identischen  hinzufügen 

.  y  log  V  +  log  p  «=  const 

und 

log  r  +  (y  —  1)  log  t;  «=»  const. 

Die  Werthe  der  mit  const  bezeichneten  Grossen  lassen  sich  ermitteln, 
wenn  man  ein  Paar  zusammengehöriger  Werthe  yon  zweien  der  drei 
Grössen  p^  T,  v  kennt  und  auch  y  bekannt  ist. 

Den  Werth  von  y  für  verschiedene  Gase    hat  man    mit  Hülfe 
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dieser  Gleichungen  aus  Yersachen*)  zu  ermitteln  gesucht,  bei  denen 
die  Temperaturänderung  gemessen  wnrde,  die  eine  Gasmasse  erfahr, 
wenn  sie  plötzlich  zusammengedrQckt  oder  ausgedehnt  wurde.  Solche 
Versuche  sind  schwierig,  weil  sie  so  angeordnet  sein  müssen,  dass 
die  Wärmemenge  zu  yemachlässigen  ist,  die  die  Luftmasse  während 
der  Dichtigkeitsänderung  an  die  Gefässwände  abgiebt  oder  von  ihnen 
aufnimmt.  Mit  Anwendung  aller  möglichen  Yorsichtsmassregeln  fand 
Röntgen  für  trockene  atmosphärische  Luft  y  =»  1,405. 

§  10. 

Ein  indirecter  Weg  zur  Bestimmung  von  y^  der  manche  Vor- 
theile  bietet,  beruht  darauf,  dass  die  Schallgeschwindigkeit  in  einem 
Gase  von  dem  Werthe  von  y  abhängig  ist. 

Ist  ft  die  Dichtigkeit y  p  der  Druck  in  einem  Gase,  so  ist,  wie 
in  der  Hydrodynamik  gelehrt  wird,^)  das  Quadrat  der  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit einer  unendlich  kleinen  Bewegung 

o^  =  -^ . 

Beim  Schalle  wechseln  die  verschiedenen  Dichtigkeiten  so  schnell, 
dass  die  Wärme,  die  durch  Verdichtung  erregt  oder  durch  Ver- 
dünnung verbraucht  ist,  nicht  merklich  an  die  Umgebung  abgegeben 
oder  von  ihr  ersetzt  wird ;  es  ist  also  die  Beziehung  zwischen  p  und 
ft  als  die  adiabatische  anzunehmen.    Da 


so  ist  also 
also 

oder 


*»-«» 


log  p  —  y  log  fi  s=  const, 
dp  du, 

P  '^      f* 

dp  p 

(Bei  sehr  langsamen  Schwingungen  würde  Jo-const,  d.h.  ^^esconst, 

also 

dp       p 

sein.) 

Ist  o  die  Geschwindigkeit  des  Schalles,  so  ist  also 

a^^yRT. 

Nach  Moll  und  van  Beck**^)  ist  für  trockene  atmosphärische  Luft 

*)  Unter  Anderen  Röntgen,  Pogg.  Ann.  141^  p.  &52,  1870  und  148^  p.  580. 
1873. 

••)  Eirchhoff,  Mechanik,  28.  Vorlesung,  §  l. 
••♦;  Schröder  van  der  Kolk,  Pogg.  Ann.  134.  p.  463.  1866. 
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bei  (y>C,  oder  7—273: 

o  <=>  332,8  m  in  1  sec. 
B  findet  man  aus 

^  =    j  > 

WO  p  und  T  beliebig  gewählt  sein  können;   man  wähle  die  Tempe- 
ratur Yon  O^C,  /?  gleich  dem  Drucke  einer  Atmosphäre;  dann  ist 

1033  gr  9,809  m 

f%    BS — 

'^         1  qcm      (1  sec)«  * 

wenn  1  gr  die  Masse  eines  Grammes  bedeutet;  der  Werth  yon  v  ist 
dabei  nach  Begnault 

773,3  ccm 


V 


Daraus  folgt 


und,  da  r  —  273, 


und  weiter 


1  m  \2 


vp  -  78340  (i^) 
^  -  286,9  (i^)^  ^ 


ID* 


f    ^rp   -=    1»414, 

in  naher  Uebereinstimmung  mit  dem  Resultat  7on  EU5ntgen. 

§  11- 
Einen  dritten  Weg  zur  Bestimmung  von  y  bietet  die  Gleichung 

Cp  —  ^»  =  Ä, 
die  sich  schreiben  lässt 

Den  Werth  von  R  haben  wir  eben  berechnet;  Cp  kann  man  aus  yor- 
liegenden  Beobachtungen  berechnen.  Unter  Zugrundelegung  einer 
anderen  Einheit  der  Wärmemenge,  als  wir  sie  hier  benutzt  haben, 
ist  yon  Regnault  die  specifische  Wärme  der  Luft 

Cp  —  0,2375 

gefunden  worden.  Die  Einheit  der  Wärmemenge,  auf  welche  diese 
Zahl  sich  bezieht,  ist  diejenige,  welche  die  Masseneinheit  Wasser 
yon  0®  C  um  die  Einheit  der  Temperaturändernng  erwärmt,  wobei 
dann  die  specifische  Wärme  des  Wassers  bei  0<^  C«-»!  wird,  während 
wir  hier  als  Einheit  die  Wärmemenge  benutzt  haben,  welche  äqui- 
yalent  der  Einheit  der  Arbeit  ist.  Ist  x  das  mechanische  Aequiyalent 
jener  Wärmeeinheit,  so  ist  daher 

C/p     *^B     X     Cp  m 

Nun  ist  nach  Joule 


423,6  m   9,809  m a\f^  /  ^^Y     * 


1°  C         (1  BBC)* 
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Daraus  ergiebt  sich  Cp^  und  mittelst  des  Werthes  von  /?: 

y  —  1,410. 

Wir  machen  noch  einige  numerische  Angaben  Über  die  Temperatar- 
erhöhung, die  eintritt,  wenn  die  Luft  zusammengedrückt  wird,  und 
zwar  so  plötzlich,  dass  keine  merkliche  Wärme  aufgenommen  oder 
▼erbraucht  wird.  Die  Luft  habe  zunächst  das  Volumen  r^  und  die 
Temperatur  T^  *»  273,  sie  werde  dann  plötzlich  auf  das  Volumen  v 
comprimiri  Wir  wollen  die  Temperatur  T  bestimmen,  welche  sie 
dann  besitzt.     Wir  benutzen  die  Formeln  (S.  76) 

log  ^  +  (y  —  1)  log  t;  —  const, 

•og  ^0+  (y  —  1)  log  t^o«  const 
Die  Constante  ist  in  beiden  Gleichungen  dieselbe.  Durch  Subtraction 
erhält  man 

log(^)-(y-l)log(^), 
folglich 

wenn  y «»  1,410  gesetzt  wird. 
Man  findet  hieraus: 

für    -  —  4     ist      J  -  r«  —    90«  C 


«0        2      '""  '• 

1 


209«  C 
429»C. 


4 

\_ 
10 

Man  sieht^  dass  bei  plötzlicher  starker  Compression  die  Luft  in  Glüh- 
hitze versetzt  werden  kann.  Auf  dieser  Thatsache  beruht  das  pneu* 
matische  Feuerzeug. 

Die  wirklichen  Gase  zeigen,  wenn  auch  kleine,  Abweichungen 
▼on  dem  Mariotte'schen  Gesetze;  ohne  Zweifel  ist  bei  ihnen  auch 
das  ßegnault'sche  Gesetz,  nach  dem  Cp  constant  sein  soll,  nicht  in 
aller  Strenge  erfüllt,  wenn  auch  directe  Messungen  noch  keine  Ver- 
änderlichkeit von  Cp  gezeigt  haben.  Gase,  Yon  denen  man  annimmt, 
dass  sie  in  aller  Strenge  die  Eigenschaften  besitzen,  die  wir  hier 
entwickelt  haben,  nennt  man  idedle  Gase.  Man  kann  annehmen, 
dass  im  Allgemeinen  ein  jedes  Gas  einem  ideellen  um  so  mehr  sich 
nähert,  je  geringer  seine  Dichtigkeit  wird. 


Siebente  Vorlesung. 

Körper  yod  beliebigem  AggregatzuBtand.  —  Anwendang  auf  flüssiges  Wasser.  — 
Fester  cylindrischer  Körper,  der  einem  Zage  in  der  Längsrichtung  unterworfen 
ist.  —  Energie  eines  Oases.  —  Jonle'scher  Aosströmangsversach.  —  Abweichongen 
TOn  dem  ideellen  Oasznstand,  nachgewiesen  durch  die  Yersuche  von  W.  Thomson 
und  Joule,  mittelst  Ausströmen  durch  einen  Pfropf  von  Watte.  —  Modification 

des  Gesetzes  von  Mariotte  und  Gay  Lussac. 


§1. 

Die  Gleichimgeii  der  mechanischen  Wärmetheorie,  aus  denen  wir 
die  Eigenschaften  eines  ideellen  Gases  abgeleitet  haben,  wollen  wir 
nnn  auf  einen  anderen  Körper,  sei  er  fest,  flüssig  oder  gasförmige 
anwenden;  die  Voraussetzung  aber  behalten  wir  bei,  dass  der  Druck 
ein  Überall  gleicher  und  senkrechter  sei.  Wir  nehmen  zuerst  die 
Gleichung  (S.  72) 

p ^__^  'p 


dp  dT* 

oder 

Für  ein  ideelles  Gas  schlössen  wir  aus  dieser  Gleichung   und    der 
Annahme 

dc„ 

dp        ^' 

dass  V  mit  T  proportional  oder  ^  von  T  unabhängig  sein  müsse. 
Bei  einem  Körper,  bei  dem  dieses  nicht  der  Fall  ist,  muss  auch  Cp 

»t ,  „rii™,  ^,  ,««  w  ^  k«u>«.  »  ka^«.  .i,  ^  b. 

rechnen. 

Eine  sehr  auffallende  Vei^derlichkeit  des  ^  mit  der  Tempe- 
ratur bietet  das  Wasser  dar^  das  bei  etwa  4^  C  ein  Maximum  der 
Dichtigkeit  zeigt.     Wenden  wir  auf  dieses  unsere  Gleichung  an. 


dCp-~-^Tf^.lkim. 
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Setzt  man 

j  _  273     =  /, 

1«  C  =1, 

1  cm  =  1. 
80  ist  nach  Kopp*)  zwischen  ^  -»  0  und  /  «=>  25 

t,«.    _^    _fl  —  ^>'0^^   /  J.  7Jt83     ^         3.734     j) 
0,999877  l  10*  "T"      10«  10«  J 

Das  Minimum  von  v  ist  gleich  1  und  findet  statt  bei  / «»  4|08. 
Hieraus  folgt  für  t  nahe  Null 

^  -  1,54  .  10-». 

Berechnen  wir  nun  dcp  für  dp  «»  l  Atmosphäre,  also 

i  r  ^ 

Wir  haben 

7  =  273 
und,  wenn  noch 

1  sec  e»  1, 

1  Atm  -3  1033  .  980,9  —  1,013  •  10«, 

x  =  4,154.  10' 
gesetzt  wird,  so  ist 

dcj,  —  —  1,025  .  10-*. 

Das  Cp  für  /  ■»  0,  welches  für  kleine  Drucke  gleich  1  gesetzt  ist, 
würde  bei  einer  Steigerung  des  Druckes  um  100  Atmosphären  nur 
etwa  um  0,01  abnehmen ;  das  ist  zu  wenig,  als  dass  es  bei  dem  Ver- 
suche hätte  bemerkt  werden  können. 

§  2. 
Betrachten  wir  jetzt  die  andere  von  unseren  beiden  Relationen 

oder  ^* 


1    rr  \dTj 


Cn    ■""    Cm   *"'-^    ~~~    "^     X  r\ 

dp 
Die  Bedeutung  der  hier  vorkommenden  DifiEerentialquotienten  ist  die,  dass 

—  ^  der  thermische  Ausdehnungscoefficient, 

1    /)« 

—  ö—  <lie  Zusammendrückbarkeit 
t;   dp 


•)  Pogg.  Aniu  7^,  p.  1  u.  228.     1847. 
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des  Körpers  ist.     Kennt  man  diese,  so  kann  mau  hiernach  Cp  —  Cp, 
also  auch  Cp  und  c«  berechnen.    Es  ist  immer 

Cp>Cpj 

da  ^  stets  negativ  ist,  welches  auch  das  Vorzeichen  von  -^  sei. 
Bei  Wasser  ist  bei  etwa  4P  C 

also 

Cp  =  Cp . 

Berechnen  wir  Cp  fElr  Wasser  bei  0^  C.    Nach  der  schon  benutzten 
Formel  von  Kopp  ist  hier 

I;  -  -  6,1  .  10-». 

Nach  Grassi  ist  die  Zusammendrückbarkeit  des  Wassers 

1^  =  5,0  .  10-»  -~4i 5,0  .  10-". 

dp  '  1  Atm  ' 

Hieraus  folgt^  da 

Cp  —  1, 

Cp  =  0,9995. 

Auf  ähnlichem  Wege  findet  man  nach  Versuchen  von  Regnault  aus: 

Cp  —  1,0016;    Cp  =  0,9918  für  25«  C, 

=  1,0042;        =  0,9684         SO«  C. 

Auch  an  die  Differentialgleichung  eines  adiabatischen  Processes  (S.  73) 

dT        T^   dv 
dp  "  Cp  dT 

oder 

dT  ^  T     dv^ 
dp  °™  xCp  cT 

wollen   wir   ein   paar  Bemerkungen  knüpfen.     Sie  zeigt,   dass  eine 
Vermehrung  des  Druckes  Erwärmung  oder  Abkühlung   bewirkt,  je 

nachdem  ^   positiv  oder  negatiy  ist.     Beides  kommt  beim  Wasser 

vor.     Bei  diesem  fand  Joule  für  dp  =  etwa  25  Atmosphären 

dT=  — 0^008  C    für    /=    P,2  C 

—  +  0  ,020  —  110,7 

—  +  0  ,054  =  30ö,0 
in  fast  völliger  Uebereinstimmung  mit  der  Theorie. 

§  3. 

Wie  für  eine  Flüssigkeit  gelten  die  entwickelten  Formeln  auch 
für  einen  festen  Korper,  wenn  dieser  einem  überall  gleichen,  senk- 
rechten Druck  ausgesetzt  ist.   Ganz  ähnliche  Gleichungen  kann  man 

Kirchhof f,  Theorie  der  Wftrme.*  6 
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aber  auch  fQr  den  Fall  bilden,  dass  ein  cylindrischer  fester  Körper 
(ein  Stab,  Draht  oder  Faden)  nur  in  der  Richtung  seiner  Lange 
einem  Zuge  ausgesetzt  wird.  Nennen  wir  P  diesen  Zug,  etwa  das 
Gewicht,  das  an  das  untere  Ende  des  Drahtes  gehängt  ist,  während 
das  obere  fest  ist;  /  sei  die  Lange.  Nehmen  wir  Pund  Tab  Variable, 
die  den  Zustand  des  Körpers  bedingen ,  d.  h.  setzen  wir  in  den  all- 
gemeinen Formeln  (8.  63)  x  =»  P,     Wir  haben  dann 

dW  -^Pdl, 

d.  h. 

dl 
dP' 

dl 

daraus: 

dB  _dA  _  dl 

dx      df~df' 

Ferner  ist 

um  Ä  zu  finden,  führen  wir  Ci  ein;  es  ist 


A^  P 
B  =  P 


d.  h.  für 


woraus  folgt 


Ci-^^    für    dl^O, 
§pdP+^^dT=0, 

li 
Cf^    -  Ä  -^j-  +  Cp, 


also 


IL 

dP 


jr=(6'p-c,) 


dl 
fp 


dl 
df 

Daher  nehmen  die  Gleichungen  (8.  64) 

^  ~       \dx        dTj' 
dY  d    (dB  _  dA\ 

dx  '^  ^  df  \dx      df) 

r  r         T  \dT ) 

iyp   Oi  =    i ^—   , 

dP 

dc,         d^i 

dP  '^    dT* ' 

Für  eine  adiabatische  Aenderung  erhält  mau  aus  der  Gleichung  S.  73 


die  Form  an: 


dT  __  T 
dx  "~       Y 


(dB  _  d^\ 
\cx        dTj 
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Energie 

eines 

Qases. 

dT 

T 

dl 

Die  letzte  GleichaDg  zeigt,  dass  mit  der  Vermehrang  des  Zuges  eine 
Abkühlung  oder  Erwärmung  eintritt,  je  nachdem  der  Körper  bei  der 
Erwärmung  (und  gleichbleibendem  Zuge)  sich  ausdehnt  oder  zu- 
sammenzieht. Es  ist  dies  von  Joule  durch  Versuche  an  Metallstäben 
und;  in  besonders  auffallender  Weise,  an  Streifen  Yulkanisirten  Kaut- 
schuks bestätigt  worden.  Die  Metalle  dehnten  sich  bei  der  Er- 
wärmung aus  und  zeigten  demgemäss  bei  der  Yermehning  des  Zuges 
Abkühlung.  Ebenso  yerhielt  sich  Kautschuk,  wenn  die  Spannung 
einen  gewissen  Werth  nicht  überstieg;  that  sie  das,  so  wurde  das 
Verhalten  des  Kautschuks  das  entgegengesetzte:  er  zog  sich  zu- 
sammen bei  der  Erwärmung  und  erwärmte  sich  bei  weiterer  Ver- 
mehrung des  Zuges.  Was  die  Grösse  der  beobachteten  Temperatur- 
änderungen betriiBFt,  so  stimmte  diese,  auch  bei  den  Metallen,  nicht 
ganz  mit  den  theoretisch  berechneten  überein;  ja  bei  den  Versuchen 
mit  Metalldrähten  fand  Edlund  diese  Temperaturäuderungen  nur  etwa 
gleich  zwei  Drittel  der  theoretisch  berechneten.  Der  Grund  hieryon 
ist  noch  nicht  aufgeklärt;  man  kann  argwohnen,  dass  die  Temperatur- 
messungen, welche  mit  Hülfe  eines  sogenannten  Thermoelementes 
ausgeführt  wurden,  nicht  zuverlässig  genug  waren;  oder,  dass  eine 
der  Annahmen,  die  bei  der  Berechnung  der  Formel  gemacht  wurden, 
nicht  richtig  war ;  oder  endlich,  dass  die  Formel  sich  auf  diese  Ver- 
suche nicht  anwenden  lässt,  weil  bei  ihnen  innere  Reibung,  bleibende 
Dehnung  oder  elastische  Nachwirkung  eine  wesentliche  Rolle  spielen 
und  bewirken,  dass  der  Vorgang  nicht  als  ein  umkehrbarer  betrachtet 
werden  darf.*) 

§4. 

Wir  wollen  noch  einmal  zur  Betrachtung  des  Falles  zurück- 
kehren, dass  unser  Körper  die  Masseneinheit  eines  Gases  ist,  um  ge- 
wisse Betrachtungen  kennen  zu  lernen,  die  man  über  die  Ab- 
weichungen eines  solchen  von  einem  ideellen  Gase  angestellt  hat. 

Die  Energie  ü  der  Masseneinheit  eines  ideellen  Gases  ist,  wie 
wir  gesehen  haben, 

wo  C9  eine  Constante  ist.  Lässt  man  das  Gas  ohne  Zufuhr  von 
Arbeit  und  Wärme  ein  anderes  Volumen  annehmen,  so  bleibt  ü  sich 
gleich,  es  muss  also  auch  T  dasselbe  bleiben.*  Hängt  aber  O  ausser 
von  T  auch  von  v  ab,  wie  es  bei  einem  wirklichen  Gase  genau 
genommen  der   Fall  ist,  so  muss    unter   diesen   Umständen   T  sich 

*}  Vgl. hierzu  H.  Haga,  Wied.  Ann.  15,  p.  1,  1882.    D.  H. 

6* 


84 


Siebente  Vorlesang. 


änderu.  Um  zu  sehen,  ob  das  geschieht,  hat  Joule  einen  berühmten 
Versuch  angestellt  Er  schloss  das  Gas  in  ein  Gefass  A  ein,  das 
durch  eine,  durch  einen  Hahn  verschliessbare  Bohre  mit  einem  zweiten 
Gefasse  B  von  gleichem  Inhalt  communicirte,  welches  luftleer  ge- 
macht war.  Bei  dem  Versuch  wurde  der  Hahn  geöffnet.  Nach  kurzer 
Zeit  war  die  Bewegung  durch  Reibung  zerstört  und  es  hatte  das 
Gas  (auf  nicht -umkehrbarem  Wege)  das  doppelte  Volumen  an- 
genommen. Arbeit  war  dem  Gase  nicht  zugeführt.  Um  die  etwa 
zugefOhrte  Wärmemenge  und  gleichzeitig  die  schliessliche  Temperatur 
des  Gases  messen  zu  könneu,  waren  beide  Ge^se  in  eine  Wasser- 
masse gestellt,  in  welche  ein  äusserst  empfindliches  Thermometer 
tauchte.  Bei  Versuchen  mit  atmosphärischer  Luft,  bei  denen  der 
Druck  im  Gefasse  A  bis  22  Atmosphären  getrieben  war,  zeigte  der 
Stand  dieses  Thermometers  aber  nicht  die  geringste  Veränderung; 
es  verhielt  sich  die  Luft,  wie  ein  ideelles  Gas.  Es  darf  das  auch 
nicht  Wunder  nehmen:  die  Masse  der  Luft  war  zu  klein  gegen  die 
Masse  der  Gefässwandungen  und  des  umgebenden  Wassers,  als  dass 
Temperaturänderungen  des  letzteren  hätten  merklich  werden  können. 


Pig.  7. 


§5. 

Bei  anders  angeordneten  Versuchen,  die  von  Sir  W.  Thomson 
und  Joule  in  Gemeinschaft  ausgeführt  wi\rden,  sind  Abweichungen 
der  atmosphärischen  Luft  von  einem  ideellen  Gase  deutlich  hervor- 
getreten. 

In  einer  Rohre  von  Buchsbaumholz  war  ein  Pfropfen  von  Watte 
angebracht,  die  zwischen  zwei  durchlöcherten  Metallplatten  ein- 
gepresst  war.  Durch  diesen  Pfropfen  wurde  mit  Hülfe  einer  Druck- 
pumpe ein  bleibender  Luftstrom    hindurchgepresst   und   auf   beiden 

Seiten  Druck  und  Temperatur  gemessen,  wenn  der 
Zustand  ein  stationärer  geworden  war.  Hinter  dem 
Pfropfen  war  eine  kleine  Temperaturerniedrigung 
zu  constatiren.  Dies  war,  wie  wir  sogleich  sehen 
werden,  eine  Folge  davon,  dass  die  Luft  sich  nichi 
wie  ein  vollkommenes  Gas  verhält.  Fassen  wir 
die  Gasmenge  ins  Auge,  die  in  einem  Augenblick 
zwischen  den  Querschnitten  A^  und  A2  liegt,  und 
betrachten  den  Zuwachs,  den  die  Energie  dieser 
Masse  in  dem  Zeitraum  erfahrt,  in  welchem  die  Masseneinheit  Gas 
durch  den  Pfropfen  getrieben  wird.  Nach  diesem  Zeitraum  ist  die- 
selbe Gasmasse  durch  die  Querschnitte  B^  und  B2  begrenzt,  welche 
so  liegen,  dass  sowohl  zwischen  A^  und  B^,  als  auch  zwischen  A^ 
und  B2  die  Masseneinheit  Gas  sich  befindet,  v,  und  Vj  seien  die 
Volumina  zwischen  A^  und  ^^  einerseits  und  A2  und  B2  andererseits; 


'5, 


B, 

A 
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es  seien  femer  p, ,  p^  die  Drucke,  T^ ,  T^  die  TemperatoreD  hier  und 
dort;  dann  sind  r^,  p, ,  T^  und  t;,,  Pj»  ^2  specielle  Werthe  der 
Yariabeln,  die  wir  bisher  mit  t;,  /?,  T  bezeichnet  haben.  Die  zu- 
gehörigen, auf  den  Fall  der  Ruhe  bezüglichen  Werthe  der  Energie 
seien  27,  und  V^.  ü^  und  ü^  können  wir  dann  auch  als  die  Energien 
der  zwischen  A^  und  B^  und  zwischen  A^  und  B^  befindlichen  Gas- 
mengen betrachten,  indem  wir  die  lebendigen  Kräfte  derselben  yer- 
nachlassigen,  was  bei  der  Langsamkeit  der  Strömung  erlaubt  ist.  In 
der  Differenz  Ü2  —  ü^  haben  wir  dann  den  Zuwachs,  den  die  Energie 
des  Gases,  das  in  einem  Augenblick  zwischen  ^,,  ^  liegt,  erfahrt 
in  dem  Zeitraum,  den  es  gebraucht,  um  in  die  Lage  j^,,  B^  zu 
kommen,  da  die  Energie  der  Gasmenge  zwischen  ^,,  A^  in  den  beiden 
Grenzen  dieses  Zeitraumes,  des  stationären  Zustandes  wegen,  die- 
selbe ist.  Die  Differenz  U^  —  U^  ist  also  gleich  der  Summe  der 
Arbeit  und  der  Wärmemenge,  welche  der  gedachten  Gasmenge  in 
der  gedachten  Zeit  von  Aussen  zugeführt  sind.  Die  zugeführte  Arbeit 
ist  offenbar: 

Die  Yon  Aussen  zugeführte  Wärmemenge  ist  eine  kleine  negative 
Grösse ;  in  dem  Pfropfen  wird  nämlich  durch  Reibung  Wärme  erzeugt 
und  ein  Theil  yon  dieser  wird,  auch  beim  stationären  Zustande,  durch 
die  Holzröhre  hindurchgeleitet  werden  und  in  die  Atmosphäre  ent- 
weichen. Bei  der  geringen  Leitungsfähigkeit  des  Holzes  wird  aber 
dieser  Theil  sehr  klein  sein  und  vernachlässigt  werden  können.  Ist 
das  der  Fall,  so  ist  die  Wärme,  welche  das  strömende  Gas  an  Pfropfen 
und  Röhre  abgiebt,  gleich  Null  zu  setzen,  d.  h.  es  ist: 

^2  —  ^1  =Pl^i—P2^2' 

Diese  Differenz  U2  —  Ui  lässt  sich  aber  noch  auf  andere  Weise  aus- 
drücken. Von  den  Zuständen,  auf  welche  die  Indices  2  und  1  sich 
beziehen ,  ist  in  unserem  Falle  der  eine  aus  dem  anderen  auf  einem 
nicht*  umkehrbaren  Wege  heryorgegangen ;  er  kann  aber  auch  auf 
umkehrbarem  Wege  in  ihn  yerwandelt  werden,  und  da  die  Aenderung 
der  Energie  von  dem  Wege  der  Ueberführung  unabhängig  ist,  so 
können  wir  Ü2  —  üi  berechnen  aus  den  Formeln,  welche  wir  bei  der 
Betrachtung  umkehrbarer  Proeesse  abgeleitet  haben.  Wir  wollen  die 
Rechnung  ein  wenig  dadurch  vereinfachen,  dass  wir  die  Zustände 
2  und  1   als  unendlich  wenig  verschieden  von  einander  annehmen; 

setzen  wir  dann 

U2  -  Ü^  =  d0y         ^,  —  U, 

P%  —  Px'^^P^        Pi'^P    etc., 
so  haben  wir,  wenn  wir  p  und  T  als  unabhängige  Variable  benutzen, 
nach  unseren  früheren  Betrachtungen  auf  S.  73 

äU äp{p^  +  T§})+dT{c,-p§}). 


86  Siebente  VorleaoDg. 

Die  fttr  unseren  Versuch  abgeleitete  Gleichung  wird  aber 

du d{pv) rfp .  ^»  +  p|£^  _  dr.  p  |1; 

durch  Subtraction  erhält  man  daher: 

^  «  A  (t  1'  -  v\ 

dp      C^y  dT      ")■ 

§6. 

In  der  letzten  Gleichung  bedeutet  —  dT  die  Temperaturernie- 
drigung  hinter  dem  Pfropfen;  sie  wäre  gleich  NuU^  wenn  das  Gas 
ein  ideelles  wäre,  weil  für  ein  solches  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
verschwindet.    Thomson  und  Joule  fanden  für  atmosphärische  Luft, 


wenn 


r,  =  273  +  15, 

P2'^  1  Atmosphäre 

war,  folgende  zusammengehörige  Werthe: 

Pi  —  P2'  0,43  1,26  4,18  Atm 

r,- 7^:0,108        0,365        1,10«  C, 
und  daraus 

?^?-=-?^  =  0,26. 
Pi  —  Pt         ' 

Versuche  bei  verschiedenen  Temperaturen  ergaben: 

^^-^^  =  ^ ,        «  —  0,28  .  (273)'. 

Für  Kohlensäure  zeigte  sich  dieselbe  Formel  erfüllt,  wenn 

a  =  1,39  .  (273)2 

gesetzt  wurde.    Der  Umstand,  dass  T^  —  T.^  mit  pj  —  P2  proportional 

ist,  erlaubt  zu  schliessen,  dass,  wenn  man  p.^ — p^  unendlich  klein 

=  dp   macht   und   den   entsprechenden  Werth    von   Jj  —  T^^  dT 

setzt,  auch 

dT       ^ 
dp  "  T« 

ist.    Diese  Gleichung  nun  in  Verbindung  mit  der  vorher  für  -^  ab- 
geleiteten giebt: 


oder 


J-  ^       *'  ■=*  ^P  5T 


(t) 


C.    « 


dT        "^  r* ' 

eine  Di£ferentialgleichung  für  r,  als  Function  von  T.  Wir  multi- 
pliciren  sie  mit  dT  und  integriren,  während  wir  p  als  constant  be* 
trachten.  Bei  einem  ideellen  Gase  ist  Cp  von  T  unabhängig;  bei 
einem  wirklichen  wird  das  nicht  staltfinden,  aber  die  Aenderungen 
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werden  nur  klein  sein,  und  man  vemacfalassigt  nur  kleine  Grössen 
höherer  Ordnung,  wenn  man  dabei  Cp  als  constant  betrachtet;  da- 
durch erhält  man 

wo  die  Coustante  der  Integration  von  p  abhängig  sein  kann.  Man 
nimmt  an,  dass  für  unendlich  grosses  T*)  jedes  Gas  sich  wie  ein 
ideelles  verhält,  also 

^  =^ 

wird;  dadurch  ergiebt  sich 

BT        Cj^a     \ 


p  3     r« 

Diese  Gleichung  stellt  auch  in  befriedigender  Weise  die  Abweichungen 
Yom  Mariotte'schen  und  Gay  Lussac'schen  Gesetze  dar,  welche  Regnault 
bei  der  Kohlensäure  durch  directe  Messungen  gefunden  hat. 
Noch  bemerken  wir,  dass  die  Gleichung  (S.  72) 


dCp  __^  a«r 


dp  ar«' 

hiernach  giebt:**) 

oder 

log  Cp  «=  2«  ~  +  const. 

Die  Gonstante   konnte    von    T  abhängen;  aber  für  jedes  unendlich 

kleine  p  verhält  sich  jedes  Gas  wie  ein  ideelles,  ist  also  seine  speci- 

fische  Wärme  unabhängig  von  T\  daher  ist  es  auch  diese  Gonstante. 

Setzt  man 

C  ^ 


für  p  =  0        Cp  =  ( 

so  ist 

• 

oder  auch 

G                 p 

log  /o  —  2«  ^3 

*)  Bei  nicht  unendlich  groBsem  p.    D.  H. 
**)  Sowohl  im  ManuAcript  des  Yerf.  als  auch  in  einer  Nachschrift  dieser 
Stelle  steht  hier  und  in  den  drei  folgenden  Gleichungen  T^  statt  T'  rechts  im 
Nenner.    D.  H. 
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Aenderang  des  Aggregatzastandes ,  zanächst  durch  Yerdampfang  einer  Flüssig- 
keit. —  Verdampfungswärme.  —  Specifische  Wärme  „des  gesättigten  Dampfes", 
speciell  für  Wasserdampf.  —  Berechnung  der  Dampfdichte  ans  der  Verdampfongs* 
wärme  nnd  aas  der  Abhängigkeit  der  Dampfspannung  von  der  Temperatur, 
speciell  für  Wasser.  Abweichung  vom  ideellen  Gaszustand.  —  Energie  für 
ein  System  von  Flüssigkeit  und  Dampf.  —  Näherangsformel  für  die  Dampf- 
spannung mit  Anwendung  auf  den  Quecksilberdampf,  nnd  für  die  specifische 

Wärme  eines  Dampfes. 

§  1 

Es  soll  jetzt  die  Aenderung  des  Aggregatzustandes  eines  Korpers 
untersucht  werden:  zunächst  die  Verdampfung  einer  Flüssigkeit  und 
die  Condensation  eines  Dampfes  zu  Flüssigkeit. 

In  ein  Gefass,  dessen  Inhalt  nach  Willkühr  reriLndert  werden 
kann,  etwa  in  einen,  durch  einen  beweglichen  Stempel  verschlossenen 
Cylinder,  möge  .  die  Masseneinheit  einer  Flüssigkeit  gebracht  sein. 
Je  nach  der  Stellung  des  Stempels  ist  ein  grosserer  oder  kleinerer 
Theil  der  Flüssigkeit  in  Dampf  übergegangen,  der  den  Baum  über 
der  Flüssigkeit  erfüllt  und  hier  im  Maximum  der  Dichtigkeit  Tor- 
handen  ist;  sein  Druck  muss  also  gleich  dem  Maximum  des  Druckes, 
den  der  Dampf  bei  der  stattfindenden  Temperatur  aushalten  kann: 
gleich  der  Spannung  des  Dampfes  sein.  Es  sei  dieser  Druck  gleich  p^ 
eine  gewisse  Function  der  einen  Yariabeln  T  allein.  Als  zweite 
Variable  zur  Bestimmung  des  Zustandes  des  Systems  nehmen  wir 
die  Masse  x  des  gebildeten  Dampfes.  Ist  s  das  ^^specifische  Volumen" 
des  Dampfes,  ö  das  der  Flüssigkeit,  so  ist 

t;  a=B  äX  +  ö{l  —  x) 

wo  auch  s  und  ö  reine  Temperaturfunctionen  sind.   Ferner  hat  man,  da 

nach  S.  63 

dW  =  Adx  +  BdT, 
folglich: 


und  daraus: 


Die  Gleichung 
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dB dA        dpSü        dp  ,  X 


dQ  =  Ädx+  YdT 

zeigt  weiter,  dass  X  das  ist,  was  man  die  latente  Wärme  des  Dampfes 
oder  die  Verdampfungswärme  der  Flüssigkeit  nennt*),  und  dass 

T'^Hx  +  Cil—  x) 

ist,  wo  H  und  C  die  specifischen  Wärmen  des  Dampfes  und  der 
Flüssigkeit  sind,  welche  sich  auf  den  Fall  beziehn,  dass  p  mit  T  so 
Yariirt,  dass  es  stets  der  dieser  Temperatur  entsprechenden  Dampf- 
spannung gleich  ist.  **)    Die  beiden  allgemeinen  Gleichungen  (S.  64) 

X       dB       dA 


und 


geben  daher  hier 


und 


x^dY        d    fX 

T  dx  "^ 


H  -  C=  T 


dx        dT 
T  \T/ 


dT 

Hier  ist  Einheit  der  Wärmemenge  das  Aequivalent  der  Arbeits- 
Einheit;  führen  wir  die  Wärmemenge  als  Einheit  ein,  welche  die 
Masseneinheit  Wasser  von  0®  C  um  die  Einheit  der  Temperatur- 
änderung erwärmt,  und  setzen  wir  zu  dem  Zwecke 

C  =  xc, 

X  ==  xr, 
so  werden  diese  Gleichungen 

r  =  J-r(.-.<r)^P 


dl 


h  —  c=T 


1© 

dT 


*)  D.  h.  diejeDige  Wärmemenge,  die  von  Aussen  aufgenommen  wird,  wenn 
die  Mas^neinheit  der  Flüssigkeit  bei  constanier  Temperatur  (und  folglich  con- 
stantem  Druck)  verdampft    D.  H. 

*♦)  r  ist  nämlich  die  specifische  Wärme  des  Systems  für  dx  =  0.  Diese 
specifische  Wärme  zerfällt  in  zwei  Theile^  von  denen  der  eine,  Hx,  dem  dampf- 
förmigen, der  andere,  (7(1  —  x),  dem  flüssigen  Bestandtheil  des  Systems  zu  Gute 
kommt.    J9  und  C  hängen  nur  ?on  der  Temperatur  ab.    D.  H. 


90  Achte  Vorlesung. 

§  2. 

Als  auf  ein  Beispiel  wollen  wir  diese  Gleichungen  anf  den 
Wasserdampf  anwenden  und  zunächst  zusehn,  welche  von  den  in 
ihnen  vorkommenden  Grössen  für  diesen  durch  Versuche  mit  Ge- 
nauigkeit bekannt  geworden  sind.  Zu  diesen  gehört  c,  das,  wie  wir 
zeigen  wollen,  gleich  Cp^  d.  h.  gleich  der  specifischen  Wärme  bei 
constantem  Druck,  gesetzt  werden  kann. 

Nach  einer  früher  (S.  73)  abgeleiteten  Formel  haben  wir  bei 
den  jetzt  gebrauchten  Zeichen 

Berechnen  wir  hiemach  c  für  die  Temperatur  von  lÖO^  C.  Hier  ist 
p  es  ]  Atmosphäre,  femer  hat  man  nach  Regnault 

p  df^  760  *  IOC 
also 

.       %  =  1?'^  .  1,013  .  10«  «  3,624  .  10* . ,!^,.,,n 7 

dT        760        '  '  1  cm(l8ec)«  1®C' 

nach  Kopp  ist  für  die  Ausdehnung  des  Wassers  bei  constantem 
Druck : 

do         c^r.     i/x-4    (lern)« 
_  =  Ö,0.1Ü      p-joc 

r  «  373  .  1«  C. 

J-«  2,407.  10-«  ^^^-'4-, 

Ueberdies  ist  nach  Begnault 

cp  =  1,013; 
daraus  folgt 

c  «  1,013  —  0,00026  =  1,01274. 

Diese  Zahlen  unterscheiden  sich  nicht  in  den  Ziffern,  die  verbürgt 
werden  können,  und  dürfen  daher  als  gleich  betrachtet  werden. 
Aehnlich  ist  es  bei  anderen  Temperaturen.  Nach  Regnault  ist  zu 
setzen 

Ferner  ist  nach  Regnault 

r  =  606,5  +  0,305  t  —  fcdt 

0 

« 
und  demselben  Physiker  verdanken  wir  Tafeln,  welche  p  als  Function 

von  /  darstellen.  Da  auch  6  bekannt  ist,  so  enthalten  unsere  beiden 
Gleichungen  nur  die  zwei  Unbekannten  h  und  5,  die  aus  ihnen  be- 
rechnet werden  können.    Wenn  man  sich  erlaubt,  (mit  Clausius)  den 
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Werth  von  r  in  folgender  Form  zu  achreiben,  welche  etwa  in  dem 
Intervall  von  (fi  C  bis  200»  C  richtig  ist: 

r  =  607 -0,708/, 


80  findet  man  aus 


nunmehr:*) 


^'^  df       T 
800,3 


1,013  — 


273  +  « 

und  bei  genauerer  Rechnung  nahe  übereinstimmend  hiermit 

für    /  =  0  Ä  =  —  1,916 

100  -  1,133 

150  —  0,879. 

Es  ist  also  h  (;;die  specifische  Wärme  des  gesättigten  Wasserdampfes'' 
nach  Clausius)  negativ.  Sehen  wir  zu,  was  das  besagt.  Wenn  T 
wächst,  so  wächst  auch  p,  aber  s  nimmt  ab;  das  ist  bei  allen 
Dämpfen  der  Fall.  Drückt  man  eine  Menge  gesättigten  Dampfes 
auf  ein  kleineres  Volumen  zusammen  und  sorgt  durch  Zufuhr  oder 
Entziehung  von  Wärme  dafür,  dass  er  gerade  gesättigt  bleibt,  so 
steigt  hiernach  seine  Temperatur.  Dass  h  negativ  ist,  sagt  aus,  dass 
man  dabei  dem  Dampf  hat  Wärme  entziehen  müssen.  Entzieht  man 
ihm  keine  Wärme,  so  Mprd  seine  Temperatur  zu  hoch,  als  dass  er 
gesättigt  wäre;  er  ist  überhitzt.  Wenn  man  umgekehrt  den  ge- 
sättigten Dampf  sich  ausdehnen  lässt,  so  muss  man  ihm  Wärme 
zuführen,  damit  er  gerade  gesättigt  bleibt,  obwohl  seine  Temperatur 
abnimmt.  Führt  man  ihm  keine  Wärme  zu,  so  muss  ein  Theil  des- 
selben sich  tropfbar  flüssig  niederschlagen.  Diese  zuerst  von  Clausius 
gezogene  Folgerung  ist  zuerst  von  Hirn  in  sehr  einfacher  Weise 
experimentell  bestätigt  worden.  Ein  cylinderförmiges  Gefäss  von 
Metall  war  an  seinen  beiden  Enden  mit  Glasscheiben  verschlossen,  so 
dass  man  hindurchsehen  konnte.  Dieses  Gefäss  war  mit  Wasser- 
dampf von  hohem  Druck,  der  vollkommen  durchsichtig  war,  gefüllt. 
Wurde  ein  Hahn  geöffnet,  so  strömte  ein  Theil  des  Dampfes  in  die 
Atmosphäre;  der  zurückbleibende  Dampf  dehnt  sich  aus.  Es  zeigte 
sich  ein  dichter  Nebel  im  Cylinder  in  Folge  davon,  dass  ein  Theil 
des  Dampfes  tropfbar  flüssig  wurde. 

*)  Nach  der  Begnault'schen  Formel  ist: 

c  + ^«0,306, 

also: 

r       /.  o/xc       607  -  0.708  t 

h  «  0,306 ,--— , 

'  5J73  +  t       ' 

und  daraus  die  Formel  im  Text.    D.  fl. 


^ 
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Nicbt  alle  D&mpfe  Terbalten  sich  in  dieser  Beziehung,  wie 
Wasserdampf.  Bei  Aetherdampf  ist  h  positiv;  er  zeigt  die  Nebel- 
bildung  bei  der  Compreasioo  und  nicht  bei  der  AusdebnuDg.  Bei 
Cbloroformdampf  ist  h  negativ  oder  positiv,  je  nachdem  t  kleiner 
oder  grÖBser,  als  etwa  130**  C  ist. 

§3. 
Die  andere  von  unseren  beiden  Relationen  (S.  S9)  wollen  wir 
nun  benutzen,  um  fOr  verschiedene  Werthe  von  I  s  zu  berechnen. 
Dabei  ist  es  zuerst  n&thig,  die  Werthe  von  ^  zu  ermitteln.  Das 
kann  geschehn  mit  HQlfe  einer  von  Regnault  gegebenen  Tabelle,  die 
die  Werthe  von  p  von  Grad  zu  Grad  angiebt.  Wir  geben  von  einer 
bekannten  Interpolationsformel  aus.  Es  sei  t  eine  Variable,  und 
"ot  ''i )  «K  •  •  •  die  Werthe  einer  Function  von  r  fOr  f  -=>  0,  1,  2,  -  ■  ■. 
Wir  bilden  die  Differenzen 

und  bezeichnen  dieselben  so,  dass  dieses  Schema  wird 


"i  ""  "o  +  *o  > 

a,  —  flg  +  3*0  -f-  3co  +  d, 
u.  8.  w.;  die  Coefficienten  sind  die  sogenannten  Binomialcoef^cieuten. 
Bildet  man  den  Ausdruck 

«. + '*. + '^  -. + '^'v'^.-r--  ".+  ■•. 

so  hat  dieser  demzufolge  die  Eigenschaft,  fOr  /  ^  0, 1, 2  . . .  die  Werthe 
"<)>  "it  ^n  •  •  ■  anzunehmen.  Man  benutzt  ihn,  um  die  Werthe  der 
Function  a  fOr  zwiacbenliegende  Werthe  des  Arguments  zu  finden. 
DiStdreutürt  man  ihn  nach  (  und  setzt  dann  <  >»  0,  so  findet  man 

und  dies  ist  die  Formel,  nach  welcher  man  die  Difierentialquotienten 
einer  Function,  die  in  eine  Tafel'  gebracht  ist,  berechnen  kann. 

NiLch   Uegnault    sind    die   Werthe    von  p   und   ihre  Differenzen 
^vgl.  dus  obige  Schema) 
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für  .  =  0    4,600 

1  4.940      '  0,022 

2  5,302    ^'  „,    0,023 

0.385 

3  5,687      • 

Daraus  folgt 

(Ä  Lo=  ^'^  -  ^'^^^  "•  ^'^'^- 

Ebenso  findet  man  für  50®  G  darch  das  analoge  Schema: 

5?  =  ^'580. 

Einheit  des  Druckes  ist  hier  der  Druck  eines  Millimeters  Quecksilber, 
—  dieselbe,  bei  welcher  der  Druck  einer  Atmosphäre  gleich  760  ist. 
In  den  Grundeinheiten  ausgedrückt  ist  daher 

fäp/-0      ^  =  ^1,013.10« 

^^'^  1  cm  (1  aec)«  1»  C  ' 

für/  — 50    ^  _  ig?  1,013  .  10« 

Weiter  ist 

für  /  =  0        r  =  606,5  .VC        T  —  273  .  P  C 
50  571,7  .  1«  C  323  .  1«  G, 

endlich  ist  mit  genügender  Annäherung: 

(1  cm)« 
o  =  —1 • 

Daraus  ergiebt  sich  mittelst  unserer  Relation  (8.  89): 
für  r  =       0  50  100 

5  —  210600    12050    1650    i^^^)' 


Man  pflegt  die  Dichtigkeiten  der  Gase  und  Dämpfe  in  der  Einheit 
anzugeben  y  welche  die  Dichtigkeit  der  atmosphärischen  Luft  bei 
gleicher  Temperatur  und  gleichem  Drucke  bildete  Das  Volumen  von 
1  gr  atmosphärischer  Luft  bei  0^  G  und  760  mm  Druck  ist  773  ccm ; 
daher  ist  das  Volumen  dieser  Luftmasse,  wenn 

/=     0  50  lOO^^G 

und 

p  —  4,600        91,98        760 
gleich 

127700   7556    1056 

und  daher  die  Dichtigkeit  des  gesättigten  Wasserdampfes  bei 
/—      0  50  100  150  200»  G. 

0,606        0,627        0,640       0,661        0,693. 
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Folgte  der  Wasserdampf  bis  zu  seiner  CondeDsation  dem  Mariotte- 
schen  und  Gay-Lussac'schen  Gesetze,  so  mOssten,  da  man  Ton  den 
kleinen  Abweichungen  der  atmosphärischen  Luft  yon  diesen  Gesetzen 
hier  absehen  kann,  diese  Zahlen  einander  gleich  sein;  ihre  Unter- 
schiede zeigen,  dass  der  Wasserdampf  erheblich  Ton  einem  ideellen 
Gase  abweicht. 

Für  Wasserdampf,  der  so  verdünnt  ist,  dass  er  sich  wie  ein 
ideelles  Ghis  verhält,  kann  man  nach  einer  wohlbegründeten  Theorie 
annehmen,  dass  zwei  Volumina  desselben  aus  zwei  Volumina  Wasser- 
stoff und  einem  Volumen  Sauerstoff,  genommen  bei  derselben  Tempe-^ 
ratur  und  demselben  Druck,  bestehn;  hiemach  kann  man  die 
Dichtigkeit  des  hinreichend  verdünnten  Wasserdampfes  berechnen; 
sie  muss  sein:*) 

2  . 0,06926  +  1,10663         ^  ^^o 

/i  =  — -^       -^-     -     «0,622. 

Wir  haben  für  die  höheren  Temperaturen  fi  erheblich  grosser  ge- 
funden; um  so  grösser,  je  höher  die  Temperatur  ist.  Dass  wir  für 
/  e»  0  eine  kleinere  Dichtigkeit  als  die  ideelle  gefunden  haben ,  ist 

wohl  die  Folge  da^on,  dass  ^  nur  unsicher  durch  die  Beobachtung 

bestimmt  ist,  wegen  der  Kleinheit  der  Spannungen. 

Es  ist  wahrscheinlich,  dass  auch  hier  fi  etwas,  aber  sehr  wenig 
grösser  ist,  als  0,622.  Wir  können  also  aus  unseren  Zahlen  schliessen, 
dass  gesättigter  Wasserdampf  bei  höheren  Temperaturen  erheblich, 
bei  niedrigen  aber  nur  wenig  von  einem  ideellen  Gase  abweicht. 

§4. 

Wir  wollen  nun  noch  für  unser  aus  Flüssigkeit  und  Dampf  be- 
stehendes System  den  Ausdruck  der  Energie  bilden.  Wir  hatten 
S.  65  gefunden: 

«  T 

«0 

Ferner  ist  hier  nach.S.  89 


A* 

""       ^dx' 

B* 

dB 

dx 

dA        dp  dv 
dT  ^  dT  dx' 

V  «= 

•  xs  +  {\  — 

x)ö, 

r  = 

xff+  (l  - 

'  x)  C. 

*)  Die  in  zwei  Volumina  enthaltene  Masse  Wasserdampf:  2;*  ist  gleich  der 
Summe  der  in  zwei  Volumina  Wasserstoff  und  der  in  einem  Volumen  Sauer- 
stoff enthaltenen  Maseen.     D.  H. 


Käberangsformel  ftlr  die  Dampfspannung.  95 

Da  p  von  x  unabliäDgig  ist,  wird  das  erste  Integral : 

leicht  ausführbar;  setzt  man  noch 

x^  =  0, 
so  erhält  man 

T 

ü-.{T%-p)is-o)x+JäT{c-pli). 

Hieraus  kann  man  leicht  p  als  Function  von  T  darstellen;  wenn 
man  sich  Irlanbt,  den  Dampf  bis  zu  seiner  Gondensation  als  ideelles 
Gas  zu  betrachten I  was,  wie  wir  gesehen  haben,  bei  niederen  Tem- 
peraturen wahrscheinlich  sehr  nahe  richtig  ist,  während  bei  höheren 
Temperaturen  eine  solche  Annahme  auf  grosse  Fehler  führen  kann. 
Setzen  wir  x  -»  1 ,  vernachlässigen  wir  femer  0  gegen  5,  was 
bei  niederen  Temperaturen  sicher  erlaubt  ist,  und  nehmen  wir  C  als 
constant  an;  dann  erhalten  wir,  wenn  wir  noch 

P 
machen: 

U  =  (r|f  ^  p)?^^cT+  const. 

Andrerseits  ist  die  Energie  der  Masseueinheit  eines  ideellen   Gases 
nach  8.  7ö  aber  auch  gleich 

C^T+  const 

Man  hat  also  für  p  die  Differentialgleichung 

(t^—p)  -f  +  CT  =C,T+ const. 

Erinnern  wir  uns  an  die  Gleichung  (8.  7ö) 

Cp  —  Cp  =  Ä, 

so  können  wir  diese  Gleichung  schreiben: 

dp    ,    0-  Cp  dT  _  KdT       r. 
p   -Tc^^C,    T  T.-  =  ^^ 

wo  if  eine  Constante  bedeutet.     Hieraus  folgt: 

Kennt  man  die  Verhältnisse  der  drei  specifischen  Wärmen  Cy  Cp^  C^  nnd 
nimmt  man  die  für  zwei  Temperaturen  beobachteten  Werthe  von  p 
hinzu,  so  kann  man  alle  in  dieser  Gleichung  vorkommenden  Con- 
stanten, mithin  auch  p  für  jede  nicht  zu  hohe  Temperatur  berechnen. 
Unter  Umständen  kann  diese  Gleichung  sehr  nützlich  sein.  Ich 
will  ein  Beispiel  anführen.  Mit  Hülfe  der  Quecksilberpumpe  kann 
man  heutzutage  sehr  hohe  Grade  der  Luftverdünnung  hervorbringen. 
In  dem  ausgepumpten  Räume  sind  aber  immer  noch  gesättigte  Queck- 


log  p  =  const.  —  Q  _Q    log  T  —  ^  • 
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silberdämpfe  yorhanden.  Es  hat  ein  Intereme  za  missen,  wie  gross 
der  Druck  dieser  ist  Ihn  direkt  sa  messen  ist  nicht  möglich,  weil 
er  zn  klein  ist;  mit  Hülfe  unserer  Gleichung  kann  man  ihn  mit 
ziemlicher  Sicherheit  berechnen.  Hertz*)  hat  eine  solche  Rechnung 
ausgefOhrt  und  gefunden: 

fOr  /  ->  0  p  —  0,0002  mm  Quecksilber. 

20  0,0013 

40  0,0064 

Wir  knfipfen  noch  eine  Bemerkung  an  die  Gleichung,  yelche  wir 
soeben  durch  die  Voraussetzung,  dass  der  Dampf  sich  wie  ein  ideelles 
Gas  verhält,  aus  der  Betrachtung  der  Energie  abgeleitet  haben.  Diese 
12sst  sich  .^hreiben 

^('  —  ^)  d~T  +  (^  —  <^p)  ^  —  const 
oder  nach  S.  89: 

r  aa  const.  —  (c  —  Cp)T. 

Nun  ist  nach  Begnault  für  nicht  zu  hohe  Temperaturen  für  Wasser- 
dampf 

r  —  796,3  —  0,695  T. 

Da  weiter  c  ^^  1  ist,  so  folgt  hi&aus 

Cp  —  0,305. 

Begnault  hat  dieses  Cp  direkt  gemessen  und  gleich 

0,475 

gefunden.  Aber  die  Zahl  0,305  bezieht  sich  auf  sehr  verdünnten 
Wasserdampf.  Begnault  hat  die  seinige  gefunden,  indem  er  die 
Wärmemenge  mass,  welche  der  Dampf  beim  Drucke  der  Atmosphäre 
abgab,  indem  er  von  etwa  220°  auf  120°  sich  abkühlte.  Es  erklärt 
sich  der  Unterschied  der  beiden  Zahlen  daraus,  dass  der  Dampf  unter 
den  Verhältnissen,  unter  denen  er  bei  dem  Versuche  sich  befand, 
schon  erheblich  von  einem  ideellen  Gase  abwich. 

*)  H.  Hertz,  Wied.  Ann.  17,  p.  177  und  193.    1882. 


Kennte  Vorlesung. 

Allgemeine  Ziistandagleichung  von  van  der  Waals.  —  System  der  Isothermen.  — 
Labile  Zastande  überhitzter  Flüssigkeit  and  übersättigten  Dampfes.  —  Berech- 
nung der  Lage  des  Sättigungspunktes  auf  jeder  Isotherme,  —  Kritischer  Punkt — 
Anwendung  auf  Kohlensäure.  —  Zustandsgieichung  von  Clausius.  —  Uebergang 
aus  dem  festen  in  den  flüssigen  Aggregatzustand.  —  Schmelzwärme.  —  Ab- 
hängigkeit der  Schmelztemperatur  vom  Druck.  —  Abhängigkeit  der  Schmelz- 
wärme vom  Druck. 

§  1. 

Wir  wollen  jetzt  etwas  näher  auf  die  Abweichungen  der  Gase  — - 
zu  denen  wir  auch  die  Dämpfe  rechnen  —  yon  ideellen  Gasen  ein- 
gehen. Wir  haben  schon  die  Formel  kennen  gelernt,  die  Thomson 
und  Joule  fQr  atmosphärische  Luft  und  Kohlensäure  in  Bezug  hier- 
auf aufgestellt  haben,  und  die  wegen  der  Art  ihrer  Ableitung  sehr 
interessant  ist.  Andere  Formeln,  welche  denselben  Zweck  haben, 
sind  in  grosser  Zahl  aufgestellt.  Eine,  die  grosses  Interesse  ver- 
dient wegen  der  Folgerungen,  die  sich  an  sie  knüpfen  lassen,  ist  die 
von  van  der  Waals  angegebene.    Für  ein  ideelles  Gas  ist 

statt  dessen  setzt  van  der  Waals  für  ein  «wirkliches  Gas: 

(i'  +  |i)(«'-&)-Är 

oder 

wo  a,  &,  i2  positive  Constanten  sind.  Diese  Gleichung  soll  nicht 
allein  für  ein  Gas,  sondern  bei  ungeänderten  Constanten  auch  für 
die  Flüssigkeit  gelten,'  welche  durch  Condensation  des  Gases  er- 
halten wird. 

Für  gegebene  Werthe  von  p  und  7,  welche  beide  positiv  sind, 
ist  V  durch  eine  cubische  Gleichung  bestimmt.  Diese  hat  eine  oder 
drei  reelle  Wurzeln,  welche,  wie  man  aus  der  zweiten  Form  leicht 
sieht,  positiv  und  grosser  als  b  sind.*)  Sind  drei  reelle  Wurzeln  vor- 

•)  Denn  für  negative  Werthe  von  v  —  b  ist  p  negativ.    D.  H. 

KIrcbhoff,  Theorie  d«T  Wärme.  7 
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bandeuy  so  entsprechen  diese  drei  Zuständen  des  Korpers:  eine  dem 
flüssigen,  eine  dem  gasförmigen,  die  dritte  einem  labilen,  welcher, 
weil  er  labil  ist,  nicht  verwirklicht  werden  kann.  Suchen  wir  die 
Beziehung,  welche  zwichen  p  und  v  bei  gegebenem  T  besteht,  uns 
durch  eine  Curve  anschaulich  zu  machen.  Hat  p  sehr  grosse  posi- 
tive Werthe,  so  ist  t;  —  h  sehr  klein  und 

ET 

Die  Curve,  welche  man  erhält,  wenn  man  p  and  v  als  rechtwinklige 
Coordinaten  eines  Punktes  betrachtet,  nähert  sich  für  solche  Werthe 
von  p  einer  Hyperbel. 

Für  sehr  grosse  Werthe  von  v  wird  auch 

ET 

oder  auch 

ET 
p  »-  —  . 

Auch  hier  wird  die  Curve  also  dieselbe  Hyperbel.*)  Sollen  für  ge- 
wisse Werthe  von  p   drei  reelle  Werthe  von  v  existiren,   so  muss, 

wenn  man  die  Curve  vonps»-{-oo 
an  durchläuft,  p  ein  Minimum 
bei  a,  dann  ein  Maximum  bei  ß 
erlangen  und  dann  fortwährend 
abnehmen.  Eine  Gerade  ^e=  const 
schneidet  dann  die  Curve  in  drei 
Punkten,  wenn  p  z?nschen  Pa  und 
Pß  liegt,  aber  nur  in  einem, 
wenn  p  ausserhalb  dieses  Inter- 
valles  sich  befindet.  Sind  y,  d,  i 
drei  solche  Durchschnittspuukte, 
so  entspricht  y  dem  flüssigen,  £ 
dem  gasförmigen,  d  einem  labilen 
Zustande.    Für  den  letzteren  ist 

nämlich  -~-  positiv,  und  das  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  der  Zu- 
stand labil  ist,  während  für  die  beiden  anderen  Punkte  -^^  negativ 
und  also  der  Zustand  stabil  ist. 


Fig.  8. 


§2. 

Gesetzt  man  mässe  für  einen  Korper,  etwa  für  eine  gewisse 
Menge  Wasser,  und  für  eine  Temperatur,  etwa  für  100®  C,  das 
Volumen  v  für  verschiedene  Drucke.   Man  fange  mit  hohen  Werthen 


•)  Nur    nm    die  Strecke    6   in    der    Richtung    der    abnehmenden    v    ver- 
schoben.    D.  H. 
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?on  p  an;  da  ist  die  ganze  Wassermasse  flüssig.  Sobald  p  ^=  1  At- 
mosphäre geworden  ist  und  man  den  Druck  weiter  zu  verkleinern 
sacht,  indem  man  das  Volumen  v  Tergrossert,  so  gelingt  das 
nicht;  es  bildet  sich  bei  gleichbleibendem  Druck  Wasserdampf,  um 
so  mehr,  je  grösser  man  v  macht;  das  geht  fort,  bis  alles  Wasser 
verdampft  ist;  von  diesem  Augenblick  an  verringert  sich  bei  wach- 
sendem V    p  weiter. 

Stellt  man  die  Beziehung  zwischen  v  und  p  durch  eine  Curve 
dar,  so  stimmt  diese  mit  der  geschilderten  (wenn  die  Constanteu 
passend  gewählt  sind)  überein  bis  auf  einen  Unterschied:  das  Stück 
yadße  (wenn  jPy  «»  1  Atmosphäre)  ist  ersetzt  durch  die  gerade  Linie 
ye.  Sie  bezieht  sich  auf  den  Theil  des  Processes,  bei  welchem  der 
Korper  theils  flüssig,  theils  gasformig  ist,  während  die  Curve  yadße 
gedachte  Zustände  darstellt,  bei  welchen  der  Körper  homogen  bleibt. 
Dass  die  Zustände,  welche  durch  das  Stück  adß  dargestellt  sind, 
nicht  auftreten,  ist  nicht  auffallend ,  da  sie  labil  sind;  fragen  muss 
man  aber,  ob  die  Zustände,  welche  den  Stücken  ya  und  Bß  ent- 
sprechen, sich  nicht  verwirklichen  lassen.  Theilweise  kann  das  wirk- 
lich geschehen,  nämlich  für  das  Stück  der  Curve  ya  in  der  Nähe 
von  y.  Ich  habe  die  Erscheinungen,  wie  sie  der  Regel  nach  ein- 
treten, geschildert;  unter  Umständen  kann  aber  Wasser  bei  100®  C 
unter  etwas  kleinerem  Druck  als  1  Atmosphäre  gesetzt  werden,  ohne 
dass  es  verdampft;  man  nennt  es  dann  überhitzt.  Wasser,  welches 
von  der  absorbirten  Luft  befreit  ist,  kann  in  einem  sorgfältig  ge- 
reinigten Glasgefäss  bei  dem  Druck  von  1  Atmosphäre  um  mehrere 
Grade  über  100®  erhitzt  werden,  es  kann  also  auch  bei  100®  bestehen 
unter  einem  Drucke,  welcher  kleiner  ist  als  1  Atmosphäre.  Bei  über- 
hitztem Wasser  kann  aber  die  Einführung  einer  Luftblase  genügen, 
um  plötzliche  Verdampfung  zu  bewirken  und  den  normalen  Zustand 
herzustellen.  Die  Punkte  der  Curve  sß  stellen  Zustände  des  Dampfes 
dar,  bei  denen  die  Temperatur  100®  G  und  der  Druck  grösser  als 
1  Atmosphäre  ist;  solche  Zustände  stellen  übersättigten  Dampf  vor. 

Wie  aus  der  theoretischen  Curve  der  Maximaldruck  des  Dampfes, 
d.h.  die  Lage  der  Linie  ye^  gefunden  werden  kann,  hat  Clausius 
durch  die  folgende  Betrachtung  gezeigt.  Man  denke  sich  den  Körper 
aus  dem  Zustande  y  in  den  Zustand  e  durch  Zufuhr  von  Wärme  und 
Arbeit  auf  dem  Wege  yaSße  übergeführt.  Zu  verwirklichen  ist  das 
freilich  unmöglich,  da  ein  Theil  der  Zustände,  welche  dabei  durch- 
laufen werden  müssen,  labil  sind.  Um  zu  verhindern,  dass  durch 
unendlich  kleine  Störungen  ein  Umsturz  der  augenblicklichen  An- 
ordnung herbeigeführt  werde,  müsste  man  über  Kräfte  zu  verfügen 
haben,  welche  auf  alle  materiellen  Punkte  des  Körpers  wirkten  und 
in  jedem  Augenblicke  eine  jenen  Störungen  angepasste  Wirkung  aus- 
übten.   Aber  denken  kann  man  sich  solche  Kräfte;  die  Arbeit,  welche 
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sie  zu  leisten  hätten,  wäre  dabei  nur  eine  unendlich  kleine,  und  aus 
diesem  Grunde  ist  die  gedachte  UeberfQhrung  als  eine  umkehrbare 
zu  bezeichnen.  Aus  dem  Zustande  c  denke  man  sich  den  Körper 
wieder  in  den  Zustand  y  auf  dem  Wege  tSy  zurückgebracht.  Dieser 
Process  ist  ausführbar  und  ohne  Zweifel  umkehrbar.  Im  Ganzen  hat 
dann  unser  Körper  einen  umkehrbaren  Kreisprocess  durchgemacht. 
Es  ist  daher: 

also,  da 

T  =  const, 
so  ist 

und,  da  durch  den  Kreisprocess  die  Energie  nicht  geändert  sein  kann, 
so  ist 

0  =  /p  dv.^) 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Flächenräume  yaS  und  6§^b  ein- 
ander gleich  sind. 

Benutzt  man  die  Gleichung 

so  erhält  man***)  für  die  Spannung  des  Dampfes: 

p(,-(T)  =  ÄriogJ^4-«(7-7). 

wo  s  die  grösste,  6  die  kleinste  der  drei  Wurzeln  der  vorstehenden 
Gleichung  ist.  Daraus  sind  dann  p,  5,  <y  als  Functionen  ?on  T  zu 
berechnen. 

§3. 

Bei  der  gezeichneten  Isotherme  hat,  wenn  der  Druck  innerhalb 
eines  gewissen  Intervalles  liegt,  die  Gleichung  für  v  drei  reelle 
Wurzeln,  und  daher  kommt  bei  der  entsprechenden  Temperatur  bei 
gewissen  Drucken  unser  Korper  in  zwei  Zuständen,  flüssig  und  gas- 
formig, ?or.  Das  findet  aber  nicht  bei  allen  Temperaturen  statt 
Für  eine  Temperatur,  bei  der  es  der  Fall  ist,  muss  p,  wenn  v  von  h 
bis  oo  wächst,  ein  Minimum  und  ein  Maximum,  die  Gleichung 

*)  D.  h.   die  im  Ganzen  von  Aussen   aafgenommene  Wärme   ist    gleich 
Nall.    D.  H. 

**)  D.  h.  die  im  Ganzen  von  Aussen  zageführte  Arbeit  ist  gleich  Null.   D.  H. 
♦•*)  aus  der  Gleichung: 

p  •  (ä  —  tf)  s=  /  p  d».  D.  fl. 
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d.  h.  nach  der  van  der  Waals'schen  Formel: 

-^J-  —9  ^ 

{V  ~  6)«  ~      r» 

also  zwei  reelle  Wurzeln  haben.  Eine  Wurzel  dieser  Gleichung  dritten 
Grades  liegt  zwischen  0  und  b,*)  die  beiden  anderen  also  müssen 
dann  reell  sein;  ein  Werth  von  T,  bei  welchem  sie  einander  gleich 
sind;  bei  welchem  also 

4  h. 

c^     BT  ß  o 

d.  h. 

V 

bildet  eine  Grenze,  bei  welcher  die  Wurzeln  aufhören,  reell  zu  sein. 
Es  giebt  nur  einen  solchen  Werth,  welchen  wir  7,  nennen,  es  ist 
femer  für  7  «»  -f-  oo  immer 


(« 

-6/ 

» 

3&, 

8a 

(„  —  6/  -^  "  f;S  ' 

daraus  folgt,  dass  für  J  <  7,  die  beiden  Wurzeln  reell,  für  7  >  J, 
imaginär  sind.  Eine  Isotherme,  für  welche  7  >  7,  ist,  verläuft  so, 
dass  p  stetig  abnimmt,  wenn  v  wächst,  dass  es  also  für  jedes  p  nur 
ein  V y  d.  h.  nur  einen  möglichen  Zustand  des  Körpers  giebt;  während, 
wenn  7  <  7|  ist,  für  gewisse  Drucke  zwei  Zustände  möglich  sind. 
Man  nennt  T^  die  kritische  Temperatur.  Auf  der  dieser  entsprechen- 
den Isotherme  giebt  es  einen  einzigen  Punkt,  fQr  welchen  ^  =»  0 

ist;  man  nennt  ihn  den  kritischen  Punkt;  die  ihm  entsprechenden 
Werthe  von  p  und  v  den  kritischen  Druck  und  das  kritische  Volumen; 
bezeichnet  man  sie  mit  p^  und  r, ,  so  ist  nach  dem  Obigen : 

Die  sorgfältigsten  und  ausgedehntesten  Messungen,  welche  mit  der 
Formel  von  van  der  Waals  verglichen  werden  können,  sind  an  Kofden- 
säure  von  Andrews  ausgeführt  worden.  Aus  diesen  hat  van  der  Waals 
die  folgenden  Werthe  der  Constanten  in  seiner  Formel 

berechnet: 


*)  Weil  in  diesem  Intervall  die  Differenz  der  Ausdrücke  links  und  rechts 
ihr  Vorzeichen  wechselt.    D.  H. 
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.   _  1,00646 
^^  273"  "  ' 

rt  =  0,00874, 
b  =  0,0023 , 

wobei  die  Einheit  des  Druckes  1  Atmosphäre,  die  Einheit  des  Volu- 
mens  das  Volumen  der  Kohlensäure  bei  p  =»  1  und  der  Temperatur 
von  0^  C  ist.     Daraus  folgt 

/,  =32, 

r,  —  0,0069, 

P\  =  61. 

Die  Resultate  der  Messungen  werden  im  grossen  Ganzen,  durch  die 
Formel  von  van  der  Waals  richtig  dargestellt,  doch  bleiben  Unter- 
schiede,  die  nicht  aus  Beobachtungsfehlern  erklärt  werden  zu  können 
scheinen.  Es  hat  Clausius*)  die  Uebereinstimmung  durch  eine  Ver- 
änderung der  Formel  zu  verbesdern  gesucht;  er  setzt 

und  berechnet  bei  denselben  Einheiten  des  Druckes  und  des  Volumens 

,.  _  U>0682 
^^^      273     ' 

c  =  2,0935, 
«  =  0,000843, 
ß  =  0,000977. 

Offenbar  gelten  die  allgemeinen  Schlüsse,  welche  wir  an  die  van  der 
Waals'sche  Gleichung  geknüpft  haben,  auch  bei  dieser.  Sie  schliesst 
sich  dabei  noch  besser  an  die  Beobachtungen  an,  enthält  aber  freilich 
auch  eine  Constante  mehr. 

Es  ist  zu  vermuthen,  dass  eine  Gleichung  von  derselben  Form, 
nur  mit  anderen  Constanten,  auch  für  andere  Gase  gelten  wird. 

Noch  möge  bemerkt  werden,  dass  aus  der  Glausius'schen  Formel 
bei  Vernachlässigung  gewisser  kleiner  Grössen  die  von  Joule  und 
Thomson  aufgestellte  und  früher  (S.  87)  erwähnte  Formel  abgeleitet 
werden  kann.  Wenn  v-  nicht  klein  ist  gegen  das  als  Einheit  ein- 
geführte Volumen,  so  haben  a  und  ß  einen  sehr  geringen  Einfluss 
und  die  Clausius'sche  Gleichung  lässt  sich  schreiben 

RT c_ 

oder,  wenn  man  mit  -  multiplicirt, 

^ItT  _    c 
p  tvp 

*)  ClausiuB,  Wied.  Anu.  9.  p.  387.   1 
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oder  näherungsweise 

^         p         It   T« ' 
welches  die  Thomson'sche  Gleichung  ist. 

§4. 

Aehuliche  Ueberleguugen ,  wie  wir  sie  in  Bezug  auf  den  Oeber- 
gang  eines  Körpers  aus  dem  flüssigen  in  den  gasförmigen  Zustand, 
oder  umgekehrt,  augestellt  haben,  lassen  sich  auch  in  Bezug  auf  den 
Uebergang  aus  dem  festen  in  den  flüssigen  Zustand,  oder  umgekehrt, 
durchführen.  Die  Anwendung  der  beiden  Hauptsätze  auf  ein  System, 
das  aus  einer  Flüssigkeit  und  ihrem  Dampfe  besteht,  hat  uns  zu  den 
beiden  Gleichungen  (S.  89) 


{\) 


^        ^  —  ^       dT       "^  dT        T 

geführt;,  dieselben  Gleichungen  müssen  bei  passend  veränderter  Be- 
deutung der  Zeichen  auch  gelten  für  ein  System,  das  aus  einem 
festen  Körper  und  der  durch  Schmelzung  aus  diesem  entstandenen 
Flüssigkeit  besteht.  T  ist  dann  die  Temperatur  des  Schmelzpunktes; 
so  wird  die  Temperatur  genannt,  bei  welcher  feste  und  flüssige  Theile 
des  Körpers  neben  einander  bestehen;  r  ist  die  latente  Wärme  der 
Flüssigkeit  oder  die  latente  Schmelzwärme,  s  das  specifische  Volumen 
der  Flüssigkeit,  ö  das  des  festen  Körpers,  h  eine  gewisse  specifische 
Wärme  der  Flüssigkeit  und  c  eine  des  festen  Körpers. 

Die  erste  Folgerung,  die  aus  diesen  Gleichungen  zu  ziehen  ist, 
ist  die,  dass  T  variabel  und  zwar  abhängig  von  p  sein  niuss.  Die 
Gleichung 

erlaubt,  die  Aenderung  dT  zu  berechnen,  welche  einem  Druckzuwachs 
dp  entspricht;  sie  zeigt,  dass  beide  von  gleichem  Vorzeichen  sind, 
wenn  6'  >  (T  .ist,  d.  h.  wenn  bei  dem  Schmelzen  eiue  Ausdehnung 
stattfindet,  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  im  anderen  Falle.  Bei 
dem  Eis  findet  das  zweite  statt.  Berechnen  wir  hier  dT  für 
dp  =  l   Atmosphäre.     Wir  haben 

i  =  2,407  .  10-«  ^i;^-^ . 

X  '  (1  cm)" 

r  =    79  .  l«  C, 
r— 273-  1«C, 


*=  1,000  ^V^', 

'  Igr    ' 
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,,  =  1,087  (\  '^^' , 

'  Igr     ' 

1  Atmosphäre  =  1,013  •  10«   ,     *  f  ,        • 
*^  '  (1  eecj*  1  cm 

Das  giebt 

dJ-=_  0,0073.  1«C. 

Eine  solche  Bechnung  ist  zuerst  im  Jahre  1850  von  James  Thomson 
ausgeführt  und  ihr  Resultat  yon  W.  Thomson  experimentell  sehr 
genau  bestätigt  worden.  Ungeßhr  gleichzeitig  hatte  Bunsen  bei  zwei 
anderen  Körpern  die  Abhängigkeit  des  Schmelzpunktes  von  dem 
Drucke  experimentell  nachgewiesen,  und  zwar  bei  solchen,  die  bei 
dem  Schmelzen  sich  ausdehnen,  bei  denen  also  der  Schmelzpunkt 
durch  Druck  erhöht  wird.    Er  fand  den  Schmelzpunkt  beim  Wallrath 

für      1  Atmosphäre  bei  47^,7  C, 


beim  Paraffin 


fOr      1  Atmosphäre  bei  46«,3  C, 
100  „  49,9. 


§6. 

Die  zweite  unserer  beiden  Gleichungen 

(fr        ,  ,    r 

• 

zeigt,  dass  die  latente  Schmelzwärme  r  sich  ändert,  wenn  der  Schmelz- 
punkt durch  Druck  geändert  wird.  Wenden  wir  auch  diese  Gleichung 
auf  Eis  und  Wasser  an.  Wir  müssen  zunächst  dann  c  und  h  be- 
rechnen;  das  sind  die  specifischen  Wärmen   für  Eis  und  Wasser  für 

den  Fall,  dass  ^£   den  soeben   berechneten  Werth  hat;    nach   einer 

früher  (S.  73)  aufgestellten  Formel  ist  daher  für  Eis 

und  ebenso  für  Wasser 

h^h         1  ff  de    dp 

^^f~%^dTdT' 
Nun  ist 

dp LA*"^  __         1    QQO      10® 1?? 

dT~       0,0078".  iö  C  *'  ^^^  '  *^   (1  »ecj«  1  cm  1°  C  » 

r=273.  PC, 

1  -  2,407  .  10-«  ^;;-^^' ;:  ? , 

X  '  (1  cmj*     ' 


ferner 


do  _  1,63    iq::*  j  Q^rj  (1  cm)» 


dT  IOC  '  Igr    ' 

wo  der  erste  Factor  der  räumliche  Ausdehnungscoefficient  bei  con> 
stantem  Druck,  der  zweite  das  Volumen  der  Masseneinheit  Eis  bei 
0»  C  ist,  d.  h. 
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and  ebenso 

Endlich  hat  man  ffir  die  specifischen  Wärmen  bei  constantem  Druck 
Ton  Eis  nnd  Wasser  bei  0®  C 

Cp  =  0,48, 


Darauf  folgt 

und  dann  weiter 

dr 


hp'^  1. 


c  =  0,631, 
A  =  0,945 


c  +  1.  =  0,314  +  0,289  «.  0,603.  . 


dT      "       -   I   y 

[Bei  steigendem  Druck  nimmt  also  mit  der  Schmelztemperatur  zugleich 
auch  die  Schmelzwärme  des  Eises  ab.    D.  H.] 


Zehnte  Vorlesung. 

System  vou  chemisch  ditierenien  K^rpeni.  —  Bei  festiia  und  flüssigen  Körpern 
ist  die  erzeugte  chemische  Wärme  gleich  der  Energieabnahme  und  unabhängig 
vom  Wege  der  Ueberfuhrung.  —  Bestätigung  an  Messungen  von  J.  Thomsen 
über  die  Verdünnungswärme  nnd  Über  die  Neutralisationswärme  von  Schwefel- 
säure. —  Abhängigkeit  der  erzeugten  Wärme  von  der  Temperatur.  —  Ver- 
dünnung von  Schwefelsäure  auf  umkehrbarem  Wege.  Anwendung  beider 
Hauptsätze.  —  Berechnung  der  Verdünnungswärme  aus  der  Abhängigkeit  der 

Dampfspannung  von  der  Temperatur. 

§  1. 

Die  ADweudungeu,  die  wir  bis  jetzt  Yun  der  mechanischen 
WärmetLeorie  gemacht  haben,  bezogen  sich  auf  ein  System,  welches 
aus  einem  chemisch  homogenen  Korper  besteht.  Wir  verfolgten  zuerst 
den  Fall,  dass  der  Körper  auch  physikalisch  homogen  wäre^  d.  h. 
dass  er  durchweg  in  demselben  Aggregatzustande  sich  befände,  dann 
den  Fall,  dass  ein  Theil  desselben  sich  in  einem,  ein  Theil  in  einem 
anderen  Aggregatzustande  befände.  Wir  wollen  uns  nun  ein  System 
denken,  das  aus  chemisch  differenten  Korpern  zusammengesetzt  ist. 
Bei  einem  solchen  können  Processe  sehr  mannigfaltiger  Art  ein- 
treten; es  kann  z.  B.  ein  Gas  yon  einer  Flüssigkeit  absorbirt,  ein 
fester  Korper  aufgelost  werden,  es  konneu  chemische  Veränderungen, 
Verbindungen  und  Zersetzungen,  stattfinden.  Bei  allen  solchen  Pro- 
cessen tritt  etwas  auf,  was  der  Messung  verhältnissmässig  leicht 
zugänglich  ist,  nämlich  eine  Wärmeentwicklung  oder  Wärmever- 
schluckung;  in  Bezug  auf  diese  sind  auch,  namentlich  bei  chemischen 
Processen,  unzählige  Messungen  ausgeführt. 

Geht  das  System  aus  einem  gewissen  Anfangszustand  in  einen 
gewissen  Endzustand  über,  so  erfährt  seine  Energie  eine  gewisse 
Veränderung,  sagen  wir  eine  gewisse  Abnahme.  Es  ist  diese  gleich 
der  Summe  der  nach  Aussen  abgegebenen  Wärmemenge  und  der 
nach  Aussen  abgegebenen  Arbeitsgrosse.  Findet  der  gedachte  Process 
unter  dem  Druck  der  Atmosphäre  statt,  so  ist  diese  Arbeitsgrösse 
gleich  dem  Producte  aus  diesem  Drucke  in  die  eingetretene  Volumen- 
yergrosserung.     Sind  alle  Körper  des  Systems  fest  oder  flüssig,  so  ist 
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die  Volomenanderang  meist  so  klein,  dass  die  genannte  Arbeits- 
grosse ohne  merkbaren  Fehler  gegen  die  Wärmemenge,  zu  welcher 
sie  zu  addireit  ist,  yernachlässigt  werden  kann.  Die  Abnahme  der 
Energie  ist  dann  gleich  der  abgegebenen  Wanpemeuge.  Nun  nehmen 
wir  noch  an,  dass  die  Temperatur  beim  Endzustande  der  beim  An- 
fangszustande gleich  ist;  die  abgegebene  Wärmemenge  ist  dann  die- 
jenige, welche  man  die  erzeugte  nennt.  Der  Abnahme  der  Energie 
ist  also  die  erzeugte  Wärmemenge  gleich.  Um  zu  machen,  dass  dieser 
Satz  auch  richtig  bleibt,  wenn  die  abgegebene  Arbeitsgrösse  nicht 
zu  vernachlässigen  ist,  müssen  wir  unter  der  erzeugten  Wärmemenge 
die  Summe  der  abgegebenen  Wärme  und  dieser  Arbeit  verstehn. 
Erzeugte  Wärme  ist  dann  immer  nur  ein  anderer  Name  für  Energie- 
abnähme  in  dem  Falle,  dass  die  Temperaturen  beim  Endzustande 
und  beim  Anfangszustande  gleich  sind. 

Wir  wissen  nun,  dass  die  Aenderung  der  Energie  von  dem 
Wege  der  Ueberführung  unabhängig  ist;  daraus  folgt  dann  unmittel- 
bar der  Hauptsatz  für  die  Wärmeentwickluügeu,  die  wir  hier  be- 
trachten, nämlich  der  Satz,  dass,  wenn  ein  System  von  chemisch 
verschiedenen  Körpern  aus  einem  gewissen  Anfangszustande  in  einen 
gewissen  Endzustand  von  derselben  Temperatur  und  demselben  Drucke 
auf  verschiedenen  Wegen  übergeführt  werden  kann,  die  Summe  der 
erzeugten  Wärmemengen  für  alle  Wege  dieselbe  ist. 

§2. 

Wir  wollen  einige  Beispiele  für  diesen  Satz  anführen. 

Bei  der  Mischung  von  Schwefelsäure  und  Wasser  findet  eine 
erhebliche  Wärmeentwickeluug  statt.  Mischt  mau  1  gr  Schwefel- 
Säurehydrat  SO^Hj^  ^^^  ^  P  Wasser,  so  ist  nach  Thomsen*)  die 
entwickelte  Wärmemenge  gleich 


X 


177,1, 


X  +  0,3204 

WO  Einheit  der  Wärmemenge  diejenige  ist,  welche  1  gr  Wasser  von 

()o  C  auf  1«  C  erwärmt.    Es  ist 

2H  =  2, 

0  =  16, 

S  =  32, 

HjO  =  18, 

SO3  =  80, 

SOaHjO^OS. 

Thomsen  hat  die  obige  Formel  aus  Versuchen  abgeleitet,  bei  denen 

18 
98 


X    ein    Multiplum    von   — ,    d.  L    die   zugesetzte    Wassermasse    ein 


*)  Thomsen,  Pogg.  Ann.  90.    p.  278.   1853. 
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Multiplam  der  Wassermenge  war,  die  mit  1  gr  Schwefelsäurehydrat 
äquiTalent  ist;  wir  nehmen  sie  als  gültig  für  jeden  Werth  von  x  an. 
Die  entwickelte  Wärmemenge  ist 

für  X  —  1    gleich    134,2, 

2  152,6. 

Die  Differenz  18^4  muss.nach  unserem  Satze  die  Wärmemenge  sein, 
welche  erzeugt  wird,  wenn  zu 

(1  gr  SO,H,0  +  1  gr  H,0) 
gesetzt  wird: 

(1  gr  H,0). 

Dieser  Satz  lässt  sich  experimentell  prüfen;  er  ist  durch  vielfache 
Versuche  genau  beslätigt  worden. 

Noch  ein  anderes  Beispiel  wollen  wir  betrachten.    Unser  System 
bestehe  aus  einem  Aequiyalent  Schwefelsäure 

SOs  =  32  +  48  =  80gr, 

einem  Aequiyalent  Natron 

Na20=»46+  16  =  62gr 

und  einem  Aequivalent  Baryt 

BaO  =  137  +  16-.153gr, 

jedes  in  so  yiel  Wasser  gelöst,  dass  ein  weiterer  Zuschuss  von  Wasser 

keine  Temperaturänderung   mehr   bewirkt;    der  Anfangszustand   sei 

der,  in  welchem  die  drei  Körper  gesondert  vorhanden  sind.    Mau 

giesse  die  Schwefelsäure  in  das  Natron;  es  bildet  sich  schwefelsaures 

Natron;  dabei  wird  eine  Wärmemenge  erregt,  welche  nach  Thomsen*) 

gleich 

31378 


ist,  wenn  wieder  1  gleich  der  Wärmemenge  ist,  die  1  gr  Wasser  um 

1^  erwärmt    Nun    giesse   man    das  Barytwasser    dazu.     Jenes  Salz 

wird    dann  wieder  zerlegt  und  schwefelsaurer  Baryt  gefällt;    dabei  i 

wird  die  Wärmemenge 

5492 
erzeugt:  die  Summe  ist 

36  870. 

Denselben  Endzustand  kann  man  herbeiführen,  indem  man  zuerst 
den  Baryt  mit  der  Schwefelsäure  zusammenbringt,  wobei  das  Baryt- 
salz niederfallt,  und  dann  das  Natron  zugiesst.  Bei  der  zweiten 
Operation  tritt  keine  chemische  und  keine  Wärmewirkung  ein;  bei 
der  Bildung  des  Barytsalzes  müsste  also  eine  Wärmemenge  erzeugt 
werden,  die  der  letzten  Zahl  gleich  ist.    Die  Messung  ergab 

36  896.  ; 


*)  Thomsen,  Pogg.  Ann.  143.    p.  358.    1871. 
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§3. 

Die  bei  einem  gewissen  Processe  erzeugte  Wärme  ist;  strenge 
genommen,  Ton  der  Temperatur  abhangig,  die  die  Körper  vor  und 
nach  dem  Processe  haben.  Das  lehrt  die  folgende  Betrachtung.  Es 
sei  0  die  Wärmemenge^  welche  bei  der  Te^iperatur  T  erzeugt  wird, 
wenn  die  Massen  m^ ,  m,  zweier  Korper  zusammengebracht  werden/ 
Q'  die  Wärmemenge,  welche  bei  demselben  Process  bei  der  Tem- 
peratur T  -\-  dT  erzeugt  wird,  und  es  seien  Cn  Cj,  c  die  specifischen 
Wärmen  bei  constantem  Druck  der  Bestandtheile  und  der  Verbindung. 

Nun  kühle  man  die  beiden  Korper  von  T  -{-  dT  auf  T  ab,  lasse 
sie  bei  T  zusammentreten,  und  erwärme  die  Verbindung  dann  auf 
T  -}-  dT.  Die  Wärmemenge,  welche  man  dann  im  Ganzen  aus  dem 
System  erhalten  hat,  muss  gleich  Q'  sein,  d.  h. 

Q'  =  (m^c^  +  m^c^)dT  +  ß  —  (wj  +  m^)cdT, 
Setzt  man 


so  hat  man  also 

dQ 


0'-0^%dT, 


Hieraus  kann  man  j~  berechnen  und  findet  es  im  Allgemeinen  von 
Null  verschieden. 

§4. 

In  gewissen  Fällen  kann  man  über  die  Wärmemenge  Q  noch 
weiteren  Aufschluss  erhalten,  dann  nämlich,  wenn  die  gedachte 
Ueberführung  auf  umkehrbarem  Wege  vorgenommen  werden  kann, 
was  bisweilen  möglich  ist.  Die  Mischung  von  Wasser  mit  Schwefel- 
säure bietet  ein  Beispiel  hierfür  dar. 

Ueber  wässeriger  Schwefelsäure  bilden  sich  reine  Wasserdämpfe, 
deren  Spannung  kleiner  ist  als  ihre  Spannung  über  Wasser  bei  der- 
selben Temperatur;  es  zieht,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  die  Schwefel- 
säure das  Wasser  an.  Denken  wir  uns  die  wässerige  Säure  in  einem 
mit  einem  Kolben  versehenen  Cylinder;  durch  Bewegung 
des  Kolbens  kann  man  den  Wassergehalt  der  Säure  auf 
umkehrbarem  Wege  nach  Willkühr  verkleinem  oder  ver- 
grössem,  indem  man  aus  ihr  Wasserdampf  herauszieht 
oder  in  sie  welchen  hineinpresst.  Indem  man  das  be- 
nutzt, kann  man  auf  umkehrbarem  Wege  Wasser  mit 
Schwefelsäure  mischen. 

In  dem  Cylinder  denke  man  sich  nun  das  Wasser 
über  der  Schwefelsäure,   von  dieser  getrennt  durch  eine  Zwischen- 
wand ^  die  den  Druck  durch  sich  hindurchwirken  lassen  möge,  über 


^0 
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dem  Wasser  den  Stempel.  Aaf  diesen  soll  ein  Drack*)  wirken, 
welcher  grosser  ist  als  die  Spannung  p^  des  Wasserdampfes  Ober 
reinem  Wasser  bei  der  stattfindenden  Temperatur.  Nun  soll  der 
folgende  Process,  bei  welchem  die  Temperatur  immer  gleich  erhalten 
werden  soll;  vorgenommen  werden. 

Erstens  vermindere  man  den  Druck  bis  p^. 

Zweitens f  wahrend  p  ^^  p^  ist,  bewege  man  den  Stempel  auf- 
wärtsy  bis  alles  Wasser  sich  in  Dampf  verwandelt  hat 

Drittens  bewege  man  den  Stempel  weiter  aufwärts ,  bis  pt=zp^^ 
der  Spannung  des  Wasserdampfes  über  der  Schwefelsaure,  geworden  ist. 

Nun  nehme  man  die  Wand  über  der  Schwefelsaure  fort,  wo- 
durch das  Gleichgewicht  nicht  gestört  wird,  und  bewege  viertens  den 
Stempel  abwärts,  während  man  den  Druck  passend  vermehrt^),  bis 
aller  Wasserdampf  verschwunden  ist. 

Endlich  fünftens  vermehre  man  den  Druck  auf  seinen  ursprüng- 
lichen Werth. 

Es  soll  die  Abnahme  der  Energie  unseres  Systems  für  diesen 
ganzen  Process  berechnet  werden;  diese  ist  nach  dem  S.  107  ent- 
wickelten Satze  gleich  der  Wärmemenge  Q^  welche  erzeugt  wird, 
wenn  man  Wasser  und  Schwefelsäure  geradezu  zusammengiesst, 
welche  dann  abgeleitet,  werden  muss,  wenn  man  Temperatur  und 
Druck  ihre  ursprünglichen  Werthe  annehmen  lässi 

Für  den  ersten  und  den  fünften  Theil  des  Processes  kann  die 
Aenderung  der  Energie  vernachlässigt  werden;  eine  solche  findet 
statt  nur  in  Folge  davon,  dass  bei  Aenderung  des  Druckes  das  Vo- 
lumen der  Flüssigkeit  ein  anderes  wird.  Die  hierbei  geleistete  Arbeit 
ist  verschwindend  klein  gegen  die  anderen  in  Betracht  kommenden 
Arbeitsgrossen. 

Für  den  zweiten  Theil  ist  nach  der  Formel  auf  Seite  95 

T 

die  Zunahme  der  Energie  also  hier:***) 

WO  m  die  Masse  des  vorhandenen  Wassers  bezeichnet;  oder  genau 
genug: 


**} 


*)  z.  B.  der  Atmosphärendruck.    D.  H. 

')  Denn  je  mehr  Wasser  die  Schwefelsäure  aufnimmt,  desto  grösser  wird 
die  Spannung  des  Wasserdampfes  über  ihr.    D.  H. 
•••)  Da  das  Integral  nur  von  T  abhängt.    D.  H 


Verdünnung  von  Schwefelaänre  anf  omkehrbarem  Wege.  Hl 

weiJD   wir  jetzt  ^^  das  specifische  Volumen  des  gesättigteü  Dampfes 
über  Wasser  nennen. 

Ist  ferner  s  das  specifische  Volumen  des  Dampfes  bei  irgend 
einem  Drucke  p  and  der  Temperatur  T  und  ist  p,  die  Spannung  des 
Dampfes  über  der  abgeschlossenen  Schwefelsäure ^  so  ist  nach  der 
Formel  auf  S.  73: 

Po 

die  Zunahme  der  Energie  für  den  dritten  Theil 


Po 


pi 

Wir  kommen  endlich  zum  vierten  Theil.  Hier  nimmt  der  Druck 
im  Allgemeinen  zu,  in  dem  Maasse^  in  dem  die  Schwefelsaure  ver- 
dünnter wird.  Wir  wollen  m  als  unendlich  klein  annehmen ,  dann 
fallt  der  Einfluss  dieses  Umstandes  fort  und  es  bleibt  während  des 
vierten  Theiles  des  Processes  p  =  Pj  uud  ähnlich  wie  bei  dem 
zweiten  Theil  ist  för  den  vierten  Theil*) 

WO  5,  das  specifische  Volumen  des  Dampfes  bei  p^  und  T  ist  und 
wo  die  Volumenänderungen  der  Säure,  ebenso  wie  oben  die  des 
Wassers,  vernachlässigt  sind. 

Ist  Q  die  Wärmemenge,  welche  erzeugt  wird,  wenn  die  Wasser- 
masse m  zu  der  Anfangs  abgesperrten  Schwefelsäure  gegossen  wird, 
so  ist  mithin: 

S  -  C'' &  -  ^0«.  -  (»•  Ä  -  0.K -/" Ü  +  ^ ^)  ■"■■ 

Pi 

Wir  wollen  die  Bezeichnung  ändern,  und  für  Q  und  m  (welche  un- 
endlich klein  angenommen  sind)  dO  und  dm  schreiben;  dann  ist  0 
die  Wärmemenge y  welche  erzeugt  wird,  wenn  die  endliche  Wasser- 
masse m  zu  einer  beliebigen  Menge  Schwefelsäure  gesetzt  wird^ 
und  es  ist 

Pl 
Sehr   einfach   wird    diese  Gleichung,    wenn  man  sich  erlaubt     den 
Wasserdampf  bis  zu  seiner  Gondensation  als  ideelles  Gas  anzusehen 

*)  Hier  gilt  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  weil  dort  Ansdehnung,  hier 
Compression  stattfindet.    D.  U. 
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was   bei   niederen  Temperaturen  keine  grossen  Fehler  herbeiführen 
kann.    Dann  ist 

«iPi  — *oPo  =  */>  — Ä^- 
Das  Integral  wird  dann  gleich  Null,  die  Glieder  — p^s^  and  +Po^o 
heben  sich  fort  und  es  wird 


und  daher 


^^\dT  p't  dT       ^^        dT 

dlog(£i) 


dm  dT 

Aus  den  schon  erwähnten  Beobachtungen  von  Thomsen  ist  Q*)  als 
Function  von  m  bekannt^  und  Regnault  hat  für  verdünnte  Schwefel- 
säure von  verschiedenen  Concentrationen  p^  bestimmt.  An  diesen 
Beobachtungen  habe  ich**)  die  abgeleitete  Gleichung  geprüft  und 
sie  in  hinreichender  Uebereiustimmung  mit  der  Erfahrung  gefanden. 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  lassen  sich  offenbar  über  die  Auf- 
lösung von  Salzen  und  die  Verdünnung  von  Salzlosungen  anstellen. 

*)  In  der  obigen  Berecbnnng  bedeutet  Q  die  Samme  der  nach  Aussen 
abgegebenen  Wärme  und  der  nach  Anesen  abgegebenen  Arbeit.  (S.  107).  Bei 
der  directen  Yermischimg  von  Wasser  und  Schwefelsäure  ist  aber  die  letstere 
zu  vernachlässigen.    D.  H. 

**)  Kirchhof;  Pogg.  Ann.  Bd.  104.  p.  612.  1S6S. 


Elfte  Vorlesang. 

Bew^;te  Flüssigkeit  —  Erweiterung  der  Definition  der  Temperatur.  —  fie- 
wegungsgleichungen  mit  Berücksichtigung  der  inneren  ßeibung  und  Wärme« 
leitung.  Wärmeerzeugung  durch  die  innere  Reibung.  —  Grenzbedingnngen.  — 
Wärmeerzeugung  durch  die  äussere  Reibung.  —  Vereinfachung  der  Formeln 
durch  VemachläsBigung  TOn  Reibung  und  Wärmeleitung.  •—  Existenz  eines  Ge- 

schirindigkeitspotentials.    Stationärer  Zustand. 

§  1. 

Wir  haben  bis  jetzt  nur  Fälle  betrachtet,  in  denen  die  lebendige 
Kraft  der  Theile  des  betrachteten  Systems  zu  yernachlässigen  ist; 
wir  wollen  jetzt  zur  Betrachtung  solcher  Fälle  übergehen,  in  welchen 
das  nicht  zutrifft,  dabei  uns  aber  auf  Flüssigkeiten  beschränken. 
Beim  Gleichgewicht  hängt  der  Zustand  einer  solchen  von  zioei 
Variablen  ab,  als  welche  wir  die  Dichtigkeit  ft  und  die  Temperatur 
T  annehmen  wollen;  von  diesen  ist  die  £nergie  eine  Function,  die 
wir  als  bekannt  annehmen.  Wir  denken  uns  nun  eine  irgendwie 
bewegte  Flüssigkeit  und  wollen  die  Dichtigkeit,  die  Temperatur  und 
die  Energie  eines  unendlich  kleinen  Theiles  derselben  in  einem  ge- 
wissen Augenblicke  ins  Auge  fassen.  Der  Begriff  der  Dichtigkeit 
bedarf  keiner  Erläuterung:  sie  ist  die  Masse,  dividirt  durch  das  Vo- 
lumen. Dass  dem  Theile  eine  gewisse  Energie  zukommt,  ist  auch 
klar;  sie  kommt  jedem  Körper  zu,  sie  hängt  aber  ab  von  der  Be- 
wegung. Die  Art  dieser  Abhängigkeit  lässt  sich  leicht  angeben, 
wenn  alle  materiellen  Punkte  die  gleiche  Geschwindigkeit  besitzen. 
Lassen  wir  in  einem  solchen  Falle  auf  den  Körper  äussere  Kräfte 
wirken,  welche  die  Geschwindigkeit  allmählich*)  verkleinern,  während 
keine  Wärme  zu-  und  abgeführt  wird.  Ist  die  Geschwindigkeit  ver- 
nichtet, so  ist  äussere  Arbeit  geleistet,  die  der  ursprünglichen  leben- 
digen Kraft  gleich  ist;  die  Temperatur  und  die  Dichtigkeit  aber  sind 
ungeändert  geblieben;  daraus  folgt,  dass  die  ursprüngliche  Energie 
gleich  ist  der  lebendigen  Kraft  plus  der  Energie,  die  der  Körper  in 
der  Ruhe  bei  gleicher  Temperatur  und  Dichtigkeit  besitzt. 

*)  und  in  allen  Punkten  gleichm&ssig.    D.  H. 
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£8  ist  in  diesem  Satze  die  Bede  von  der  Temperatur  einer  gleich- 
massig  bewegten  Flüssigkeit;  man  kann  von  dieser  mit  demselben 
Rechte  sprechen,  wie  von  einer  ruhenden;  man  kann  sie  auf  dieselbe 
Weise  sich  gemessen  denken  mit  Hülfe  eines  hineingebrachten  Thermo- 
meters ;  nur  mnss  dieses  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  mitmachen. 

Denken  wir  uns  aber,  dass  in  einem  unendlich  kleinen  Theile 
der  Flüssigkeit  relative  Bewegungen  stattfinden,  so  sind  wir  so  ohne 
Weiteres  nicht  berechtigt ,  Yon  seiner  Temperatur  zu  sprechen,  da 
nach  dem,  was  wir  bis  jetzt  über  den  Begriff  der  Temperatur  fest- 
gesetzt haben,  kein  Weg  denkbar  ist,  auf  dem  jene  Temperatur 
gemessen  werden  könnte.  Als  die  nothwendige  Grundlage  jeder 
Temperaturmessung  haben  wir  nämlich  bis  jetzt  den  Satz  betrachtet, 
dass  zwei  mit  einander  in  Berührung  befindliche  Körper,  deren  Zu- 
stände der  Zeit  nach  unveränderlich  sind,  gleiche  Temperaturen  haben 
müssen.  Unsere  Flüssigkeit  ändert  aber  nach  der  Annahme,  eben 
durch  die  relativen  Bewegungen  ihrer  Theile,  mit  endlicher  Ge- 
schwindigkeit ihren  Zustand;  der  genannte  Satz  kann  also  auf  unsere 
Flüssigkeit  nicht  angewandt,  die  Temperatur  dieser  mit  seiner  Hülfe 
nicht  gemessen  werden.  Wir  können  hiernach  die  Temperatur  der 
bewegten  Flüssigkeit  noch  willkürlich  definiren ;  nur  müssen  wir  dabei 
dem  nicht  widersprechen ,  was  wir  über  die  Temperatur  ruhender ' 
Körper  festgesetzt  haben.  Wir  geben  eine  solche  Definition,  indem 
wir  einen  Satz  aufstellen,  der  sich  auf  die  Energie  der  beliebig  be- 
wegten Flüssigkeit  bezieht,  und  in  dem  ihre  Temperatur  vorkommt; 
dieser  Satz  ist  der,  dass  die  Energie  der  bewegten  unendlich  kleinen 
Flüssigkeitsmasse  gleich  ist  ihrer  lebendigen  Kraft  plus  der  Energie, 
die  sie  in  der  Buhe  bei  gleicher  Dichtigkeit  und  gleicher  Temperatur 
haben  würde.  Auf  eine  ruhende  Flüssigkeit  angewandt  giebt  der 
Satz  eine  identische  Gleichung,  kann  also  nicht  zu  Widersprüchen 
mit  Sätzen  führen,  welche  für  den  Fall  der  Buhe  gelten. 

§.2. 

Wir  wollen  nun  die  Differentialgleichungen  fQr  die  Bewegung 
einer  Flüssigkeit  mit  Bücksicht  auf  die  Temperaturänderungen,  die 
in  ihr  stattfinden  können,  aufstellen. 

Es  sei  f&  die  Dichte;  u^  v,w  die  Componenten  der  Geschwindig- 
keit des  Flüssigkeitstheilchens  an  der  Stelle  o:,  y,  z;  ^«,  J^«,  Z«, 
bez.  Jfy,  Ty,  Zy,  bcz.  Ä»,  y»,  Z,  die  Componenten  der  Drucke  auf 
die  Flächen,  welche  im  Baumpunkte  o;,  y,  z  senkrecht  zur  Äy  bez. 
r,  bez.  Z  Achse  gelegt  sind;  ÄFZ  seien  die  Componenten  der 
äusseren  auf  die  Masseneinheit  wirkenden  Elräfte;  endlich  sei  /  die 
Zeit.     Dann  gelten  die  hydrodynamischen  Gleichungen:*) 

*)  Kirchhoff,  Mechanik,  Elfte  Vorlesung.  —  In  diesen  Gleichungen  bezieht 
sich  die  Differentiation  nach  t  auf  einen  bestimmten  materiellen  Funkt.  D.  U. 
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dt  ^l^ydx^  dy  ^  de)  ' 

äu  aX,       83y        dX, 

^dt"^^  'dx  dy  ds  ' 

^  dt        ^^         dx  dy  dg  ' 

dw  y  _  ^        ^        3^. 

^Tt"^^^        Tx~Jy  W^ 

Diese  Gleichungen  gelten  für  jeden  continuirlichen  Korper.  Ist  der 
Körper  eine  Flüssigkeit,  in  der  keine  Reibung  stattfindet,  so  ver- 
schwinden die  Grössen 

^m  —  p,  ^f  —  p,  z,  —  p,   r„  z„  2;, 

wo  J9  der  Druck  der  ruhenden  Flüssigkeit  bei  gleichem  ft  und  T  ist. 
Dasselbe  findet  statt  auch  in  einer  ruhenden  reibenden  Flüssigkeit, 
wenn  p  der  Druck  ist,  der  den  stattfindenden  Werthen  von  f&  und  T 
entspricht.  Sonst  sind  bei  einer  reibenden  Flüssigkeit  diese  sechs 
Grössen  von  Null  verschieden.  Wir  nehmen  an,  dass  sie  lineare 
iiomogene  Functionen  Ton 

dx'    dy\dM*    dB'^dy*    dx'^de'    dy  "^  dx 

sind,  von  welchen  Grössen  die  relativen  Geschwindigkeiten  der  Theile 
eines  unendlich  kleinen  Volumens  abhängen,  und  zwar  Functionen, 
die  vom  Coordinatensystem  unabhängig  sind.  Diese  Annahme  er- 
giebt,  wenn  p  der  Druck  der  ruhenden  Flüssigkeit  bei  gleichem  ft 
und  T  ist:») 

X,~P-2q-^-  +  2q   (^_  +  _-.  +  — j,. 

V  «  9^    ^'^    _J_  9^'    f^^      I      ^^    _L  ^«^\ 

Z.^P-2qj-  +  2q   (^-  +  _  +  -^j, 

^-^--^ydi  +  Ji;)^ 

-J^y ^\dy'^  dx)  ' 


*)  Die  Ableitung  dieser  Gleichungen  erfolgt  ganz  auf  demselben  Wege, 
wie  die  Berechnung  der  Drucke  in  einem  elastischen  isotropen  festen  Körper 
als  Functionen  der  sechs  DeformationsgrÖsseu.  Vgl.  Kirchhoff,  Mechanik, 
1.  c.    D.  H. 

8* 
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wo  Q  und  q',  ebenso  wie  J7,  Functionen  von  (i  und  T  sind.    (Eine 
später  zu  erörternde  Theorie  (17.  Vorlesung  §  2)  giebt  für  Gase 

d.h. 

Ist  die  Flüssigkeit  als  incompressibel  anzusehen,  so  ist  der  Werth 
7on  q'  gleichgültig  und  kann  gleich  Null  gesetzt  werden. 

§  3. 

Um  eine  weitere  Differentialgleichung  zu  bilden,  müssen  wir  die 
Wärmeleilung  in  Betracht  ziehen;  in  Bezug  auf  diese  nehmen  wir 
an,  entsprechend  dem,  was  wir  für  die  Wärmeleitung  in  ruhenden 
Körpern  angenommen  haben  (S.  9),  dass  die  Wärmemenge,  welche 
in  der  Zeiteinheit  durch  ein  Element  ds  in  der  Richtung  seiner  Nor- 
male n  strömti  gleich  ist: 

dT   , 

dn       ' 
wo  die  Leitungsfahigkeit  x  nur  von  ft  und  T  abhängt.     Die  letztere 
Annahme  ist  eine  Hypothese. 

Die  gesuchte  Differentialgleichung  werden  wir  erhalten,  indem 
wir  auf  zweifache  Weise  die  Aenderung  ausdrücken,  welche  im  Zeit- 
element dt  die  Energie  eines  beliebigen  Theiles'der  Flüssigkeit  er- 
leidet») 

Für  eine  unendlich  langsame  Bewegung  sei  die  Wärmemenge 
dQ^  die  der  Masseneinheit  zugeführt  werden  muss,  um  ft  um  dy^^  T 
um  dT  ZM  Yergrossern: 

dQ^  —  Md^i  +  C^  dT, 
wo  C9  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen  ist  und**) 

dT 

*)  Hierza  benutzen  wir  zunächst  den  Satz  (S.  114),  dass  die  Energie  eines 
unendlich  kleinen  Flüssigkeitstheilchens  gleich  ist  seiner  lebendigen  Kraft  plus 
der  Energie,  welche  das  Tbeilchen  in  der  Ruhe  bei  gleicher  Dichtigkeit  pL  und 
gleicher  Temperatur  T  haben  würde.  Die  Aenderung  der  letzteren  Energie  im 
Zeitelement  dt  ergiebt  folgende  Betrachtung.    D.  H. 

••>^ (5?)r""(3lX(lf)r-     "'*'''*'  ''*'"'***  ***"  ''"^"' 

dass  T  constant  bleibt.    Der  Werth  von  1:7^1     ist  identisch  mit  dem  Ton  X 

auf  S.  72,  worin  noch  9  »  —  zu  setzen  und  die  Differentiationen  auf  die  unab- 
hängigen  Variablen  (t,  und  T  zurückzuführen  sind.    D.  H, 
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Da  ferner  -  das  Volamen  der  Masseneinheit  ist,   so  ist  die  Arbeit, 
die  äussere  Kräfte  bei  der  gedachten  Veränderung  leisten,  gleich 


-..(i) 


Die  Äenderung  der  Energie  der  Masseneinheit,  wenn  ft  um  ^/t,    T 
wm  dT  wächst,  ist  daher 


Ist  also  dm  ein  Massenelement  des  betrachteten  Theiles,  so  ist  die 
im  Zeitelement  dt  stattfindende  Vergrosserung  der  Energie  nach  der 
Definition  der  Temperatur  (S.  114)  gleich 

Dieser  Ausdruck  muss  nun  gleich  sein  der  Summe  der  Arbeit,  welche 
die  äusseren  Kräfte  jn  Wirklichkeit  leisten,  und  der  gleichzeitig  zu- 
geführten Wärmemenge.    Jene  Arbeit  ist 

dtfdm{Xu  +  Yv  +  Zw)  +  dt  CdsiX^u  +  Y^v  +  Z^w), 

wo  ds  ein  Element  der  Oberfläche,  n  die  nach  Innen  gerichtete  Nor- 
male ist.  Diesen  Ausdruck  gestalten  wir  mit  Hülfe  unserer  Diffe- 
rentialgleichungen auf  S.  115  um.    Wir  multipliciren  die  dort  stehen- 

den  Differentialgleichungen  fOrft-^',    (J^-jt}    C''jr  ^^^  Reihe  nach 

mit  udtf  vdt,  wdt,  wo 

^dt  =  dm 

ist,  addiren  und  integriren,  dann  kommt 
^^  (2  dt  -Xu-Yv--  ZwJ 

=  rds{XnU+  YnV  +  Z^w) 

+Jä,  {X. g  +r.%  +  z. %  +  Y. (|i  +  |s) 

+^.(lf+l?)+^.(lf+fe))- 

Daraus  folgt,  dass  jene  Arbeit  gleich  ist: 

oder,  wenn  man  die  Werthe  von  Xg,  ^y,  Z^/Y»^  Z«,  X^  substituirt 
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und  die  Gleichong  der  Continuitat: 

dx    '   ~dy  "^  di  **       ^  dt 
benatzt,  gleich 

Die  Wärmemenge  aber,  welche  der  betrachteten  Masse  in  der  Zeit 
ät  zugeführt  wird,  ist,  wie  oben: 


-"!• 


»l^* 


oder,  wenn  man  das  Flächeuintegral  in  ein  Raumintegral  verwandelt : 


dt 

Setzt  man  nun  den  oben  gewonnenen  Ausdruck  fdr  die  Aenderung 
der  Energie  gleich  der  Summe  der  beiden  Ausdrücke,  die  wir  hier 
für  die  Arbeit  der  äusseren  Kräfte  und  für  die  zugeführte  Wärme- 
menge erhalten  haben,  und  berücksichtigt  man,  dass  die  Masse,  deren 
Element  dm  genannt  ist,  auch  unendlich  klein  angenommen  werden 
kann,  so  erhält  man: 

+  (af +  §:-)') -'''(ä^  +  IJ  +  W» 

Das  zweite  Glied  der  rechten  Seite  bezeichnet  man  als  die  in  der 
Masseneinheit  durch  Reibung  erzeugte  Wärmemenge. 

Zu  dieser  Gleichung  kommt  noch  die  Definition,  durch  die  wir 
p  in  unsere  jetzige  Rechnung  eingeführt  haben,  nämlich  die  Gleichung 
zwischen  j?,  ft,  T,  die  beim  Gleichgewicht  besteht. 

§4. 

Femer  müssen  an  der  Oberfläche  der  Flüssigkeit,  da,  wo  sie  mit 
einem  anderen  Körper  in  Berührung  ist,  gewisse  Grenzbedingungen 
erfüllt  sein;  wir  wollen  diese  aufstellen. 

Den  anderen  Korper  wollen  wir  auch  als  eine  Flüssigkeit  be- 
zeichnen; wir  schliessen  dadurch  den  wichtigen  Fall  nicht  aus,  dass 
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derselbe  ein  starrer  Körper  ist;  einen  solchen  können  wir  nämlich 
als  eine  Flüssigkeit  ansehen,  bei  der  die  Grosse  q^  von  welcher  die 
innere  Reibung  abhängt,  unendlich  gross  ist;  ist  das  der  Fall,  so 

luQssen      ^     ^     g^      dv^i^     ^4.^     !?ü^^ 
dx^    dy^    da'    de  ^  dy^    dx'^dz^    dy  '^  dx 
gleich  Null  sein,  weil  X»^  Y^y  Z«,  Y^^  Z^^  X^  nicht  unendlich  wer- 
den können,  widrigenfalls  unendlich  grosse  Beschleunigungen  statt- 
finden mÜBsten;  es  können  also  keine  relativen  Bewegungen  in  dem 
Korper  stattfinden. 

Für  jedes  Element  der  Grenzfläche  äS^  dessen   in   das  Innere 
unserer  Flüssigkeit  gerichtete  Normale  n  ist,  muss  dann  zunächst  sein:*) 

(ti  —  w')  cos  (nx)  +  (f  —  v')  cos  (ny)  +  (*^  —  ^1  cos  (m)  =  0, 
wenn   u',  v%  w'   die  Geschwindigkeitscomponenten  in  der  anderen 
Flüssigkeit  bezeichnen. 

Femer  muss  nach  dem  Princip  von  Wirkung  und  Gegenwirkung 
sem.:  ~         y  '      v  v '      7         7 ' 

^n  "^  •<*n  I       •■  •  —  •■  «  I       ^n  *="  ^n  • 

Im  Allgemeinen  verschwinden  u  —  u',  v  —  v\  w  —  w'  nicht,  d.  h. 
es  findet  eine  relative  Geschwindigkeit  an  der  Grenzfläche  statt.  Es 
ist  die  Hypothese  aufgestellt  worden,  dass  mit  diesen  Grossen  pro- 
portional sind  die  Gomponenten  nach  den  Achsen  derjenigen  Com- 
ponente  von  {Xn^  Yn^  Z^),  welche  senkrecht  auf  n  ist;**)  das  giebt: 

Xn  —  (Xn  COS  {nx)  +  Yn  COS  {ny)  -|-  Z,  cos  (nz))  cos  (na:)  =  A  {u  —  1/), 

Yn  —  {Xn  cos  {nx)  -\-  Yn  COS  {uy)  -|-  Zn  cos  {nz))  cos  {ny)  =  X{v  —  v), 

Zn  —  {Xn  COS  {nx)  +  Yn  COS  (ny)  -f-  Zn  cos  {nz))  cos  (nz)  =  A  {w' —  to), 

wo  l  von  den  Geschwindigkeiten  unabhängig  ist  und  die  sogenannte 
äussere  Reibung  bedingt 

Weiter  nehmen  wir  an      ^ ^, 

Nun  fehlt  für  die  Grenze  noch  eine  Bedingung,  die  aus  der  Be- 
trachtung der  Energie  herzuleiten  ist.  Wir  denken  uns 
genau  dieselbe  Betrachtung  wiederholt,  die  uns  zu  der 
letzten  partiellen  Differentialgleichung  geführt  hat,  nur 
mit  dem  Unterschiede,  dass  die  Masse,  deren  Element 
dm  ist,  zum  Theil  der  einen,  zum  Theil  der  anderen 
Flüssigkeit  angehört.  Dann  bleibt  zunächst  Alles  wie 
oben,  indem  die  Integrale  einfach  über  beide  Theile   der  Masse  zu 

*)  Kirchhoff,  Mechanik,  Zehnte  Yprlesnng. 
**)  1.  c.  SechBiindz wanzigste  Vorlesung.  —  Der  Gesammtdruck  auf  die 
Grenzfläche:  X^,  Y^,  Z^  zerfällt  in  den  Normaldruck:  X^  cos  {nx)'{-Y^  cos  (ny) 
-j-  Z^  cos  (m)  und  in  den  Tangentialdruck,  dessen  Gomponenten  also  durch 
Subtraction  der  Gomponenten  des  Normaldrucks  von  denen  des  Gesammt- 
druckes  erhalten  werden.    D.  H. 
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erstrecken  sind.     Aber  die  durch  partielle  Integration  oben  (S.  117) 
hergeleitete  Gleichung 

J  ^^  (2 —dt  -  Xu-Yv-  ZwJ 


■J 


'  ^  "^  ^»  dy  "T"  ^'  di  "^     *  V^if  "f"  dy' 


gilt  hier  nicht;  um  sie  richtig  zu  machen,  ist  auf  ihrer  rechten  Seite 
das  Glied 

JdS  {Xn(u  -  U')  +rn{y-  V')  +  Zn{w  -  tv')) 

hinzuzufügen;  wie  man  sieht,  wenn  man  jene  Gleichung  bildet  für 
jeden  der  beiden  Theile  der  betrachteten  Masse  und  die  Summe 
nimmt.     Der  Ausdruck  für  die  äussere  Arbeit  lautet  also  jetzt: 

+  ^'/tI«  (^©'+20'+^©'+(lv+l|)'+(s+i-r)' 

.(du    ,    a»y\         »,  (du    ,dv,    3ipV» 

+  W  +  ä^>'  j  ~  ^  W  +  ä»  +  ä7>'  I 

-    dt  fdS  (Äniu  —  «')  +  ^»(«'  —  »')  +  Zn{<U>  —  W')) . 

Die  in  der  Zeit  dt  zugefUhrte  Wärmemenge  ist  wieder 

oder,  da  x  und  ^  ,  ^,  ^  an  der  Fläche  S  SprQnge  erleiden 
können: 


<?<  /  ^'  V  — .-:  - + —,P^  + 


dy        '         dt 


+dtfds{.'^-.''^y 


Setzt  man  nun  wieder  den  Ausdruck  für  die  Aenderung  der  6e- 
sammtenergie  gleich  der  Summe  der  äusseren  Arbeit  und  der  zu- 
geführten Wärmemenge,  so  erhält  man  mit  Bücksicht  auf  die  letzte 
partielle  Differentialgleichung  (S.  118) 

..ßs  (.  |I  -  .-  f ) 

=  dtfdS{Än[U  -u')  +  Fniv-  V')  +  Z,(»  -  w')), 
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also^  da  diese  Gleicbnng  für  jedes  Element  dS  gelten  muss: 

und  nach  S.  119: 

Dieser  Ausdruck,  negativ  genommen,  ist  die  Wärme,  welche  in  der 
Einheit  der  Zeit  und  der  Fläche  durch  die  „äussere  Reibung^'  erzeugt 
wird  und  welche  nach  beiden  Seiten  hin  abfliessi 

bt  A  =  oo,  so  sind  u  —  u,  v  —  v\  w  —  w'  gleich  Null  und 
zwar  so,  dass  X{u  —  u\  X{v  —  f/),  X[id  —  w')  nicht  unendlich  sind, 
da  Xxf  yy^  ^«,  -^«9  Zxf  Xy  endlich  sind;  hiemach  ist 

X  ((« —  uy  +  (t;  -  vy  +  («^  -  ^y)  —  0, 

und  die  Reibungswärme  verschwindet,  ebenso  wie  fUr  A  »=  0. 
Der  Natur  der  Sache  nach  sind  die  entwickelten  Gleichungen  ver- 
wickelter, als  die  entsprechenden  der  reinen  Mechanik,  die  auf 
Temperatnränderungen  keine  Rücksicht  zu  nehmen  haben.  Es  ist 
die  letzte  partielle  Differentialgleichung  und  die  letzte  Grenzbedingung, 
welche  hier  die  grossere  Complication  herbeifuhren. 

§  5. 

Eine  grosse  Vereinfachung  tritt  ein,  wenn  man  die  Wärme- 
leitung und  die  Reibung  vernachlässigen,  also  x,  9,  ^\  X  gleich 
Null  setzen  darf  ,*^)  was  in  manchen  Fällen  näherungsweise  erlaubt 
ist    Die  letzte  partielle  Differentialgleichung  (S.  118)  giebt  dann 

—  MdyL'\-  C^dT  =  0'j 

das  ist  die  Differentialgleichung  der  adiäbaiischen  Beziehung  zwischen 
HL  und  T\  hat  man  sie  integrirt  und  zieht  man  hinzu  die  Gleichung 
zwischen  |7,  fi,  T,  die  für  die  Flüssigkeit  gilt,  so  reduciren  sich  die 
drei  Unbekannten  p^  ^^  T  auf  eine,  etwa  ^,  Die  Gleichungen  sind 
dann  von  derselben  Form,  wie  in  der  reinen  Mechanik;  nur  die  Be- 
ziehung zwischen  p  und  ^  ist  eine  andere,  als  wenn  T  sich  nicht 
änderte ;  die  Aenderungen  von  T  sind  zu  berechnen  aus  denen  von  fi. 
Einige  hierher  gehörige  Fälle  wollen  wir  betrachten.  Zu  weiterer 
Yereinfachung  nehmen  wir  an,  dass  ein  Geschwindigkeitspotential  q> 
existirt,  dass  also  ^ 

^        dx' 
dtp 


*)  Mithin  anoh: 

x,  =  y,  =  ^.=P,     r.  =  if,  =  Xj,  -  0.         D.H. 
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Setzt  man  ausserdem  noch  yorans,  dass  keine  äussere  Kräfte  wirken, 
so  folgt  dann,  wenn  man  in  den  drei  Gleichungen  8.  115  setzt: 

du        du    t        du    t       du*  i         du 

dv        dv    t       dt>    i       df>    i         dv 

dfo        dfo    t       dtc    t       dw    t        dfo 
dt         dt  ^      dx    *       dy    ^         de' 

du    .       du    t       du    ,         du    ,    l  dp        n 

dt    *       dx    *       dy    *         de    *   fu  dy  ' 

dw    i    ^,dio    ,    „  dw    t    ^^  dfo    i    1  dp        ^ 

Führt  man  hier  das  Geschwindigkeitspotential  ein,  multiplicirt  mit 
dx^  dy,  dZj  addirt  und  integrirt  dann,  so  ergiebt  sich: 

und,  wenn  weiter  der  Zustand  ein  stationärer  ist: 


wofür  wir  schreiben 


o-/f +1^^- 


Zwölfte  Vorlesung. 

Ausströmen  eines  Gases  in  Form  eines  Strahles.  —  üntersachung  des  stationären 
Strahles  in  der  Nähe  der  Ansflossöffiinng,  spedell  filr  atmosphärische  LufL  — 
Ausströmen  eines  Gemisches  yon  Flüssigkeit  nnd  ihrem  Dampf.  —  Tabellen  von 
Zeuner  füi  Wasserdampf.  —  Strömung  von  Flüssigkeit  ans  einer  engeren  in 
eine  weitere  conaxiale  lange  Röhre,  die  ursprünglich  mit  ruhender  Flüssigkeit 
angefüllt  war.  —  Stationärer  Zustand  an  den  Enden  der  weiteren  Bohre.  — 
Einführung  yereinfachender  Näherungsannahmen.  —  Beispiele  für  Wasserdampf 

und  Wasser.  —  Specielle  FäQe. 

§  1. 

Von  den  in  der  Yorigen  Vorlesung  entwickelten  Gleichungen 
wollen  wir  zunächst  eine  Anwendung  machen  auf  den  Ausfluss  einer 
Flüssigkeit  aus  einem  Gefasse. 

Wenn  Wasser  aus  der  Oeffnung  eines  Gefasses  ausäiesst^  so  bildet 
sich  bekanntlich  ein  Strahl  \  es  ist  dieser  anfangs  ganz  zusammen- 
hängend; dann  trennen  einzelne  Tropfen  sich  ab,  endlich  zerfällt  er 
ganz  in  Tropfen.  Ganz  Aehnliches  findet  statt,  wenn  Luft  aus  einem 
Geßsse,  in  dem  sie  yerdichtet  ist,  in  die  Atmosphäre  tritt;  man  sieht 
den  Strahl,  wenn  man  etwa  Rauch  dem  yerdichteten  Gase  beigemengt 
hat;  nur  eine  Tropfenbildung  giebt  es  hier  nicht;  an  ihrer  Stelle 
zeigt  sich  hier  Folgendes:  in  einiger  Entfernung  yon  der  Ausfluss« 
Öffnung  treten  Theile  des  Strahles  in  die  äussere  Luft  und  Theile 
dieser  in  den  Strahl;  an  der  Oberfläche  dieses  bildet  sich  eine  leb- 
hafte Wirbelbewegung,  die  die  äussere  und  die  innere  Luft  vermischt, 
den  Querschnitt  des  Strahles  vergrössert  und  seine  Grenze  unbestimmt 
macht  Diese  Wirbelbewegung  greift,  je  weiter  man  auf  dem  Strahle 
fortgeht,  mehr  und  mehr  um  sich  nach  Aussen  und  nach  der  Achse 
desselben;  der  Querschnitt  wird  immer  grosser,  die  Grenze  immer 
unbestimmter,  zugleich  der  Rauch  immer  verdünnter  und  die  Ge- 
schwindigkeit immer  kleiner;  in  einem  gewissen  Abstände  von  der 
Ausflussöffnung  ist  von  dem  Strahle  nichts  mehr  wahrnehmbar. 

Diese  Veränderungen  des  Strahles  sind  eine  Folge  der  Reibung; 
ohne  diese  würde  Geschwindigkeit  und  Querschnitt  desselben  unge- 
ändert  bleiben  und  eine  Vermischung  desselben  mit  der  äusseren 
Luft  gar  nicht  stattfinden.    Andererseits  übt  die  Reibung  ihren  Ein- 
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fluss  vorwiegend  gerade  ,da  aus,  wo  die  ursprünglich  ruhende  und 
die  lebhaft  bewegte  Luft  sich  mit  einander  vermischen,  nnd  wir 
können,  näherungsweise  richtig,  annehmen^  dass  im  Gefasse  and  vor 
der  Ausflussoffnung,  da,  wo  der  Strahl  noch  scharf  begrenzt  ist,  keine 
Reibung  stattfindet.  Das  wollen  wir  thun;  wir  wollen  ferner  an- 
nehmeui  dass  in  dem  genannten  Räume  die  Wärmeleitung  unmerklich 
ist  und  dass  vor  dem  Freimachen]  der  OeiFnung  die  Luft  überall 
ruhte;  dann  giebt  es  in  dem  bezeichneten  Gebiete  ein  Geschwindig- 
keitspotential 9,  da  es  ursprünglich  eines  gab  (welches  gleich  Null 
oder  constant  war).  Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Bewegung 
als  eine  stationäre  angesehen  werden  kann  und  dass  iu  einem  Theile 
des  Gefässes  die  Geschwindigkeit  verschwindend  klein  ist;  hier  sei 
der  Druck  gleich  p^.  Die  äussere  Luft  in  der  Nähe  der  Mündung 
ruht,  wie  Versuche  mit  einer  Lichtflamme  gezeigt  haben;  hier  sei 
der  Druck  gleich  p^  <  P\»  Es  sei  Fj  die  Geschwindigkeit  in  irgend 
einem  Punkte  der  Oberfläche  des  Strahles  da,  wo  eine  scharfe  Ober* 
fläche  noch  existirt;  dann  giebt  die  vorausgeschickte  Gleichung 

Pi 

Dabei  gilt  zwischen  p  und  ^i  nach  S.  121  die  Beziehung,  die  immer 
zwischen  ihnen  bei  einem  Gase  besteht,  welches  ohne  Zufuhr  oder 
Entziehung  von  Wärme  sein  Volumen  in  umkehrbarer  Weise  ändert. 
Brauchen  wir  das  frühere  Zeichen  für  das  Volumen  der  Masseneinheit: 

i_ 
so  ist,  wenn  das  Gas  ein  ideelles  ist,  nach  S.  75 

wo  für  atmosphärische  Luft  7/  «»  1,41  ist:  also 


vdp^v^pjj  p    ^dp 


Pt  p^ 


Y 

Für  die  Temperatur  T  gilt  dabei: 


-hl  ^iP\^  \Px  ^  —Pi  ^  ) 

:^«'.P.(l-(gn- 


y-1 


^     (Pl\  ^ 

Also,  da  y  >  1:  T  <  T 
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Da^  wo  die  Geschwindigkeit  zerstört  ist^  ist  die  Temperatur  wieder  T^ , 
vorausgesetzt,  dass  dieses  auch  die  Temperatur  der  äusseren  Atmo- 
sphäre war;  durch  Reibung  ist  die  lebendige  Kraft  in  Wärme  um- 
gesetzt. 

Thomson  und  Joule  erhielten  diese  Abkühlungen,  indem  sie  ein 
Thermometer  seitwärts  an  die  Ausflu8so£Ehung  brachten;  nämlich  für 

P2  ■»  1  Atmosphäre, 
jPj  SS  8,4  4,9  2,1  Atmosphären 

Abkühlung  —  13«,4        10o,3        5^8  C, 

dagegen  fanden  sie  die  Erwärmungen 

230,7         17^2        40,2  C, 

indem  sie  das  Thermometer  in  einer  Rohre  gerade  über  die  Oeffnung 
brachten.  Der  Finger,  welcher  die  Oeffnung  zuzuhalten  sucht,  em- 
pfindet starke  Hitze,  während  das  Metall,  in  dem  die  Oeffnung  ist, 
sehr  kalt  ist.  Diese  Temperaturerhöhungen  sind  iheilweise  wohl  Folge 
der  Reibung,  aber  nicht  allein;  denn  an  einem  Theile  des  Fingers 
ist  F  «a  0;  also  p  =^  p^  und  T^^^T^,  wenn  keine  Leitung  und  keine 
Reibung  stattfände;  von  der  Wand  an  der  Oeffnung  hat  aber  die 
abgekühlte  Luft  durch  Leitung  Wärme  aufgenommen  und  erwärmt 
sich  daher  bis  über  die  ursprüngliche  Temperatur  bei  der  Compression 
am  Finger. 

Ist  die  Oeffnung  nur  klein,  so  kann  man  p  und  daher  auch  V 
im  ganzen  Strahl  als  constant  betrachten  da,  wo  dieser  cylindrisch 
ist.  Ist  f  die  Fläche  des  Querschnittes,  so  ist  daher  das  in  der 
Zeiteinheit  bei  /?2  und  T^  austretende  Luftvolumen  gleich 

die  Masse  hiervon  ist 


d.  h. 


IL« 
«s 


fV  ^^^ 

'    '^  2  m.     T-    «,  ^ 


t^i    ^t   Pl 


wo  für  Fj  ^^^  "t    ^^^  obigen  Werthe  zu  substituiren  sind.    Es  ist 

f  nicht  die  Fläche  der  Oeffnung,  sondern  wegen  der  Contraction  des 
Strahles  kleiner  als  diese. 

§2- 

Wir  betrachten  nun  das  Ausstromen  eines  Gemisches  von  Flüssig- 
keit und  ihrem  Dampf.    Auch  hier  gilt  die  Gleichung 


■/ 
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wo  zwischen  v  und  p  die  ^^adiabatische  Gleichung''  des  Gemisches 
besteht.  Wir  könnten  das  hier  Yorkommende  Integral  aus  der  früher 
aufgestellten  Gleichung  der  adiabatischen  Linie  berechnen;  wir  finden 
es  aber  in  passender  Form  bequemer  auf  folgendem  Wege.  Wir 
können,  um  es  zu  finden,  die  Bewegung  gleich  Null  setzen,  da  die 
Beziehung  zwischen  v  und  p  Ton  der  Bewegung  unabhängig  ist; 
dann  ist  nach  S.  95  die  Energie  der  Masseueinheit  des  Gemisches  in 
der  dort  gebrauchten  Bezeichnung,  wenn  noch  6  vernachlässigt  wird: 


a='fcdT  +  (T§^-p)sx, 


wobei 

sx  =  V. 

Wird  keine  Wärme  zugeführt,  so  ist  aber: 

(7  — —  fpdv. 
Also,  wenn  wieder  r  die  latente  Verdampfungswärme  bedeutet: 

—  I pdv^  jCdT  '\-  rx  —  pv. 

Dies  ergiebt  durch  DiiFerentiaiion : 

—  pdv  ^CdT+  d(rz)  —  d{pv) 
oder: 

0  =  CdT-^  d{rx)  —  vdp, 

die  adiabatische  Bedingung. 
Setzt  man  hierin: 

vdp^'^dT, 

so  folgt 

^        CdT    ,     ,/rx\ 

d.  h. 

T  "^      J     T    ^ 

woraus  x  als  Function  von  T  zu  berechnen  ist. 

£s  hat  Zeuner  für  Wasserdampf  Tabellen  berechnet,  mit  deren  Hülfe 


b   Ivdp^ 


man  hiernach   Ivdp^  also  auch  F,  findet,  wenn  /?, ,  P2*)  und  x^  ge- 

Pt 

gegeben  sind ;  dabei  findet  man  dann  auch  X2 .     Ist  im  Kessel  reiner 

Wasserdampf,  also  x^  »»  1,  so  enthält  der  austretende  Dampf  flüssiges 
Wasser,  d.  h.  X2  <  x^.  (Vgl.  S.  91.)  Nach  Zeuner  ist  die  Er- 
scheinung, die  der  Strahl  dann  zeigt,  diese:  an  der  Ausflussofinung 
zeigt  sich  ein  genauer  Kegel;  das  ist  der  mit  Wasser  vermischte 
Dampf.    Schon  in  der  Nähe  der  Oeffnung  mischt  sich  mit  dem  Strahle 

♦)  Dadurch  unmittelbar  auch  T,,  7j.    D.  H, 
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die  äussere  Lufb.  Diese  übt  einen  doppelten  Einfluss  aus;  sie  entzieht 
dem  schon  an  der  Oefihung  auf  100^*)  abgekühlten  Dampfe  Wärme 
und  befordert  dadurch  das  Tropfbarwerden;  auf  der  anderen  Seite 
vergrössert  sie  das  Volumen  und  erregt  durch  Reibung  Wärme;  da- 
durch befördert  sie  die  Verdampfung.  Der  Beobachtung  zufolge 
üWwiegt  in  massiger  Entfernung  von  der  Oeffnuug  die  zweite 
Wirkung;  alles  Wasser  verdampft  hier,  der  Strahl  ist  vollkommen 
durchsichtig  und  man  kann  ungestraft  die  Hand  in  ihn  halten;  in 
gewisser  Entfernung  wird  die  erste  Wirkung  überwiegend,  es  bilden 
sich  wieder  Nebel,  die  aber  in  noch  grösserem  Abstände  Yon  der 
Oe&ung  wiederum  aufgelöst  werden. 

Zeuner  hat  die  Äusflussgeschwindigkeiten   F,   und  die  Ausfluss- 
mengen 

^f     (S.  125) 

nach  den  entwickelten  Formeln  berechnet  für  die  Fälle,  dass  reiner 
Wasserdampf  und  dass  reines  Wasser  zum  Ausfluss  gelangt ,  und 
dass  Pt  =  2y  3,  ...  14  Atmosphären  ist.  Für  reines  Wasser  ergiebt 
sich  das  überraschende,  aber  mit  der  Wirklichkeit,  wie  es  scheint, 
übereinstimmende  Resultat,  dass  die  Ausflussmenge  für  alle  jene 
Werthe  von  p^  fast  gleichen  Werth  hat,  während  F,  auf  etwa  das 
doppelte  steigt.  Das  liegt  daran,  dass  an  der  Oeffnung  immer  eine 
Dampfbildung  stattfindet,  die  um  so  reichlicher  ist,  je  grösser  p^  ist. 


§3. 

Wir  wollen  jetzt  noch  einen  verwickelteren  Fall  des  Ausflusses 
einer  Flüssigkeit  betrachten,  bei  dem  wir  zu  den  schon  bei  dem 
froheren  Falle  benutzten  Annahmen  noch  neue  hinzufügen  müssen. 

Aus  der  Mündung  A  einer  Röhre  trete  ein  Strahl  von  Flüssigkeit 
in  ursprünglich  ruhende  Flüssigkeit  derselben  Art.  Ueber  die  Röhre 
sei  eine  zweite  weitere,  an  beiden  Enden  offene  Röhre  geschoben; 
fände  keine  Reibung  und  keine 
Wärmeleitung  statt,  so  würde 
der  Strahl  ungeändert  fortgehn 
und  die  Flüssigkeit  in  dem  wei- 
tereu Rohre  ruhend  bleiben.  In 
Folge  der  Reibung  breitet  aber 
der  Strahl  sich  aus,  mischt  sich  mit  der  umgebenden  Flüssigkeit  und 
reisst  einen  Theil  dieser  mit  sich  fort;  durch  das  Ende  B  muss  daher 
(wir  betrachten  nur  den  stationären  Zustaud)  Flüssigkeit  angesaugt 
werden.    Wir  wollen  nun  annehmen:  erstens,  dass  in  einigem  Abstand 


>« 


•)  Da  A  «  1  Atmosphäre.    D.  H. 
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von  A  die  Wirbelbewegangen,  welche  bei  der  Yermischnng  stattfiDdeii; 
durch  die  Reibung  vollstäudig  erloschen  sind,  und  dass  hier  die 
Theilchen  überall  mit  gleicher  Geschwindigkeit  parallel  der  Achse 
sich  bewegen ;  zweitens,  dass  an  den  Röhrenwandungen  überall  keine 
Reibung  stattfindet,  d.  h.  dass  jeder  Theil  dieser  einen  senkrechten 
Druck  erleidet. 

Mit  Hülfe  dieser  Annahmen  werden  wir  über  die  Bewegungen 
in  den  Enden  der  weiteren  Röhre  Aufschluss  erhalten  können,  obwohl 
wir  die  Vorzüge  in  dem  zwischenliegenden  Räume,  da  wo  die  Ver- 
mischung stattfindet  und  die  Reibung  ihren  £influss  übt,  zu  ermitteln 
ausser  Staude  sind.  Wir  ziehen  zunächst  aus  den  Differentialglei- 
chungen der  Bewegung  die  Schlüsse,  die  zu  diesem  Aufschluss  fähren. 

Aus  der  Continuitätsgleichung  des  stationären  Zustandes: 

dx    '^    dy    '^    dz     "^ 
folgt  durch  Multiplication  mit  dx  dy  dz  und  Integration 

ds  II (u  cos (nor)  -f-  v  cos(ny)  +  w  coB{nz))  «-«  0. 


/" 


Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Masse  in  dem  von  der  Fläche  s 
begrenzten  Räume  ungeändert  bleibt.  Es  sei  die  Achse  der  Röhre 
die  o; -Achse;  dann  folgt  hieraus,  wenn  0,  1,  2  sich  auf  die  in  der 
Figur  bezeichneten  Querschnitte  q*^  beziehen, 

Die  erste  der  anderen  Differentialgleichungen  (S.  115)  schreiben  wir 
(indem  wir  keine  Massenkräfte  als  wirksam  annehmen) 

/  gtt  ,     du  ^     du\  ,  dx^     dx      dx, 

woA'a;,  JCy,  Xz  die;  wesentlich  durch  die  Reibung  bedingten,  Druck- 
componenten  sind;  wo  Reibung  nicht  stattfindet,  ist 

Xx   ==/>. 

Diese  Gleichung  multiplipiren  wir  mit  dxdydz,  integriren  und  be- 
rücksichtigen, dass: 

dijiul    ,   difiv)     ,   difiw)  _  ^, 

dx    '^    dy     "^    dz    ~^ 
wir  erhalten  dann 

j  ds  ^u(u  cos  (nx)  -\-  v  cos  (ny)  -j-  to  cos (n  r)) 

-{-  I  ds  (^Xg  cos  (nx)  +  Xy  cos  (ny)  -|-  X,  cos  (nz))  =  0, 
welche  Gleichung  einen  der  Schwerpunktssätze   ausdrückt.     Wenden 
*)  <7i  der  Querschnitt  der  engeren,  q^  der  der  weiteren  Röhre,  q^  ihre  Differenz. 
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wir  sie  auf  denselben  Raum,  wie  die  frühere,  an  and  nennen 
Po»  P/i  Pi   dicL Drucke  in  den  Querschnitten  q^,  9,,  q^^  so  kommt:''') 

Die  enge  Bohre  komme  aus  dem  Dampfraum  eines  Kessels,  die  weite 
führe  in  den  Wasserraum  eines  zweiten  Kessels  und  mQnde  anderer- 
seits in  ein  mit  kaltem  Wasser  gefülltes  Reservoir;  die  Drucke  in 
dem  Reservoir  und  in  den  Kesseln,  da,  wo  die  Geschwindigkeit  Null 
ist,  seien  /?q,  pj,  p^.  An  der  Einflussoffiiung  im  zweiten  Kessel  ist 
der  eintretende  Strahl  mit  ruhender  Flüssigkeit  in  Berührung,  wie 
ein  Strahl,  der  in  die  freie  Atmosphäre  tritt;  daraus  folgt: 

P2  =  P2 '  (3) 

Die  Betrachtung  des  Strahles  vor  A  ergiebt,  wenn  man  der  Einfachheit 
wegen  die  Dicke  der  Wand  der  inneren  Kohre  vernachlässigt,  wobei 

«'o  +  ä^i  =  ^2 
wird**), 

Pi'  =  Po'  (4) 

Hierzu  kommen  endlich  die  Gleichungen 

(5) 

Pi 

(6) 


Pi 

Pi 


Diese  sechs  Gleichungen  reichen  aus,   um  bei  gegebenen  Po,  p^,  p^^ 

9o)  9u  ^2  ^^^  sechs  Unbekannten  t^o)  ^i?  ^2>  PotPifPi  ^^  bestimmen, 
vorausgesetzt,  dass  die  Beziehungen  zwischen  p  und  (i,  die  der  Bildung 
der  beiden  letzten  Gleichungen  zu  Grunde  zu  legen  sind,  bekannt 
sind.  In  unserem  Beispiel  ist  für  die  vorletzte  Gleichung  diese  Be- 
ziehung die  adiabatische,  für  die  letzte  Gleichung  ist  (1=^1  zu 
setzen,  wenn  man  die  kleine  thermische  Ausdehnung  des  Wassers 
vernachlässigt. 

§4. 

r 

Ist  die  Temperatur  des  Wassers  im  Reservoir  Yiicht  zu  hoch,  so 
wird  aller  Dampf  in  dem  weiteren  Rohr  condensirt;  dann  ist  fi2  =  1  und 

ist  die  Masse  des  in  der  Zeiteinheit  in  den  zweiten  Kessel  geführten 
Wassers. 


*)  Die  auf  die  Röhren  wand  bezüglichen  Integrale  sind  gleich  Null.    D.  H. 
**)  Genauer  genommen  ist  unmittelbar  an  der  AusflussÖffiiang  der  Druck 
in  der  engen  Bohre  gleich  dem  in  der  weiten  Röhre.    D.  H. 

Kirchhoff,  TheoTie  der  Wftrme.  9 


j  130  Zwölfte  Vorlesung. 

Setzen  wir  also 

f*o  =  ^2  =  1 

und  nach  den  Gleichungen  (3),  (4)  und  (6) 

-P2'  =^  P2  f 

,  r  1*0* 

Po  —  Pi  =  Pü  —  "ä" 
und  benutzen,  dass 

9o  +  Qi  =^Q'n 

so  werden  die  Gleichungen  (1),  (2)  und  (5) 

^ü^'o  +  ^lf*!«^!    =^2«'2» 

^S-^  V  +  ^lf*lWl'  —   ^2^  '^  </2(i»2  —  Po), 


¥-y 


dp 


«0' 


Po--^ 


Aus  diesen  drei  Gleichungen  sind  i/q,  u^^  u.^  zu  berechnen.  Man 
kann  dieselben  nur  durch  ein  successives  Verfahren  auflösen.  In 
vielen  Fällen  wird  das  folgende  zum  Ziele  führen.  Man  nehme  als 
Näherungswerth  Uq  «=  0  an,  bestimme  aus  der  dritten  Gleichung  ti^, 
aus  der  ersten  i/.> ,  dann  aus  der  zweiten  Uq  ;  mit  diesem  Werthe  you 
Uq  wieder  aus  der  dritten  u^y  aus  der  ersten  u^  u.  s.  w. 

Ohne  auf  den  schon  genannten  Fall,  dass  aus  dem  ersten  Kessel 
Dampf  ausströmt,  näher  einzugehn,  wollend  wir  bei  dem  viel  ein- 
facheren Falle  verweilen,   dass  kaltes  Wasser  aus  ihm  ausfliesst,  so 

dass  auch 

/i,  =  1. 

(Das  wird  näherungsweise  auch  gelten  bei  Gasen,  wenn  die  Druck- 
unterschiede nur  klein  sind,  wie  z.  B.  bei  der  Bunsen'schen  Lampe.) 
In  diesem  Falle  wird  die  letzte  und  die  vorletzte  Gleichung: 

Po         2"  *==  Pi  ~"  "2"  I 

^0  (^  +  Po)  +  Qx  (y  +  Pi)  ===  ^2  («2^  +  ^2)- 
Drückt  man  hiermit  u^^^  und  t//^  durch  Uj'^  aus,  so  wird  die  Gleichung 

i0^0  +  ^\U\  =Q2^2 

eine  quadratische  Gleichung  für  Uj^.  Hat  diese  Gleichung  keine 
positive  Wurzel,  so  ist  dies  ein  Zeichen,  dass  eine  Bewegung,  wie 
wir  sie  angenommen  haben,  nicht  möglich  ist.  Aber  es  kann  auch 
der  Fall  eintreten ,  dass  einer  reellen  Lösung  unserer  Gleichungen^ 
bei  welcher  u^,  u^,  u^  positiv  sind,  keine  mögliche  Bewegung  ent- 
spricht, wie  sich  aus  folgender  Ueberlegung  ergiebt.  Wir  haben  die 
Kräfte  der  Reibung  eliminirt,  die  in  dem  Theile  der  weiteren  Röhre, 
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in  dem  die  Misch UDg  stattfindet^  wirksam  ist;  thatsächlich  kann  die 
Arbeit  dieser  Kräfte  nur  negativ  sein*),  während  unsere  Formeln 
sie  auch  positiv  ergeben  konneu.  Der  Ausdruck  dieser  Arbeit  ist 
nach  dem  Satze  von  der  lebendigen  Ejraft,  angewandt  auf  die  Grenz- 
flacheDy  in  denen  die  Geschwindigkeiten  unendlich  klein  sind*^), 

eine  nothwendige  Bedingung  daffir,  dass  eine  Bewegung  unseren 
Gleichungen  gemäss  möglich  ist,  i6i  die,  dass  dieser  Ausdruck  sich 
negativ  ergiebt 

§5. 

Wir  wollen  nun  unsere  Gleichungen  noch  auf  ein  paar  einfache 
Fälle  anwenden.     I^ehmen  wir  zuerst  an,  es  sei 

Wo  =  0; 

das  ist  der  Fall,  wenn  die  weitere  Rohre  hinten  geschlossen  ist; 
dann  ist  p^  nicht  von  vornherein  gegeben;  aus  ^^  ^^ 

der  drittletzten  Gleichung  folgt  vielmehr: 


Po~Pi  —t 


r) 


die   vorletzte  wird  mit  Benutzung  hiervon,  und  weil  ^o  "f"  ^i  =  ^2- 

3o  —  Qi  **i*    I       'I 
Pi  —  P2--^^^-t  +  <' 

Bieraus  und  aus  der  Gleichung 
folgt 

2  ^^'  ~^2^  9o'  +  gt"' 


ferner 

Pi-Po  =  (Pi  -  P2)    ^^"^ 


Diese  Losung  ist  immer  reell,  und  der  Verlust  von  Arbeit  durch  die 
Reibung***)  positiv,  falls  p,  >  p^  ist.  Die  Länge  der  äusseren  Röhre 
ist  gleichgültig,  nur  muss  sie  so  lang  sein,  dass  in  ihr  die  Mischung 
sich  vollendet,  und  so  kurz,   dass  an  ihrer  Wand  die  Reibung  sich 

*)  D.  h.  die  Beibang  bewirkt  nothwendig   Vemichtang   von   lebendiger 
Kraft.    D.  H. 

**)  D.  h.  gleich  und  entgegengesetzt  der  Arbeit,  welche  die  äusseren  Drucke 
Po>  Pii  Pt  iu  der  Zeiteinheit  an  dem  ganzen  System  leisten.  Hierbei  ist  benutzt, 
dass  wegen  fi^^  1  das  Product  qu  für  jeden  Strom  constant  ist,  auch  wenn  u 
unendlich  klein  wird.    D.  H. 

*•*)  =»  (p,  —  Pf)  .  g,f*i  nach  der  Schlussbemerkung  des  §  4.    D.  H. 

9* 
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I'  I 
>  I 


nicht  merklich  macht.   Ist  q^  gegeben,  und  bestimmt  man  g^  ao,  dass 
die  Äusflussmenge  aus  der  weiteren  Rohre: 

ein  Maximum  wird,  so  findet  man 

und 

« 

Pi  —  Po^  P\  —  Pi- 
Ein  zweiter  Fall,  den  wir  untersuchen  wollen,  ist  der,  dass 

bei  der  Bunsen'schen  Lampe  findet  das  statt.     Man  setze 


V  =  2x(;?i  —Po) 


9t 


t   1 


wpbei  dann  nach  den  beiden  Gleichungen  S.  130  unten: 


w 


„,2  =  *i£LZ_M  (2:e:«r.9,  +  g^^  -  ^,») 


wird,  und  setze  femer 


?L  =  «, 


dann  erhält  man  aus: 

für  X  die  quadratische  Gleichung 

aj2  (l  _  6«  +  ««)  —  2x  (2  -  3a  -  4a2  +  «3)  _|_  (2  +  «  _  „»^2  _  q 

und 


V  =  2(p,  ~  jPo) 


2a(ar  — (l  +  a)) 


t/i 


tl« 


2  (P,  -  Po)      (1  +  «).-  ' 


ad? 


Nehmen  wir  an,  dass  a  unendlich  klein  ist;  dann  wird  die  quadra- 
tische Gleichung  unter  Vernachlässigung  der  Glieder,  welche  gegen  a 
unendlich  klein  sind: 

a;2  —  2a:  (2  +  9a)  +  4  +  28 a  «  0, 
d.  h.  _ 

x  =  2+9a±j/Ha. 

Nur  die  Wurzel  mit  dem  unteren  Zeichen  ist  brauchbar,  da  nur  sie 

der  Gleichung*) 

Uq -f  atz,  «.  (l +  a)w2 

bei  positiven  Werthen  you  tig,  u^,  u,  genügt    Es  ist  nämlich  für  sie 


♦)  D.  h.  goM«  +  (7itti  =  Qt^t     D-  H. 
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'V  =  2(p, -/,„)2a(l  -ySä) 
«,'=2(A',- ;»«)(!+ 2  a) 

also 

1/.,  «/2(p, -pj     (/2ä-2a) 

1/,  =j/2(p, -Po)     (1+a) 
W2  «  /2 (>,  —  Po)     W2i  —  a). 
Die  Bedingung  8.  131 

ist: 

(i^i  —  Po)  «'i  Wj  >  0,  . 

also  erfüllt,  da  p,  >  /^^  ist. 

Das  Yerfaältniss  ^  ~  wird  «=  —  ^^  und  nach  den  obiiren  Werthen 
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Atome  und  Moleküle.  —  Kinetische  Theorie  der  Gase.  —  Zusammenstoß  zweier 
Moleküle.  —  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses.  —  Die  beiden  Hauptsätze 
der  Wahrscheinlichkeitsrechnung.  —  Beispiele.  —  Vertb eilung  einer  grossen 
Anzahl  von  Molekülen  in  der  Volumeneinheit.  —  Vertheüung  der  Geschwindig- 
keiten in  einem  ruhenden  Gas.  —  Gesetz  von  Maxwell.    Erster  Beweis. 


§1- 

Wir  haben  bis  jetzt  die  Begriflfe,  auf  welche  die  Wärmeerschei- 
nuDgen  geführt  haben:  die  Begriffe  der  Temperatur  und  der  Wärme- 
menge als  selbständige  aufgefasst,  d.  h.  als  solche,  die  nicht  auf  die 
Begriffe  der  Mechanik  zurückführ  bar  sind;  und,  wie  wir  im  Eingange 
dieser  Vorträge  gesehen  haben,  mmsen  wir  das,  wenn  wir  die  Vor- 
stellung festhalten  wollen,  dass  die  Materie  die  Körper  stetig  erfüllt 
und  die  Bewegung  in  ihnen  von  Punkt  zu  Punkt  stetig  sich  ändert, 
wie  es  der  Fall  zu  sein  scheint.  Dabei  bleiben  die  Beziehungen 
zwischen  Bewegungen  und  TemperatunLuderungen ,  die  stattfinden: 
die  Verwandlung  von  Wärme  in  Arbeit  und  umgekehrt,  unerklärlich. 
Diese  Thatsachen  haben  naturgemäss  d£  Streben  erweckt,  die  Wärme- 
erscheinungen als  auf  Bewegungen  beruhend  aufzufassen  und  die 
Vorstellung  von  der  Stetigkeit  der  Materie  aufzugeben.  Es  giebt 
eine  uralte  Vorstellung  von  der  Beschaffenheit  der  Körper,  welche 
die  Grundlage  der  Betrachtungen  bilden  konnte:  die  Vorstellung, 
dass  die  Körper  aus  Atomen  oder,  wie  man  jetzt  gewöhnlicher  zu 
sagen  pflegt,  aus  Molekülen  bestehen.  Das  sollen  einzelne  Körperchen, 
getrennte  Individuen,  sein,  von  denen  in  dem  kleinsten  Räume,  den 
wir  wahrnehmen  können,  eine  unzählbare  Menge  sich  befindet;  alle 
•  diese  haben  die  verschiedensten  Bewegungen  in  demselben  Augen- 
blicke. Die  Hypothese,  dass  solche  Moleküle  existiren,  ist  für  sich 
allein  offenbar  nicht  ausreichend,  um  zu  einer  Theorie  zu  führen,  die 
die  beobachteten  Erscheinungen  darstellen  soll;  es  müssen  noch 
weitere  Annahmen  gemacht  werden  über  die  Eigenschaften  der  Mole- 
küle, ihre  Anordnung,  ihre  Bewegung,  die  Kräfte,  die  sie  auf  ein- 
ander ausüben.     Geeignete  Annahmen  dieser  Art  zu  finden,  ist  nicht 
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• 
leicht,  einmal,  weil  der  Sprung  von  den  Erscheinungen  zu  den  Mole- 
külen ein  80  grosser  ist;  dann,  weil  bei  allen  Annahmen ,  die  man 
machen  kann,  es  sehr  schwer  ist,  sie  durch  strenge  mathematische 
Schlüsse  zu  verfolgen.  Dennoch  ist  es  gelungen,  eine  Theorie  auf 
der  bezeichneten  Grundlage  aufzustellen,  welche  viele  Eigenschaften 
der  Gase  in  befriedigender  Weise  darstellt  und  einen  werthvollen 
Leitfaden  bei  der  weitereu  Untersuchung  dieser  Eigenschaften  ab- 
giebt.  Man  muss  dabei  freilich  oft  zu  Betrachtungen  greifen,  die  in 
Bezug^uf  Strenge  manches  zu  wünschen  übrig  lassen.  Wir  werden 
dabei  zunächst  die  Dimensionen  der  Moleküle  als  unendlich  klein 
gegen  alle  Längen,  die  sonst  in  Betracht  kommen,  anuehmeu,  die 
Moleküle  also  als  Punkte  betrachten,  die'  bei  demselben  Gase  gleich- 
artig sind;  je  zwei  Moleküle  sollen  eine  Auziehungs-  oder  Abstos^ungs- 
kraft  auf  einander  ausüben,  die  bei  wachsender  Entfernung  abnimmt; 
auch  die  nächsten  Moleküle  sind  aber  der  Regel  nach  so  weit  von 
einander  entfernt,  dass  die  Kraft,  mit  der  sie  auf  einander  wirken, 
sich  nicht  merklich*  macht;  nur  ausnahmsweise  kommen  zwei  ein- 
ander so  nahe,  dass  das  der  Fall  ist;  einen  solchen  Vorgang  wollen 
wir  eine  Coliision,  einen  Zusammenstoss  nennen;  der  Regel  nach  be- 
wegt sich  daher,  wenn  keine  fremden  Kräfte  wirksam  sind,  ein  jedes 
Molekül  in  gerader  Linie  mit  gleichbleibender  Geschwindigkeit;  bei 
einem  Zusammenstoss  mit  einem  anderen  ändert  sich  in  sehr  kurzer 
Zeit  die  Grösse  und  die  Richtung  seiner  Bewegung. 


§2. 

Die  Erscheinungen,  die  beobachtet  werden  können,  hängen  nicht 
ab  von  der  Bewegung  eines  einzelnen  Moleküls,  sondern  nur  von 
gewissen  Mittelwerthen;  solche  Mittelwerthe  werden  wir  daher  auf- 
zusuchen haben  und  unsere  Betrachtungen  werden  eine  gewisse 
Aehnlichkeit  besitzen  mit  denen  der  Statistik,  in  der  es  sich  auch 
immer  um  Mittelwerthe  handelt,  z.  B.  um  die  mittlere  Lebensdauer 
der  Menschen  überhaupt  oder  gewisser  Menschenklassen.  In  der 
Statistik  ist  oft  die  Rede  von  der  WahrscheivUchkeit  eines  Ereignisses; 
den  Begriif  der  Wahrscheinlichkeit  wollen  wir  auch  hier  einführen, 
theils  um  den  Ausdruck  zu  kürzen,  theils  um  das  Verständniss  zu 
erleichtern  durch  Anknüpfung  an  Vorstellungen,  die,  wenigstens  theil- 
weise,  schon  aus  dem  gewöhnlichen  Leben  bekannt  sind.  Im  gewöhn- 
heben  Leben  spricht  man  von  der  grösseren  oder  geringeren  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Ereignisses,  ohne  diese  durch  eine  Zahl  anzugeben ; 
in  der  exacten  Wissenschaft  ist  eine  Wahrscheinlichkeit  immer  eine 
Zahl,  und  zwar  ein  echter  positiver  Bruch,  der  um  so  mehr  der  Eins 
sich  nähert,  je  näher  die  Wahrscheinlichkeit  der  Gewissheit  kommt, 
und  um  so  mehr  der  Null,  je  näher  die  Wahrscheinlichkeit  der  Un- 
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tiiöglichkeit;  kommt.  Man  bezieht  hier  diesen  Begriff  stete  auf  eiue 
grosse  Zahl  von  vergleichbaren  Fällen,  in  denen  ein  gewisses  Er- 
uigniss  tbeils  eingetreten,  theils  nicht  eingetreten  ist,  und  versteht 
unter  der  VVahrBcheinlichkeit  dieses  Ereignisses  die  Zahl  der  Fälle, 
in  (leben  es  eingetreten  ist,  dividirt  durch  die  Gesamnitzahl  der  Fälle; 
ji;  grösser  dieser  Bruch  ist,  um  so  sicherer  kann  man  darauf  rechnen, 
li-.isi  auch  in  der  Zukunft  unter  gleich  bleibenden  Verhältnissen  das 
liütredende  Ereignias  eintreten  wird.  Dass  dieser  Bruch  einer  be- 
siimmt«n  Grenze  sich  nähert,  je  grösser  man  die  Zahl  der  FÄJle,  die 
in  Betracht  gezogen  werden,  wählt,  ist  eine  Voraussetzung,  die  er- 
li'illt  sein  muss,  wenn  der  Begriff  der  Wahrscheinlichkeit  anwendbar 
MUH  soll,  d.  h.  wenn  die  Erscheinungen,  um  die  es  sich  handelt,  so 
zu  sagen,  statistisch  begreiflich  oder  darstellbar  sein  sollen. 

Denken  wir  uns,  um  ein  sehr  gebräuchliches  Beispiel  ausufübren, 
einen  Spielwürfel,  mit  dem  eine  sehr  grosse  Zahl  von  Malen  geworfen 
wird.  Ist  der  Würfel  richtig,  so  wird  jede  von  den  sechs  Zahlen 
nahe  gleich  oft  oben  zu  liegen  kommen;  bei  600  Würfen  wird  jede 
Zalil  nahe  100  mal,  bei  6000  Würfen  nahe  lOOU  mal  geworfen  werden. 
Wäre  das  nicht  der  Fall,  käme  z.  B.  die  Eins  erheblich  häufiger  oben 
■L\x  liegen,  als  die  anderen  Zahlen,  so  würden  wir  sagen:  der  Würfel 
i^t  nicht  richtig;  wir  würden  etwa  vermuthen,  dass  der  Schwerpunkt 
von  der  mit  Eins  bezeichneten  Seite  weiter  entfernt  wäre,  als  von 
den  übrigen,  und  dass  die  Eins  deswegen  vorzugsweise  erschiene, 
weil  der  Schwerpunkt  den  tiefsten  Ort  einzunehmen  bestrebt  ist.  Die 
Wahrscheinlichkeit,  mit  einem  richtigen  Würfel  eine  gewisse  Zahl 
/,u  werfen,  ist  also  gleich  -■  ^ 


Es  sind  hauptsächlich  zwei  Sätze,  die  bei  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung fortwährend  gebraucht  werden.  Der  erste,  der  on- 
initteibar  und  ausschliesslich  auf  der  Definition  der  Wahrecheinlich- 
keic  beruht,  lautet:  Sind  A  und  B  zwei  sich  ausschliessende  Ereignisse 
uud  a  und  j3  respective  ihre  Wahrscheinlichkeiten,  so  ist  a  -|-  ^  die 
Wahrscheinlichkeit,  daas  A  oder  B  eintritt.  Die  Wahrscheinlichkeit, 
mit  einem  Spielwürfel  eine  Eins  oder  eine  Zwei  zu  werfen,  ist 
.ilso  \- 

Der  zweite  Satz  bezieht  sich  auf  das  gleichzeitige  Eintreten  zweier 
unühhüngiger  Ereignisse  und  enthält  die  Definition  für  die  Unabhängig- 
keit zweier  Ereignisse.  Er  laatet:  Sind  A  und  B  zwei  von  einander 
unabhängige  Ereignisse,  a  und  ß  ihre  Wahrscheinlichkeiten,  so  ist 
ß|3  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  sie  zusammen  eintreffen.  Es 
sei  nämlich  n  die  Gesammtzahl  der  zu  betrachtenden  Fälle;  in  an 
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Fällen  tritt  dann  A,  in  ßn  Fällen  B  ein;  in  jenen  an  Fallen  ist, 
wenn  A  und  B  von  einander  unabhängig  genannt  werden  ^  B 
ß an  msii  eingetreten;  es  ist  also  A  und  B  zusammen  aßn  mal  ein- 
getreten, und  das  spricht  der  Satz  eben  aus.    Die  Wahrscheinlichkeit; 

mit  2  Würfeln  zwei  Einsen  zu  werfen,  ist  rr ;  bei  3600  Würfen  wird 

das  nahe  100  mal  geschehen. 

§4. 

Wir  wollen  diese  Betrachtungen  noch  etwas  ausdehnen  und  dann 
eine  Anwendung  unserer  Resultate  auf  den  Gleichgewichtszustand 
eines  einfachen  Gases  machen,  auf  welches  keine  äusseren  Kräfte 
wirken. 

Man  denke  sich  N  Spielwürfel,  deren  jeder  (statt  sechs)  a  Seiten 
hat     Die  Wahrscheinlichkeit,   mit   einem  derselben  eine  bestimmte 

seiner  Zahlen,  etwa  1,  zu  werfen,  ist  dann  —  •    Die  Wahrscheinlich- 

keit,  bei  einem  Wurfe  mit  allen  Würfeln  keine  1  zu  bekommen,  ist*) 


(•  -  i)' 


(1) 


Die  Wahrscheinlichkeit,  mit  einem  bestimmten  Würfel  1,   mit  allen 
anderen  keine  1  zu  bekommen,  ist 


u— })""■. 


die  Wahrscheinlichkeit,    überhaupt   eine   1  und  nicht    mehr   zu   er- 
halten, ist**) 

Die  Wahrscheinlichkeit,  mit  einem  bestimmten  Paare  zwei   1,  mit 
allen  anderen  nicht  1  zu  werfen,  ist 

also,  da  es 

1  •  2 

Paare  giebt,  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  überhaupt  zwei  1  und  nicht 
mehr  zu  werfen. 


*)  Nach  dem  zweiten  der  oben  angeführten  Sätze,  da  die  Wahrscheinlich- 
keit, mit  einem  einzigen  Würfel  keine  Eins  za  werfen,  gleich  1 ist.  D.  H. 

**)  Nach  dem  eröten  der  oben  angeführten  Sätze,  da  der  erwartete  Fall 
durch  N  sich  ausschliessendo  Ereignisse  (indem  die  Eins  bei  irgend  einem  der 
N  Würfel  erscheint)  zu  Stande  kommen  kann.  Die  folgenden  Beispiele  sind 
ganz  analog  behandelt.    D.  H. 
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r_2 


Offenbar  ist   ebenso    die  Wahrscheinlichkeit^   überhaupt  drei  1  und 
nicht  mehr  zu  werfen^ 


1    ^-S 
u.  s.  f. 

Die  Wahrscheinlichkeit  endlich,  mit  allen  N  Würfeln  gleichzeitig 

1  zu  bekommen,  ist*) 

ar ■(«+•) 

Die  Summe  aller  dieser  Ausdrücke  (1)  bis  (n  +  0  ^^^7  ^^^  ^^  ^^^^ 
musS;  gleich 

Diesen  Ausdrücken  kann  auch  eine  andere  Bedeutung  gegeben  wer- 
den; sie  erlauben  nämlich  eine  Anwendung  auf  die  Frage,  die  uns 
beschäftigt 

Die  Einheit  des  Volumens  des  Gases  denken  wir  uns  in  a  gleiche 
Theile  getheilt  und  nehmen  an,  dass  N  Moleküle  in  der  Volumen- 
einheit  sich  befinden  und  dass  es  für  jedes  gleich  »wahrscheinlich  ist, 
in  einem  oder  einem  anderen  der  Theile  zu  liegen;  jene  Ausdrücke 
geben  dann  die  Wahrscheinlichkeiten  dafür  an,  dass  in  einem  be- 
stimmten der  a  Theile  0,  1,  2,  3  .  .,  ^  Moleküle  enthalten  sind.**) 
Dabei  sollen  N  und  a  sehr  gross  sein;  dann  wird,  wenn 


gesetzt  wird: 


N 
fl  =  — 

X 


Ebenso: 


t.{^-iy-t.{'-'«r- 


'^' .-. 


N 
a 


lim  (l  -  i-^ 


1  \y-i 


N 

a 


U.    S.    W. 


Wir  wollen  schliesslich  a  unendlich  gross  gegen  N  annehmen,  näm- 
lich ~  gleich  dem  Volumenelement  dt  setzen.  Dann  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  sich  in  einem  Volumenelement  kein  Molekül 
befindet,  nach  (1): 


N 


e 


1; 


*)  Ergiebt  sich  sowohl  direct,  als  auch  durch  die  Fortsetzung  der  be- 
gonnenen Reihe.    D.  H. 

••)  Denn  ein  Wurf  mit  den  Würfeln  entspricht  einer  bestimmten  Ver- 
theilung  der  Moleküle,  wenn  man  jedem  Würfel  ein  bestimmtes  Molekül  und 
jeder  Würfelseite  einen  bestimmten  Volumentheil  zuordnet.    D.  H. 
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die  Wahracheinlichkeit  dafür,  dass  in  ihm  1  MolekQl  sich  befindet, 
nach  (2): 

a 

.(eine  unendlich  kleine  Grösse).     Die  Wahrscheinlichkeit  für  die  An- 
wesenheit zweier  Moleküle  nach  (3): 

u.  s.  f. 

Wir  führen  rechtwinklige  Coordinateu  ein  und  nenuen  x,  y,  z 
die  Coordiuaten  eines  Punktes  des  betrachteten  Raumes;  die  Wahr- 
scheinlichkeity  dass  in  einem  Räume,  dessen  Dimensionen  sammtlich 
unendlich  klein  sind,  ein  Molekül  sich  befindet|  ist  dann 


N  fäxdyd 


das  Integral  ausgedehnt  über  diesen  Raum. 

§5. 

Fassen  wir  nun  die  Geschwindigkeiten  ins  Auge,  die  die  ein- 
zelnen Moleküle  in  demselben  Zeitpunkte  haben,  f,  ij,  g  nennen  wir 
die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  eines  Moleküls  und 

9(S,  i?,  t)  di  dri  dt 
die    Wahrscheinlichkeit,   dass   bei    einem  Molekül  die  Gomponenten 
zwischen 

I  und  5  +  ^5>     V  u"^  V  +  ^^7    t  ^^^  t  +  <^t 
liegen.     Die  Wahrscheinlichkeit  dafür^  dass  bei  einem  Molekül  die 
Gomponenten  in  einem  unendlich  kleinen  Gebiet  von   |,  17,  {;  liegen, 
ist  dann 

das  Integral  über  dieses  Gebiet  ausgedehnt.  Wir  konneu,  um  die 
Vorstellung  zu  erleichtem,  |,  iy,  {;  uns  als  die  rechtwinkligen  Goor- 
dinaten  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Achsen  der  x,  y^  z  denken; 
das  genannte  Integral  ist  dann  ein  unendlich  kleines  Volumen. 

Trimmt  man  das  Gebiet  der  |,  iy,  J  jedesmal  von  —  cx)  bis  +  00, 
so  folgt  als  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  bei  einem  Molekül  die 
Geschwindigkeitscomponenten  in  dem  ganzen  unendlich  ausgedehnten 
Gebiet  liegen,  die  identische  Gleichung 

'     9(1,12,  g)  didndl=l. 


fiß 

—  00 


Wir  wollen  nunmehr  die  Function  9  aufstellen.    Zuerst  machen   wir 
die  Annahme,  dass  in  Bezug  auf  die  Vertheilung  der  Geschwindig- 
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keiten  unter  die  Moleküle  keine  Riebiung  von  einer  anderen  sich 
unterscheidet,  und  zeigen,  was  bieraas  für  die  Function  9  folgt.  Wir 
führen  ein  zweites  Coordinatensystem  mit  dem  nämlichen  Anfangs- 
punkt ein  und  nennen  i\  rj',  %'  die  Coordinaten  in  diesem  des 
Punktes,  dessen  Coordinaten  in  dem  alten  |,  17,  ^  sind;  jene  Grossen 
sind  dann  lineare  homogene  Functionen  dieser,  deren  Coefficieuten 
willkührlich  sind  und  nur  die  Relationen  erfüllen,  in  Folge  deren 

ist.     Dabei  ist 

Jffd^dt,dt   ==fffdldTl'dt'. 

Bezeichnet  man  durch  g>' {i\  v't  £')  ^^^  Function,  in  die  9  (S,  t/.  t) 
durch  Einführung  von  S',  17',  {;'  übergeht,  so  ist  ferner 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  g,  ij,  g  in  dem  für  diese  Grössen  an- 
genommenen Gebiete  liegen,  ist  gleich  der  Wahrscheinlichkeit,  dass 
g',  i]\  i'  in  dem  entsprechenden  Gebiete  sich  befinden.    Die  letztere 
st  daher  (wie  die  erstere)  gleich 

9a',v',nJfJ'drdn'dt'. 

Dieselbe  ist  aber  auch  gleich 


V  (r.  n',  so/VySs'rf^'dr, 


wenn   alle   Richtungen  sich  gleich  verhalten,  die  Wahl  des  Coordi- 
natensystem also  gleichgültig  für  die  Function  9  ist.     Hieraus  folgt 

9(5',  ^'.•S')==  9 '(6',  v\  S') 

d.  h. 
falls 

i''  +  v'  +  t''^^'  +  v'  +  i'' 

Es  ist  hiernach 

wo  f  eine  unbekannte  Function  eines  Arguments  bedeutet,  die  nach 
S.  139  der  Bedingung  genügt: 


fff' 

—  OD 


AS'  +  ij'  +  n  •  d^dijdi^i. 


1 


''■% 


§6. 

Zur  Auffindung  der  Function  f  hat  Maxwell  zwei  Wege  an- 
gegeben. Der  erste  ist  einfach,  aber  nicht  streng.  Doch  führt  er 
zu  denselben  Resultaten,  wie  der  zweite,  strengere.  Wir  geben  in 
dieser  Vorlesung  noch  den  ersten  MaxwelFschen  Beweis.  Maxwell 
betrachtet  die  Geschwindigkeiten  parallel  der  x,  y,  z  Achse  und  setzt 
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die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  die  Geschwindigkeitscoraponenten  eines 
MoIekQls  bez.  zwischen    S  und  g  -|-  ^g,    i]  und   rj  -{-  dr},    ^  und   d^ 

liegen,  bez.  gleich 

F{l^)d^ 

F(fj)dri 

F{t)dt. 

Diese  drei  Wahrscheinlichkeiten  sollen  —  und  dies  ist  eine  willkühr- 
liche  Annahme  —  von  einander  unabhängig  sein,  also  ist*) 

q>a,  fi,  t)dl  dri  di  =  F{l)  F{ri)  F(Qdtdri  dt, 
oder 

9(6,  ^>  i)  =  Fa)F{ri)  F{t), 
also,  wenn  die  vorhin  gefundene  Gleichung  benutzt  wird, 

/•(i)  F(7i)  F{t) = av  +  v^  +  n 

Wenn  man  auf  beiden  Seiten  den  Logarithmus    nimmt    und    dann 
differentiirt,  so  folgt,  falls 

5  dg  +  ,  dl,  +  g  dg  =  0 

gesetzt  wird,  die  Gleichung 

FU)  '^S  +  JW  '^''  +  F(f)  ^5  =  0, 
also 

I'^ii) 'H 

Fa)         «* ' 

F'(ri)  ^   _    »Ti 

F(n) 

F'it)      _n 

F{S)  ^       «»  ' 
wo  a  eine  gewisse  Constante  bedgutet;  d.  h. 

F{l)  =  Ce    "\ 

_  n" 
F{ri)^Ce    ^\ 

also**)  . 

nV  +  V'  +  V)  =  C^e        ^'      . 


*)  Nach  dem  S.  186  abgeleiteten  Satze.    D.  H. 

^)  üeber  den  Zusammenhang  der  Constanten  C  und  a  siehe  unten  S.  148. 
D.  H. 
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Yierzelinte  Yorlesmig. 

Gesetz  der  GeschwindigkeitsvertbeilaDg  von  Maxwell.  Zweiter  Beweis.  —  Mathe- 
matischer Hülfssatz.  —  Wahrscheinlichkeit  dafCir,  dass  zwei  Moleküle  gleich- 
zeitig in  bestimmten  Raum-  und  Geschwindigkeitsgebieten  liegen.  —  Vorgänge 
beim  Zusammenstoss.  —  Stationärer  Zustand.  —  Wahrscheinlichkeit  für  eine 
bestimmte  Grösse  der  Geschwindigkeit.  —  Mittelwerth  der  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeitscomponenten.  —  Verallgemeinerung  für  ein  Gemisch  beliebiger 
Gase.  —  Mittlere  lebendige  Kraft  eines  MolekQls.  —  Ausdrucke  für  die  Dichtig- 
keit und  für  den  Druck.  —  Berechnung  der  mittleren  Geschwindigkeiten  für 
einige  Gase.  —  Kinetische  Definition  der  Temperatur.  —  Gesetz  von  Avogadro. 

§  1- 

Wir  wollen  nun  die  Function  f  auf  dem  anderen,  strengeren 
Wege  bestimmen;  es  ist  das  möglieb,  indem  wir  ausdrücken,  dass 
der  Zustand  des  Gases  ein  stationärer  ist,  dass  nämlich  f  sieb  nicbt 
mit  der  Zeit  ändert  durcb  die  Gollisionen  der  MoIekQle. 

Wir  schicken  folgende  Bemerkungen  in  Betreff  vielfacher  Inte- 
grale voraus. 

Es  seien  x^', x^^ . ,  .Xn  unabhängige  Functionen  von x^,X2,.,  .Xn. 
Das  Vefhältniss  der  über  unendlich  kleine,  entsprechende  Gebiete 
ausgedehnten  Integrale 

1  dx^dx^dx^  .  .  . 
und 


dx^  dxt 


ist  dann 


fdx, 

dxf       dxf' 


+ 


dxj       dXf* 

a«,'   aaj, '  •  •  • 


R 


wo  das  Vorzeichen  zu  wählen  ist,  bei  dem  B  positiv  wird,  so  dass 

I  dx^    dx^    .  .  .  =  Ä   /  dx^  dx^  •  •  • . 
Gesetzt  nun,  es  seien 


Mathematiecber  Hfilteatz. 
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^A     '"^    «Cn 


•    •    • 


anendlicb  klein,  so  wird 

'     dx^     '     dXf 

bei  Vemachlässigung  unendlich  kleiner  Grössen  höherer  Ordnung. 

Es  seien  nun  x,,  x^y  ...x^  Functionen  der  n  Variabein  a^, 
a^y  .  .  .  n»  und  der  (n  +  1)*'"  Variabein  /;  es  seien  ferner  x^,  x^, . . .  a:»' 
die  Werthe,  die  jT),  otj,  .  .  .  x,  annehmen,  wenn  darin  für  /   t  -]-  di 


gesetzt  wird 

;  weiter  sei 

1  dxi    dx^  .  .  .  «=  ^    1  tfflj  da^   .  .  ., 

also 

/  dx^  dx^  • • • ' 

• 

dai      da, 
da?!      dx.» 

1 

^•=  + 

1 

dXf      dx^ 
dax      day 

dXi      dxt' 

dCLf        dot              j 

und 

• 

\ i 

j'^j  +  ^-^dt. 

Dabei  wird 

(bei  der  oben  gebrauchten  Bezeichnung) 

und 

d9xx    1   d9x^    , 

2*1  ^, 

Hieraus  folgt 


U^j 

dt 

"*. 

dx^ 

•             • 

• 

dt 

• 

•         ■ 

oder,  wenn 


J    dt 


dxy 
dt 

dx^ 

dt 


dxf 


=  u 


1 7 


=  u 


2  9 


gesetzt  wird: 


I    ' 
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_L  ^A.  — -  ?**•  4-  ^^  4- 


Wir  haben  also  den  folgenden  Satz  bewiesen: 

Es  seien  x, ,  o:,)  .  -  •  a:.  unabhängige  Functionen  der  n  Variabein 
flf,,  «2  1  •  •  ■  ^n  und  der  (n  +  1)'«**  /,  und  es  werde  gesetzt*): 

'  dxx       dx^ 

^  =  i  dxx        dXf 
\  dat        COt 


eine  Function  von  a,  ^  a.>,  . . .  /.    (Die  Functionaldeterminaute.)    Ferner 

seien 

dxt  c^Xf 

M,  ^^    ,         W.^  ^^    ,     .    .    . 

dargestellt  als  Functionen  von  0:^,  arj,  ...  /;  dann  ist 

^  dt     aa:i  "^  a«,  "^  *  * '  * 

Diese  sehr  merkwürdige  Gleichung,  von  der  wir  eine  Anwendung  zu 
machen  haben  werden  und  die  zuerst  in  ihrer  Allgemeinheit  yoq 
Libuville**)  abgeleitet  ist,  spielt  in  verschiedenen  Theilen  der  Mechanik 
eine  wichtige  Rolle.  Sie  ist  z.  B.  die  Grundlage  der  Theorie  des 
letzten  Multiplikators  von  Jacobi.  In  dem  Falle  n  <=«  3  kommt  sie 
in  der  Hydrodynamik  vor.  Hier  hat  man  sich  x^^  x^,  x^  als  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  zur  Zeit  /  eines  Flüssigkeitstheilchens  zu 
deuken,  das  durch  die  Werthe  der  drei  Variabein  a, ,  a^;  ^s  be&timmt 
ist;  Uj,  fij;  t/j  sind  dann  die  Gomponenten  der  Geschwindigkeit  zur 
Zeit  /  am  Orte  {x^ ,  X2 ,  x^).  Die  räumliche  Dilatation,  die  im  Zeit- 
elemente di  am  Orte  (iCi/arj,  0:3)  hervorgerufen  wird,  ist  dann  gleich 


oder  auch  gleich 


z  If  '*'**') 


Qu,     a«,     a»,x 

\dxi    '    dXf    '    dxj      ' 


man*  wendet  den  einen  oder  den  anderen  dieser  beiden  Ausdrücke 
an,  je  nachdem  man  die  Lagrange'schen  oder  die  Euler'schen  hydro- 
dynamischen Gleichungen  aufstellen  will.f) 


§2. 

Wir  kehren   nun  zur  Betrachtung   unserer  Gasmoleküle  zurück. 

Nach  dem   zweiten  Hauptsatze  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 

(S.  136)  und  bei  der  Bezeichnung,  die  wir  eingeführt  haben,  ist  die 

*)  Diesmal  ohne  Rücksicht  auf  doa  Vorzeichen.    D.  II. 
**)  Jacobi,  Dynamik,  p.  93. 

***)  Bei  der  Differentiation  vonzf  hach  t  i6ta|,at,  Og  constant  zu  setzen.  D.  Ü. 
f )  Vgl.  Kirchhoff,  Mechanik,  Fünfzehnte  Vorlesung. 


Vorgänge  beim  Zusammenstoss.  14Ö 

Wahrscheinlichkeit  dafQr,  dass  in  dem  Raumelement  dx  dy  dz  ein 
Molekül  sieb  befindet,  dessen  Gescbwindigkeitscomponenten  zwischen 
S  und  g  +  rfj,  ri  und  ri  +  äri,  g  und  5+^5  liegen, 

^/W  +  ri'  +  V)  d^'  dy  dz  dl  dn  dl 
und  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dafs  zwei  Moleküle,  deren  Ge- 
schwindigkeitscomponentei]  zwischen  5,  und  5,  +^Sii  ^i  ^°^  ^i+^^i » 
S,  und  g,  +  ^ti  ^ß<i  zwischen  $2  u^^^  Sa  +  ^621  ^2  ^"^  ^2  "f"  ^''?2> 
5^  und  £2  +  ^f?  liegen,  in  den  Raumelementeu  dXy  dy^  dz^  und 
dx^  dy^  dz^  sich  befinden,  deren  Entfernung  gross  ist  gegen  den 
Radius  der  Wirkungssphäre  der  Molekularkräfte,  gleich 

Wir    stellen   uns   ein   unendlich   kleines   Gebiet  G  der  12  Variabein 

3^15  Vi-»  ^u  5m  Vi^  5i'  ^2?  1/2}  ^2J  Sj)  ^2>  £2  vor,  dessen  Grenze  be- 
stimmt ist  durch  eine  geeignete  Gleichung  zwischen  ihnen;  wir  nennen 
W  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  es  zwei  diesem  Gebiete  ent- 
sprechende Moleküle  giebt;  dann  ist  nach  dem  ersten  Hauptsatze  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  (S.  136) 

die  Integration  über  das  Gebiet  G  erstreckt. 

Für  den  Abstand  der  Punkte  (x^^y^^z^)  und  (^27^2)^2)  ^^ben 
wir  bereits  eine  untere  Grenze  festgesetzt:  er  sollte  unendlich  gross 
sein  gegen  den  Radius  der  Wirkungssphäre  der  Molekularkräfte;  wir 
setzen  nun  auch  eine  obere  Grenze  fest:  die  beiden  Punkte  sollen 
nämlich  in  einem  Räume  liegen,  der  so  klein  ist,  dass  die  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  in  ihm  neben  jenen  zwei  Molekülen  noch 
ein  drittes  sich  befindet,  unendlich  klein  gegen  W  ist  Wir  wollen 
nun  die  Bewegung  der  beiden  Moleküle,  deren  Existenz  die  Wahr- 
scheinlichkeit W  hat,  während  eines  Zeitraums  verfolgen,  der  so  klein 
ist,  dass  die  W^ahrscheinlichkeit  dafür  gleich  Null  gesetzt  werden 
kann,  dass  ein  drittes  Molekül  in  den  eben  genannten  Raum  eintritt, 
aber  doch  so  gross,  dass  währtnd  desselben  eine  Collision  der  beiden 
Moleküle  stattgefunden  haben  kann.  Während  dieses  Zeitraumes 
können  nur  die  Kräfte,  die  die  beiden  Moleküle  aufeinander  ausüben, 
wefln  sie  einander  hinreichend  nahe  gekommen  sind,  ihre  Bewegungen 
modificiren;  nur  diese  Kräfte  haben  wir  also  zu  berücksichtigen. 
Den  Augenblick,  auf  den  die  eingeführten  Zeichen  sich  beziehen, 
wollen  wir  als  den  Anfangspunkt  der  Zeit  bezeichnen,  und 

*^n    y\7    ^{7       ■^'2  J    !/•>  f    ^2}       5i  ;    ^1  >    bl  I       §2  ^    ^2  1    b2 

die  Coordinaten  und  Gescbwindigkeitscomponenten  der  beiden  Mole- 
küle zur  Zeit  t  nennen.  Für  diese  12  Variabein  haben  wir  dann 
die  Differentialgleichungen 

Kirohhoff,  Theorie  der  Wärme.  10 


h'    : 
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It    i 


dx,' 
dt 

-S,', 

dxt' 
dt 

«S»' 

dt 

="?i'. 

dy; 

dt 

=  1?,' 

dt 

=  t,', 

d»i 

dt 

-u 

dU 

dt 

dV 

°°  dxt  ' 

dt 

dV 

dm' 
W 

dV 

r           1 

dt" 

dV 
dy,' 

dSi 

dt 

dV 

dÜ 

dt 

dV 

^dz,' 

und  die  Bedingung ,  dass  sie  fQr  /  «=»  0  den  entsprechenden  unge- 
strichenen Buchstaben  gleich  werden;  hier  bedeutet  V  das  Potential 
der  beschleunigenden*)  Kräfte ^  mit  denen  die  beiden  Moleküle  auf 
einander  wirken,  dessen  Existenz  wir  annehmen  und  yon  dem  wir 
weiter  annehmen  wollen;  dass  es  verschwindet,  wenn  die  Entfernung 
der  beiden  Moleküle  sehr  gross  gegen  den. Radius  der  Wirkungssphäre 
der  Molekularkräfte  ist. 

Kennt  man  F,  so  sind  hierdurch  die  gestrichenen  Grossen  durch 
die  ungestrichenen  und  /  YoUständig  bestimmt. 

§3. 

Dem  Gebiete  G  entspricht  ein  gewisses  Gebiet  der  Xi\  x^\  .  .  ., 
das  wir  G'  nennen  wollen;  wenn  zur  Zeit  /  ==:  0  zwei  Moleküle  vor- 
handen sind;  die  dem  Gebiete  G  angehören,  so  müssen  zur  Zeit  /**) 
zwei  dem  Gebiete  G'  angehorige  Moleküle  vorhanden  sein.  Es  ist 
der  oben  für  fF  aufgestellte  Ausdruck  daher  auch  gleich  der  Wahr- 
scheinlichkeit dafür,  dass  zur  Zeit  /  zwei  dem  Gebiete  G'  angehorige 
Moleküle  vorhanden  sind.  Wir  wollen  diesen  Ausdruck  dadurch  um- 
gestalten, dass  wir  in  ihn  statt  der  ungestrichenen  Zeichen  die  ge- 
strichenen einführen.  Wir  benutzen  hierbei  zunächst,  dass,  wie  aus 
den  Differentialgleichungen  folgt,  (nach  dem  Satze  von  der  lebendigen 
Kraft) 

5i^  +  Vi'  +  ii' « ir  +.  nr  +  tr  +  o' 

62'  +  n2'  +  i^ - ^2'^  +  n2'  +  62'^ -  Q' 

gesetzt  werden  kann,  wo  Q'  eine  gewisse  Function  der  12  Grossen 
x(^  x^i  '  • .  und  t  bedeutet;  wir  nennen  ferner  J'  die  Functional- 
determinante  der  12  gestrichenen  Grossen  nach  den  ungestrichenen, 
als  Function  der  ersteren  dargestellt;  dann  erhalten  wir 


/' 


dx^'  dy{  dz^  dx^  dy^  dz,l  öf g,'  dn}^'  rffi'  ^62  ^V'i  ^^2- 


*)  Siehe  Kircbhoff,  Mechanik,  S.  5. 
**)  nach  Beendigung  des  ZusammenBioBseH.     D.  II. 


•^4    j       *^2   9       •    •    • 

a^ ,  «2>  •  •  • 


«11  «j; 
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Hier  kommen  nur  die  gestrichenen  Grofsen  yor  und  die  Integration 
ist  über  das  Gebiet  G'  auszudehnen.  Der  Ausdruck  vereinfacht  sich 
dadurch,  dass  dem  vorausgeschickten  Satze  (S.  144)  zufolge 

falls,  was  wir  annehmen,  das  Potential  V  von  den  Geschwindigkeiten 
der  Moleküle  unabhängig  ist.     £s  ist  nämlich 

in  alter  Bezeichnung  in  jetziger  Bezeichnung 

*^ii     Vx)    ^\}     6l>    ^l>    £l>     ^2»     ^2»    ^2»     »2»    ^2»    »2 

und  in  Folge  der  Differentialgleichungen 

v.       /   y.   cV     dV    dV     u,       ,  ^,    dV    dV    dV 
^17  Vif  i\>  ^ij'»  g^ »  ^g^'  »  62>  1227  fei  äaj,' '  dyt'  dz; 

Wir  haben  daher  unter  der  genannten  Voraussetzung  bezüglich  des 
Potentials: 

d.  h.  nach  dem  genannten  Satze:  , 

dt      ^' 

nun  ist  aber  für  /  =  0,  wo  x,'  =  o?, ,  S/  =  5i  •  •  • ; 

also  für  jeden  Werth  von  / 

^'=1. 

Das  Gebiet  G'  kann  beliebig  gewählt  werden;  wir  machen  es  gleich 
dem  früher  G  genannten  Gebiete  und  ändern  die  Bezeichnung  da- 
durch, dass  wir  die  Striche  fortlassen ,  wobei  dann  Q  eine  gewisse 
Function  der  12  Grössen  a:, ,  0:2,  ..  .  und  t  wird.  Dann  finden  wir 
die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  zur  Zeit  t  zwei  Moleküle,  die  dem 
Gebiete  G  angehören,  vorhanden  sind,  gleich 

^'Vd,^  +  nx'  +  g,'  +  Q)  hW  +  n,'  +  £2'  -  Q)  • 


/' 


äx^  dt/i  dz^  dx^  dt/2  ^^2  ^Si  ^^1  ^5i  öfgj  <^^2  ^527 

während  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  zur  Zeit  /  =  0  zwei  ebensolche 
Moleküle  existiren,  gleich 

^  Vdi*  +  vx'  +  5.0  AI»'  +  '?2''  +  SiO  • 


/' 


dx^  dy^  dz^  dx2  dy^  dz^  d%^  dri^  dt,^  d^^  ^^2  ^Sj 


•)  Alle  Glieder  der  Summe  verschwinden  einzeln.    So  ist  r-^  =  0,  weil 

£/  selber  zu  den  anabhängigen  Variabeln  gehört.     D.  H. 

10* 


■l 
IS     'i 
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war.  Sind  diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleich ,  so  ist  der  Zu- 
stand des  Gases  ein  stationärer;  setzt  man 

Si*  +  »Ji' +  s.»  =  «„ 

gj*+  V  +  52'  =  «2. 

SO  muss  also  sein: 

/■(«, +  0A«2-0  =  A«i)/(«2)- 

Hier  können  w,,  «j,  0  beliebig  gewählt  werden-,  da  Q  ausser  den 
Grössen  g,  »y,  J  abhängt  von  /  und  den  Grössen  x,  y,  z.  Die  Glei- 
chung erfordert  daher  (durch  Logarithmiren  und  Differentiiren  nach  Q) 

ajog  f{u,  +  Q)    ,    ajog  Au,  -Q)       r. 

oder,  wenn  gesetzt  wird: 

d  log  f{Vil   ^^  ^.l^n  /(jV 

dvi  rfff       ' 


also  coustant;  d.  h. 


Hieraus  folgt 


d^\ogf(v) 
dt;« 


0. 


]ogf(v)==--^v  +  ß. 


wo  A  und  a  zwei  Constanten  sind.  Die  Wahrscheinlichkeit  dafür, 
dass  die  Geschwindigkeitcomponenten  eines  Moleküls  in  den  Inter- 
vallen g  und  g  +  di,  7}  und  rj  -|-  drj,  f  und  6  +  e/S  liegen,  ist  also 

Ae    "  dldridt,, 

derselbe  Ausdruck,  den  wir  früher  (S.  141)  gefuuden  hatten. 


§  4. 

Von  den  beiden  Constanten  A  und  a  lässt  sich  die  eine  durch 
die  andere  ausdrücken,  da  nach  der  ursprünglichen  Definition  von  / 
(S.  140) 


—  CO 


sein  muss;  das  ergiebt 


—  CO 


± 


oo 


=  a^(  je-'^dx)  . 


—  00 
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Das  hier  vorkommende  Integral  int  leicht  zu  finden.     Es  ist  nämlich 


SS'- 


einerseits  gleich 


'OD 


andrerseits  gleich 


—  OB 
OD 

2n  I  e-'^rdr  =»  n, 


also 


0 


I  e-'^  (ix  =  j/jt^ 


mithin 


—  » 


und 

m'  +ri'  +  i')  =  -{—  e 


-^  (*••+">'+,". 


n  a' 


also  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Geschwindigkeitscompo- 
nenten  eines  Moleküls  in  den  Intervallen  g  und  g  +  rf^,  rj  und 
V  +  ^V9  i  u»d  6  +  d^5  liegen,  ist 


-  '  »y^-fC^ 


c*-r- 


-,^tf      "^    diändi 


n  a 


Die  2aÄ/  der  Moleküle  in  der  Volumeneinheit,  die  eine  solche  Ge- 
schwindigkeit besitzen ;  ist  gleich  N  mal  diesem  Ausdruck,  wenn  N 
die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumeneinheit  überhaupt  ist. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Geschwiudigkeitscompouenten 
in  ii^end  einem  endlichen  Gebiete  von  g,  i^,  J  liegen,  ist  das  Integral 
hiervon,  über  dieses  Gebiet  ausgedehnt. 

§  5. 

Es  ist  von  Interesse,  noch  eine  Umformung  des  MaxwelFschen 
Gesetzes  vorzunehmen.     Setzen  wir 


und  suchen  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  v  zwischen  Null  und 
einem  beliebig  gewählten  Werthe  liege,  einerlei,  welches  die  Rich- 
tung der  Bewegung  sei.  Um  das  Integral  zu  finden,  welches  diese 
Wahrscheinlichkeit  darstellt,  können  wir  uns  auf  ein  schon  benutztes 
Bild  (8.  139)  stützen;  setzen  wir  etwa 


h>     I 


I*  , 

lu  I 


U' 


Hl 
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g  =s  V  cos  d' 

ri  =  V  sin  d^  cos  o 

g  a=  t;  sin  <&  sin  Q  y 

so  wird  jene  Wahrscheinlichkeit  gleich 


l       I     I    je    "^  v^dv  sind' d^d 


G) 


r       V' 


0 


daher  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  die  Geschwindigkeit  zwischen 
V  und  V  -\-  dv  liegt,  gleich 

—^  ^  v^  ^       dv. 

Eine  Curve,  deren  Ordinate  der  Factor  von  dv  ist,  während  die 
Abscisse  v  ist,  hat  ungefähr  die  nebengezeichnete  Gestalt;  die  Ordi- 
nate ist  0  für  t;  =  0  und  t;  «»  oo  und 
hat  dazwischen  ein  Maximum.  Der 
diesem  Maximum  entsprechende  Werth 
Yon  V  ist  bestimmt  durch 


Fig.  13. 


d.  h. 


also 


V 


a. 


^    Geschwindigkeiten,  die  nahezu  gleich  a 
sind,  sind  wahrscheinlicher,  d.  h.  kom- 
men häufiger  vor  als  alle  anderen.  _ 

Wir  wollen   noch   den   Mittelwerth  von  i;',   den   wir  mit  v^  be- 
zeichnen, durch  a  ausdrücken.     Er  ist*) 


00  r 


00 


-  r.  "ß' 


r'^'^dv. 


0 


*)  Der  gesuchte  Mittelwerth  ist  die  Summe  aller  Geachwiudigkeitsquadrate, 
dividirt  durch  die  Gesammtzahl  der  Moleküle;  man  findet  ihn,  indem  man  zu- 
nächst die  innerhalb  eines  unendlich  kleinen  Gebietes  gelegenen  Geschwindig- 
keitsquadrate  zu  ihrem  Mittelwerth  zusammenfasst  und  diesen  Werth  mit  der 
Wahrscheinlichkeit  dieses  Geschwindigkeitsgebietes  (d.  h.  dem  Verhältniss  der 
in  das  Gebiet  fallenden  Moleküle  zur  Gesammtzahl  der  Moleküle)  multiplicirt, 
und  hierauf  die  Summe  nimmt.    D.  H. 
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Nun  ist  aber 


J^+,g-^^„ i_j^+ia{e-^) 


—  \  v^+*e~^  -\-*^jv'e-'^dv, 


00 


wenn 


0  0 

n  +  1  >  0. 
Folglich,  durch  successive  Berechnong  (vgl.  S.  149): 

OD 

3    1   Vi 


ß 


0 

mithin 


t^e-'^dv.    ,  .^    2 


v^  -  I-  a\ 


§6. 

Die  durchgefährten  Betrachtungen  lassen  sich  leicht  so  verall- 
gemeinenii  dass  sie  für  ein  Gemisch  ^n  beliebig  vielen  Gasen  gelten, 
deren  Moleküle  verschiedenartig  sind.  Sie  gelten 'ungeandert  für  die 
Moleküle  eines  jeden  Bestandtheiles.  Beziehen  wir  den  Index  1  auf 
einen  Bestandtheil,  so  ist,  wie  oben  (S.  149): 

Für  einen  zweiten  Bestandtheil  ist: 


1 


1       ~-,(Si'+«it*+?i*) 


Zwischen  a^  und  a,  ^^^^  besteht  eine  Beziehung,  die  man  findet, 
wenn  man  die  Stosse  zwischen  einem  Moleküle  der  ersten  Art  und 
einem  der  zweiten  Art  untersucht.  Für  diese  gelten  die  früheren 
Betrachtungen  mit  einer  gewissen  Modification.  Sind  m^  und  mj  die 
Massen  der  Moleküle,  so  ist  nämlich  hier,  statt  wie  auf  S.  146,  nach 
dem  Satze  der  lebendigen  Kraft: 


i^'  +  Vx'  +  i^'-i:'  +  Vr  +  t:'  + 


5/  +  %'  +  i2'  =  i^'  +  V2'  +  i.' -  ^ 

und  daher  (vgl.  S.  148) 
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woraus  auf  entsprechendem  Wege: 

1  i]9ß.fi(b\  _  1  ^J2?ß(^*)  =  const. 

f»!        dvi  nif        dVf 

oder 

folgt;  da  nun  -a^  das  mittlere  Geschwindigkeitsquadrat  darstellt,  so 

ist  mithin  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  Moleküls  bei  allen  Bestand- 
teilen dieselbe. 

§7. 

Wir  wollen  nun  zusehen^  wie  die  wahrnehmbaren  Eigenschaften 
des  Gases,  welches  unser  System  von  Molekülen  bilden  soll,  nämlich 
Dichtigkeit,  Druck  und  Temperatur,  mit  den  Grössen,  die  wir  ein- 
geführt haben,  zusammenhängen. 

Die  Dichtigkeit,  ^,  ist  die  Masse  in  der  Volumeneiuheit;  ist  N 
die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Yolumeneinheit,  m  die  Masse  des  ein- 
zelnen  Moleküls,  so  ist  also 

Sind  verschiedenartige  Moleküle  vorhanden,  so  ist 

|Lt  =  N^ffi^  +  A>J2  +  •  •  • 
oder  auch:  .  _ 

^  =  Nm. 

Um  einen  Ausdruck  für  den  Drucke  p,  zu  finden,  denken  wir  uns  das 
Gas  in  ein  Gefäss  eingeschlossen;  ein  Theil  seiner  Wand  sei  die 
Ebene  x^=0,  die  positive  x  Achse  gehe  in  das  Gas  hinein;  es  handelt 
sich  darum,  die  Kraft  zu  finden,  die  hier  auf  die  Einheit  der  Fläche 
von  den  Molekülen  ausgeübt  wird.  Die  Beschaffenheit  des  Gases  in 
unmittelbarer  Nähe  der  Wand  ist  dieselbe,  wie  in  grösserer  Ent- 
fernung; auch  hier  sind  die  Geschwindigkeiten  gleich  auf  die  ver- 
schiedenen Richtungen  vertheilt;  gewisse  Moleküle  bewegen  sich  auf 
die  Wand  hin,  ebenso  viele  von  der  Wand  fort.  Die  letzteren  sind 
von  der  Wand  zurückgeworfen.  Es  müssen  Kräfte  von  der  Wand 
auf  die  Moleküle  ausgeübt  werden,  die  das  bewirken.  Das  Gesetz 
dieser  Kräfte  können  wir  unbestimmt  lassen,  nur  das  nehmen  wir 
an,  dass  sie  allein  iu  äusserst  kleiner  Entfernung  thätig  sind  und 
dem  Principe  von  der  Gleichheit  der  Wirkung  und  Gegenwirkung 
entsprechen.  Diesem  Principe  zufolge  ist  die  Kraft,  die  die  Moleküle 
auf  die  Wand  ausüben,  der  Kraft  gleich,  die  die  Wand  auf  die  Mole- 
küle ausübt,  und  diese  ist  zu  ermitteln  aus  der  Veränderung  der  Be- 
wegung der  Moleküle,  die  die  Wand  bei  dem  Zurückwerfen  hervor- 
bringt. Fassen  wir  ein  Molekül  in  der  Nähe  der  Wand  ins  Auge, 
dessen  Geschwindigkeit  die  x  Componente  —  5  besitzt,  wo  S  >  0. 
Dasselbe  bewegt  sich  auf  die  Wand  zu,  tritt  in  den   Bereich  ihrer 
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Abstossung,  wird  von  ihr  zurückgeschleudert;  und  bewegt  sich  dann 
von  der  Wand  fort.  Nehmen  wir,  der  Einfachheit  wegen,  die  Wand 
als  homogen  an ;  dann  wird  die  von  ihr  ausgehende  Kraft  immer  die 
Richtung  der  x  Achse  haben ;  bezeichnen  wir  sie  durch  X.  Es  wird 
in  Folge  dessen  die  y  Componente  und  die  z  Gomponente  der  Ge- 
schwindigkeit des  Moleküles  nicht  geändert  werden;  die  x  Componente 
geht  von  —  5  in  +  5  über  und  es  ist  daher*) 


2m%^\Xdt, 


die  Integration  über  die  Zeit  genommen,  die  das  Molekül  in  der 
Wirkungssphäre  der  Wand  verweilt,  oder  über  eine  längere  Zeit,  da 
A"  =s  0  ist  bei  grosserer  Entfernung  des  Moleküls.    Es  ist  daher 


1 


Ädi  =  2mi        odtr        =0, 

Ü 

je  nachdem  das  gewählte  Molekül  in  der  Zeit  von  /  =  0  bis  /  =  1 
die  Wand  trifft  oder  nicht  trifft. 

Nach  der  vorausgeschickten  Bemerkung  ist  nun 

die  Summe  genommSn  über  diejenigen  Moleküle,  die  im  betrachteten 
Augenblick  in  der  Wirkungssphäre  der  gewählten  Flächeneinheit  der 
Wand  liegen;  also  in  unmittelbarer  Nahe  an  dieser  Flächeneinheit 
sich  befinden.     Aus  dieser  Gleichung  bilden  wir**) 


-2ß 


Xdt, 

{) 

wo  die  Summe  zu  nehmen  ist  in  Bezug  auf  alle  Moleküle,  welche 
die  Flächeneinheit  der  Wand  in  der  Zeit  von  /  =  0  bis  /  =  1    ,,,    ,^ 

Ifig.  14. 

tre£fen;  oder 


P 


2m^l 


l 


bei  gleicher  Bedeutung  der  Summe. 

Nun  suchen  wir  die  Zahl  dieser  Moleküle.  Wir  fassen 
zuerst  diejenigen  ins  Auge,  denen  gewisse  Werthe  von  S,  i^,  g 
zukommen;  sie  bewegen  sich  in  einer  Richtung  mit  unver- 
änderter relativer  Lage;  von  ihnen  treffen  unsere  Flächeneinheit  so 
viele,  als  in  einem  schiefwinkligen  Parallelepipedon  enthalten  sind, 
dessen  Grundfläche  gleich  1,  dessen  Höhe  gleich  ^  isi;  sind  von 
dieser  Art  von  Molekülen   in   der  Volumeneinheit  n   vorhanden,  so 

»)     m  ^  =  X         D.  H. 
at 

^)  Durch  Moltiplication  mit  dt  und  Integration  von  t=^0  bis  t^^l,    D.  H. 
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i  I 


ist  diese  Zahl  n^;  sie  liefern  also  zu  p  den  Beitrag 

2mnl\ 
Nun  sind  alle  Arten  von  Molekülen  zu  berücksichtigen ,  denen  posi- 

tive  I  zukommen.    Ihre  Anzahl  in  der  Volumeneinheit  ist  y,  da  ^ 

die  Zahl  sammtlicher  Moleküle  in  der  Volumeneinheit  ist;  und  da- 
her ist 

oder 

oder  auch*) 


^5S 
1 


Wir  werden  später  sehen,  dass  dieser  Ausdruck  in  gewissem  Sinne 
auch  als  der  Druck  im  Innern  des  Gases  angesehen  werden  kann. 


§8. 

Aus  der  obigen  Gleichung  kann  man  einen  gewissen  Mittelwerth 
für  die  Geschwindigkeit  eines  Molekül»  finden;  derselbe  ist: 

wo  X  der  Newtonsche  Werth  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
des  Schalles  ist.  Man  erhält  so  bei  0®  U.  die  mittlere  Molekular- 
geschwindigkeit für 

Wasserstoff    1840  m  in  1  sec. 

Stickstoff         490 

Sauerstoff         460 

Wir  haben  nun  noch  nach  der  Temperatur  unseres  Gases  zu 
fragen.  Wir  wollen  uns  ein  Gemisch  von  zwei  Gasen,  wie  wir  es 
betrachtet  haben,  denken.  Wir  wollen  uns  erlauben,  von  der  Tem- 
peratur eines  jeden  Bestandtheiles  zu  reden,  wie  es  vielfach  geschieht, 
wiewohl  die  Berechtigung  hierzu  angezweifelt  werden  kann,  da  kein 
Weg  denkbar  ist,  die  Temperatur  eines  Bestandtheiles  eines  Ge- 
misches zu  messen.  Dürfen  wir  von  der  Temperatur  der  Bestand- 
theile  reden,  so  müssen  wir  sie  für  beide  als  gleich  betrachten.  Nun 
haben  wir  aber  S.  152  gesehen,  dass  für  die  beiden  Bestandtheile 

?  S?TV+i;^=  ?  U'  +  n^  +  Q; 

wir  schlies^n  daraus,  dass  zwei  Gase  dann  gleiche  Temperatur  be- 
sitzen, wenn  ihre  Moleküle  gleiche  mittlere  lebendige  Kraft  haben. 
Denken  wir  uns  nun  zwei  getrennte  Gase  von  gleicher  Temperatur 


•)  Da   Jt  «.  ^1  «.  ft     und     i«  +  1,»  +  f  t  «  {«  +  ^2  +  ft^        D.  H. 
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and  gleichem  Drucke,  so  haben  wir  wegen  der  Gleichheit  der  Drucke 
neben  der  letzten  Gleichung  die  andere: 


^xfn,  l,^  +  ri(^  +  £,2  «  N,  m,  g,"'  +  i?,^  +  C,^ 
woraus  folgt 

d.  i.  das  Avogadro'sche  Gesetz.  Es  könnte  nun  die  Temperatur  T 
irgend  eine  Function  von  -^  v'^  sein.  Daraus  aber,  dass  der  Druck 
mit  T  proportional  ist,  folgt  die  Proportionalitat  der  Temperatur  T 


Fünfzehnte  Yorlesnng. 


Gas,  dab  uicbt  iu  Rabe  ist.  Theorie  von  Maxwell.  —  Mittelwerth  irgend  einer 
Function  Q  der  Gescfawindigkeitscomponenten  io  der  Volumeneinbeit  und  zeit- 
liche Aeuderung  dieses  Mittelwerthos  durch  Eintritt  neuer  Moleküle,  durch  Ein- 
wirkung äusserer  Kräfte  und  durch  Zusammenstösse.  —  Grundgleichang  der 
Theorie.  —  Die  Mittel  wert  he  der  Geschwindigkeitscomponenten  ergeben  die 
scheinbare  Bewegung  des  Gases.  —  Umformungen  der  Grundgleichung.  —  Spe- 
cielle  Werthe  f&r  die  Function  Q:  ersten  und  zweiten  Grades.  —  Allgemeine 
Gleichungen  für  die  scheinbare  Bewegung  des  Gases.  —  Geschwindigkeitsver- 
theilung    im     allgemeinen    Fall.    —    Verhältniss     der     specifischen    Wärmen 

^p  :  ^«  "^  Tt  (gültig  nur  für  punkt-  oder  kugelförmige  Moleküle.  —  Beliebige 

Moleküle.     Energie    der  «fortschreitenden    und    der    rotirenden    Bewegung.    — 

Moleküle  rotaiionsförmig. 


§  1- 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  eines  Gases,  das  nicht 
in  Ruhe  ist,  und  folgen  dabei  der  Maxweirsclien  Darstellung.*) 

Wir  denken  uns  in  dem  Gase  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon, 
bei  dem  zwei  diametral  gegenüber  liegende  Ecken  die  üoordinaten 
X,  y,  z  und  x  +  dx,  y  -\-  dy ,  z  -\-  dz  haben,  dx,  dy,  dz  sollen 
unendlich  klein  gegen  wahrnehmbare  Längen,  aber  doch  noch  so 
gross  sein,  dass  unendlich  viele  Moleküle  iu  dem  Parallelepipedon 
sich  befinden;  die  Zahl  derselben  sei  in  irgend  einem  Augenblicke: 

N  dx  dy  dz.**) 

Ist  wieder  m  die  Masse  eines  Moleküls,  so  ist: 

gleich  der  Dichtigkeit  des  Gases  im  Punkte  x^  yj  z.  Die  Zahl  der 
Moleküle  in  dx  dy  dz,  deren  Geschwindigkeitscomponenten  zwischen 
g,  und  gj  +  e/|p  iy,  und  1/1  +  rfi?,,  ti  und  f,  +  tfg,  liegen,  sei 
gleich 

dx  dy  dz  /(Si,  iy, ,  g,)  dl^  dt}^  tfg,, 
so  dass 


•)  Maxwell,  Phil.  Mag.  35,  p.  129,  p.  185,  1868. 
•*)  wobei  N  von  x,  y,  g  und  von  der  Zeit  abhängt    D.  H. 
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Sil' 


oc 


Es  sei  ferner  0  irgend  eine  Function  von  S,,  iy, ,  £,  und  Q  der  Mittel- 
werth aller  Werthe  von  Q  für  die  Moleküle  in  dem  gedachten 
Parallelepipedon,  d.  h. 

QN  dx  dy  dz  =  dx  dy  dzi jijf%,  »?,,  g,)  d|,  rf.j,  df,  (^ 

—  00 

oder: 

A'(^=/Jj  0  A6„  17, .  t,)  ^6,  ^1?,  äl,. 


—  OD 


Wir  wollen  die  Aenderung  untersuchen  ^  die  dieses  Integral  erleidet 
in  einer  Zeit  dt^  die  gegen  wahrnehmbare  Zeiträume  unendlich  klein 
ist.     Diese  Aenderung  bezeichnen  wir  durch 

dt 

Es  setzt  sich  diese  aus  drei  Theilen  zusammen.  Der  erste  rührt  da- 
von her;  dass  in  der  Zeit  di  gewisse  Moleküle  in  das  Parallelepipedon 
eintreten  und  andere,  denen  andere  Werthe  von  Q  entsprechen,  aus- 
treten. Der  zweite  rührt  her  von  äusseren  Kräften,  wie  die  Schwere, 
die  auf  die  Moleküle  wirken  und  ihre  Geschwindigkeiten  ändern;  der 
dritte  von  den  Zusammeiistossen  je  zweier  Moleküle  in  dem  Paral- 
lelepipedon. 

Um  den  erstMi  Theil  zu  berechnen ,  fassen  wir  zunächst  die 
Moleküle  ins  Auge,  deren  Geschwindigkeitscomponeuten  zwischen 
gl  und  I,  +  ^Si>  i?i  und  i^,  +  diy,,  £,  und  f,  +  ^Si  liegen;  diese 
bewegen  sich  so,  dass  ihre  relative  Lage  nicht  geändert  wird;  durch 
die  Seite  dy  dz  des  Parallelepipedons,  welche  den  Eckpunkt  x^  y,  z 
enthält,  treten  von  ihnen  in  der  Zeit  dt  so  viele,  als  in  einer  an 
dieser  Seite  anliegenden  Schicht  sich  befinden,  deren  Dicke  Si  ^^  ist; 
die  Zahl  dieser  ist 

dy  dz  I,  dt  /(g,,  17,,  g,)  d%^  dti^  tfg,. 

Dadurch  erleidet  der  Wert  von  NQ  dx  dy  dz  den  Zuwachs 

dy  dz  g,  dtf{l,,  nxy  ix)  äl,  drj^  dt,  Q. 

Wenn  man  nun  über  g^ ,  iy, ,  J;,  von  —  00  bis  -f-  c»  integrirt,  so  er- 
hält man,  da 


ffJ 


Aln'Juf.)  §.   0  d^,  dfi,  d5,  =  yV|,0, 


—  00 


I 
<1 


'2 

■ 
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für  jenen  Zuwachs  den  Ausdruck*) 

dy  dz  dt  N  f^Q, 

Setzt  man  in  diesem  Ausdruck  x  -{-  dx  für  x  und  giebt  ihm  das  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen,  so  erhält  man  den  Zuwachs,  den  NQ  dx  dy  dz 
in  der  Zeit  dt  in  Folge  davon  erleidet,  dass  Moleküle  der  betrach- 
teten Art  durch  die  Flache  dy  dz  treten,  die  den  Punkt  x-\-dx,  y,  z 
enthält;  die  Summe  dieser  beiden  Zuwachse  ist,  wenn  wieder  über 
5i  >  ^?i  I  Si  von  —  oo  bis  +  cx>  integrirt  ist,  gleich 

-  rfx  dy  dz  dt  ^(^J«) . 

Die  Summe  dieses  Ausdrucks  und  der  beiden  anderen,  die  sich  auf 
die  Richtungen  der  y  und  z  Achse  beziehen,  ist 

-  d.  dy  dz  dt  (^J^  +  ^f)-  +  ^-)) . 

£s  ist  dies  der  gesammte  Zuwachs,  den 

NQ  dx  dy  dz 

in  der  Zeit  dt  in  Folge  davon  erleidet,  dass  Moleküle  in  das  Paral- 
lelepipedon  dx  dy  dz  eintreten  und  andere  austreten. 

Wir  suchen  nun  zweitens  die  Aenderung,  üe  NQ  m  Folge  der 
äusseren  Kräfte  erfährt.  £s  seien  Xj  Yy  Z  die  Componenten  der 
beschleunigenden  Kraft,  die  auf  ein  Molekül,  das  am  Orte  (x,  y^  z) 
sich  befindet,  wirkt;  in  der  Zeit  dt  verwandeln  sich  dann  $|,  y^j,  S| 
in  Si  +  ^  dij  ri^  +  V  dty  ti -\-  Z  dt]  es  nimmt  also  (J  um 

zu,  und  NQ  um 

atN(Ä§  +  yl^-  +  zm. 

Wir  wollen  endlich  drittens  die  Vergrösserung,  die  N  Q  \n  der 
Zeit  dt  durch  die  Zusammenstösse  der  Moleküle  erleidet,  gleich 

—^P^  dt    oder**)  gleich    N  ^^  dt 
setzen;  dann  haben  wir  also 

dt  ^'    Dt  ~       \      dx    "  "T"       dy     "^        dz      ) 

oder  nach  Multiplication  mit  m 

"*)  Hierbei  sind,  wegen  des  Vorzeichens  von  £|,  sowohl  die  eintretenden 
als  auch  die  austretenden  Moleküle  berücksichtigt.    D.  H. 

**)  Denn  durch  die  Zusammenstösse  wird  N  nicht  geändert.    D.  H. 
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dt  ^  Di  ^        \      ex       '^       dy       "^        dz      J 

§2. 

Wir  können  die  so  gefundene  Gleichung  als  die  Grundgleichtmg 
der  Theorie,  die  wir  zu  entwickeln  haben,  bezeichnen.  Wir  werden 
von  ihr  verschiedene  Anwendungen  machen,  indem  wir  für  Q  ver- 
schiedene Functionen  von  |, ,  171 ,  (^  setzen.    Zuerst  werden  wir  Q  so 

wählen,  dass  -y.^  verschwindet.     Das  ist  zunächst  der  Fall,  wenn 


(^=1,    d.h.     Q  = 

gesetzt 

wird. 

Dadurch  erhalten  wir 

dp.  _ 

dt  ~ 

(difi^t)    1    difiTid    1 

\  dx     '     ay    "^ 

Wir  wollen  i 

uun  die  Mittelwerthe  von  ||,  17, 

21  =«, 

Vi  =«^1 

ti    ^tVj 

setzen. 

so  dass  für 

w 

S,  =  «  +  5 , 

rj^  =  v   +  )| , 

s,  =  t^  +  e, 

1  =0, 

n  =0, 

f  =0 

1 


«72 


wird. 

Die  Grossen  u,  v,  w  haben  die  folgende  Eigenschaft:  durch  die 
Flächeneinheit,  die  senkrecht  zu  der  x  Achse  ist,  geht,  wenn  sie 
ruht^  in  der  Zeiteinheit  in  der  Richtung  der  x  Achse  die  Masse  11  u] 
bewegt  sie  sich  in  der  Richtung  der  x  Achse  mit  der  Geschwindig- 
keit u,  80  geht  durch  sie  die  Masse  0;  d.  h.  gleich  viele  Moleküle 
gehen^  durch  sie  in  den  beiden  entgegengesetzten  Richtungen  (da 
eben  |  «»  0  ist).  Entsprechendes  gilt  von  v  und  w.  Denkt  man 
sich  mithin  eine  geschlossene  Fläche,  deren  Punkte  sich  immer  mit 
den  Geschwindigkeitscomponenten  u,  v,  w  bewegen,  so  bleibt  die 
Grösse  der  Masse  innerhalb  der  Fläche,  nämlich  die  Zahl  der  darin 
enthaltenen  Moleküle,  dieselbe;  die  Moleküle  selbst  sind  aber  nicht 
immer  dieselben.  In  dem  letzten  Umstände  liegt  ein  wesentlicher 
Unterschied   zwischen  der  Molekularbewegung,  die  wir  betrachten. 
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und  der  Bewegung  einer  coDtinuirlichen  Materie.  Nennt  mau  bei 
einer  solchen  u,  v,  w  die  Gescfawindigkeitscompouenten  eines  mate- 
riellen Punktes  und  denkt  man  sich  auch  hier  eine  geschlossene 
Fläche,  deren  Punkte  so  sich  bewegen,  dass  auch  ihre  Geschwindig- 
keitscomponenten  u,  v,  w  sind,  so  bleibt  nicht  allein  die  Grösse  der 
durch  die  Fläche  begrenzten  Masse,  sondern  auch  diese  Masse  selbst 
dieselbe.  Vergleicht  man  die  Molekularbewegung  mit  der  Bewegung 
einer  continuirlichen  Materie,  so  hat  man  die  Mittel  von  S,,  i^].  £'] 
bei  jener  als  entsprechend  den  Geschwindigkeitscomponenten  bei  dieser 
zu  betrachten.     Die  Gleichung,  die  wir  abgeleitet  haben: 

dt  ~        \  dx    ~^    dy    "^     dB  )' 
ist  auch  die  sogenannte  Gleichung  der  Continuität,  wenn  man  unter 
M.  r,  M?  die  Geschwindigkeitscomponenten  bei  einer  Bewegung  einer 
continuirlichen  Materie  versteht. 


§3. 

In  unsere  allgemeine  Grundgleichung  wollen  wir  auch 

gesetzt  denken;  dabei  wird 

dii        du 
also : 


all 


=  -  *'  =  —iL       u.   s.  w. 


du 


cu 


Ziehen  wir  von  ihr  die  mit  Q  multiplicirte  „Gleichung    der  Conti 
nuität"  ab,  so  erhalten  wir 


^\ct  +  "  ax  +  "^  dy  +  "^  ä/;  ~  ^  -Dt 


dy         '         dz 


\    dx     "^ 


) 


+  (i{ä  fl  +  yl9.  +  z 


cu  '  öv  '  dw J 
Zur  Vereinfachung  führen  wir  ein  neues  Zeichen  ein.  Bedeutet  bei 
einer  Bewegung  einer  continuirlichen  Materie  F  eine  Function  von 
X,  y,  z  und  t  und  setzt  man 

dF  ,       dF    ,      dF   .        dF       dF 


dt 


dx 


dy 


dt 


*)  Man  denke  sich  in  Q  statt  £i  das  Argument  « 4~  I   gesetzt   und    be- 
handle bei  der  Differentiation  4  als  unabhängig  von  u.    D.  H. 
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SO  ist  -^  dt  der  Zuwachs,  den  das   auf  einen  bestimmten  materiellen 

Punkt  bezogene  F  in  dt  erleidet.     Wir  wollen  das  Zeichen  -^  in 

des  durch  diese  Gleichung  definirten  Bedeutung  auch  hier  anwenden, 
obwohl  die  genannte  mechanische  Bedeutung  hier  nicht  vorhanden 
ist.    Die  Gleichung  der  Continuitat  lässt  sich  dann  schreiben 

j_  dfi    f    du    .    dv^    tdyj       ri 
II   dt  "»"  dx  "T"  dy  "*"  ^5  ~     ' 

und  unsere  Grundgleichung: 
cu    ^        dv    *        cw  f 


(• 


f^  dt        f^  I><  "•"      dx       "^       dy       ^       dB 


§4. 

Sehen  wir  nun  zu,  für  welche  Werthe  von  Q  ^  femer  ver- 
schwindet. Es  seien  1  und  2  zwei  Moleküle  in  dem  Parallelepipedon 
dx  dy  dz,  die  innerhalb  der  Zeit  dt  einander  so  nahe  kommen, 
dass  sie  eine  merkliche  Einwirkung  auf  einander  ausüben.  Es  seien 
^i7  Vu  tu  itf  V2f  t2  ^hre  ursprünglichen,  g/,  i?,',  g,',  gj',  i]^  U 
ihre  durch  die  Collision  geänderten  Geschwindigkeiten.  Die  Sätze 
von  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  und  von  der  lebendigen  Kraft 
geben  dann 

'/i  +  ^2  =  'n^  +  V2f 

it'+ni'+t^'+l2'+v2'+t2'  =  ir+  vr+  tr+ ^2'+ ^2'+ 1^'- 

Daraas  folgt,  dass 

l,Vi,L  ^t'  +  vi'+V 

durch   die  Zusammenstosse  nicht  geändert  werden,  dass   also  für  Q 
gleich  einer  der  Grossen: 

^um^tny  +  Vi'  +  tr 

Dt         ^• 
Diese  Werthe  wollen  wir  nach  einander  in  unsere  Grundgleichung 
setzen.     Durch 

0  =  1,  =«+g, 

oder 
oder 

Kirohhoff,  Theorie  der  W&rme.  11 
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erhalten  wir  aas  ihr*) 


du  ,  a(^  {»)  ,  a(>>{i?)  .diu  6{) 


pF 


^a:        *        dy 


dx 


+ 


dy 


+ 


dl 
dB 


Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  wollen  wir  unsere  allgemeine  Grund- 
gleichung abermals  transformiren,  nämlich  X,  Y,  Z  aus  ihr  fort- 
schaffen.    Wir  mnltipliciren  die  letzten  drei  Gleichungen  der  Reihe 

nach   mit  „*- ,    -— ,    n -,   subtrahiren  sie  von  der  Grundgleichang 

« 

und  erhalten  dann 


^^\dt        du   dt 


dQ  _dQ  du  ^  ^Q  dv  _  dQ  dw\ 

dv    dt         öw    dt) 

+  aUle)       diii'V)  dQ        d(^Yn)dQ        dißU)  dQ 


dx 


dx      du 


d(^iv)dQ 
dx      dv 


dx      dw 


,  dii^vQ)  _  dipvi)  ae  __  difin")  dQ  __  diiivS)  dQ 
"*"      dy  dy     du  dy      dv  dy      dw 

,  g(^gg)  _  ^Atßl  ^ö  _  dSf^Iv)  dQ  _  aGtr)  dQ 


oder  auch 


de      du 


de      dv 


de      dw 


^Q 

^  Di 


^^  _  ^  ^  _  M  j^  _  ^ö  ^ 

dt        du   dt         dv   dt        div   dt 


_    r 

~^  \dt        du   dt 


) 


du 


+ 
+ 


dy 

dt 


*^  dv        ^^  dwji 

)! 


du 

ftdQ 


dQ 


dQ 


+  f*6' 


tl"-^-  -  tr    -*  —  t» 


dy 
d    (dQ 


de 


(dA\ 
\dv>) 


+ 


dQ 

dw 


•)  Mit  Benutzung  von  J  c=  o,   1/  «=  0,    J  «  0.    D.  H. 
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§  5. 

Wir  machen  aufmerksam  auf  gewisse  fiigeuschaften  einiger  in 
der  letzten  Gleichung  Yorkommender  Glieder,  die  ihre  Anwendung 
erleichtem.  Es  ist  Q  eine  Function  von  w  +  6i  *'  +  ^*  *^  +  £>  also 
Q  eine  Function  von  u,  v,  w  und  £^  S^,  .  .  .;  ist  ^  eine  ganze 
rationale  Function  (und  nur  solche  werden  wir  in  Betracht  ziehen), 
so  ist  die  Zahl  dieser  „Mittelwerthe^^  endlich  und  abhängig  von  dem 
Grade  von  Q.    Der  Factor  von  f»  in  der  obigen  Gleichung: 


dQ       dQ  du 

dQ  dv        dQ  dfo 

di        du  di 

dv   dt        dw    dt 

ist  daher  der  nach  /  genommene  Differentialquotient  von  Q^  der  zu 
bilden  ist  unter  der  Annahme,  dass  u,  v,  w  constant  und  nur  jene 
Mittelwerthe  |'',  §17,  .  .  .  von  t  abhängig  sind.*) 

Die  Factoren  von  f»  in  den  drei  folgenden  Zeilen  haben  in  dem 
Falle,  dass  Q  eine  Function  zweiten  Grades  von  ^n  i^j ,  l^  ist,  welcher 
Fall  uns  zunächst  interessirt,  die  Eigenschaft,  von  u,  v,  w  unab- 
hängig zu  sein.  Um  das  zu  beweisen,  bezeichnen  wir  durch  Q^  die 
Function  von  t/,  t;,  u;,  die  aus  Q  entsteht,  wenn  wir  darin  Si  ^>  ( 
gleich  Null  setzen.    Nach  der  Tajrlor*schen  Reihe  ist  dann 

^  =  ^o  +  5|^^  +  'j|^^  +  S^aS  +  <^°°«*' 

WO  die  Constante  ein  von  u,  v,  w  unabhängiges  (nämlich  die  zweiten 
Differentialquotienten  von  Qq  nach  u,  v,  w  enthaltendes)  Glied  be- 
zeichnet   Daraus  folgt 

10  -  \Qo  +  5»  ^  +  lu  f^  +  If  11°  +  conat, 

I«  =  I«?  +  const, 

du         du    *  ' 

dv         dv     '  ' 

|Ö-  =  {^o  +  const 

dto        cw    ' 

und  daher 

g^=F^^+6l^^-  +  ü|5  +  con8t, 

^  ^äl  =  ^  -av  +  «0°«*' 

Ig  I«  =  li  p.  ^  const, 


*)  und  zwar  nicht  für  ein  rohendes,  sondern  für  ein  mit  der  Geschwindig- 
keit  u,  T,  w  bewegtes  Ranmelement  (S.  161).    D.  H.  • 

11* 
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woraus   die  Richtigkeit   der   ausgesprochenen    Behauptung    sich    er- 
giebt. 

Den  in  Bede  stehenden  Coefficienten  kann  man  schreiben^) 


nach  der  eben  bewiesenen  Thatsache  darf  man  also  in  ihm  dann 
u,  V,  w  gleich  Null  setzen;  es  werde  dadurch  aus  Q  Q^  (eine 
Function  von  |,  iy,  g). 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  Q  eine  homogene  Function  zweiten 
Grades  von  |j ,  ij, ,  S,  ist^  so  wird,  da 


S-0,    ^-0,    5  =  0, 


0      ^^ 


0     ^'«" 


0, 


und  daher  derselbe  Coefficient  gleich 

Die  Coefficienten  von  ft  in  den  beiden  folgenden  Zeilen  ergeben  sich 
auf  demselben  Wege  gleich  . 


und 


also 


§6. 
Nun  setzen  wir  t 

f>  =  S,*  + 1?,^  +  6,», 
ii  =  tt»  +  p»  + «»'  +  g»  +  ij'  +1», 

()0  _  |2  _|_  ,1  +  g2. 

Unsere  Gleichung  giebt  dann**) 
0  =  /t 


dx 


+ 1;  (^  6(6^ '+n'  +  n)  +  ly  (/*  nli'  + 1?^'+  n)  + 1,  (/*  £ (5'^  +  n'+^')l 


♦•)  Da  hierfür    ^^  =  0.     D.  H. 
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Wir  wollen  non  setzen 


'X  1 


/tgiy  — JTy  =  r,; 

die  oben  (8.  162)  ans  den  Annahmen   ()«=§,,  i^^ ,  g,   hergeleiteten 
Gleichungen  werden  dann 


du    .    dX^        dX^       dX^ 
dt  ■*■  dx"^  dy~  ^    df 


/*^  — f*  ^*H-   ;^;.'+   ;,/  + 


d^      dT^     dT^     ar, 

sie  stimmen  genau  überein  mit  Gleichungen,  die  für  die  Bewegung 
einer  continuirlichen  Materie  gelten  und  in  denen  Äx,  X^,  .  .  .  die 
Druckcomponenten  bezeichnen;  wir  sehen  hieraus,  dass  den  Druck- 
componenten  bei  einer  continuirlichen  Materie  die  Ausdrücke 
^Vf  f*  Q^  •  •  •  bei  unserem  Molekularsystem  entsprechen.  Erfahrungs- 
gemass  ist  bei  einem  Gase,  wie  bei  einer  jeden  Flüssigkeit,  sehr 
nahe: 

Xx      =      'y      =     Zfy 

r.  =  2.  =  j:,  =  0, 

d.  h.  _       _       _ 

Setzen  wir  />  g*  »»  fi  ij^  .—  />  g'  ^a  p,  so  erhalten  wir  die  bekannten, 
näherungsweise  richtigen  Gleichangen  der  Hydrodynamik: 


IlX  «= 

du 
f  dJ 

+ 

dp 

dx  > 

,tF  = 

dv 
fdt 

+ 

dp 
dy  ' 

fiZ  =. 

dto 

i"  dl 

+ 

dp 
di' 

und  p  ist  der  Druck,  in  Uebereinstimmung  mit  dem  oben,  S.  154. 
auf  anderem  Wege  gefundenen  Resultat.*) 

*)  Dabei  ist  za  beachten,  doss  in  diesem  allgemeineren  Falle  £,  17,  £  nicht 
die  absoluten,  sondern  die  relativ  zu  u,  9,  10  genommenen  Geschwindigkeits- 
componenten  bedeuten.    D.  H. 
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§7. 

Das  Gesetz,  das  wir  oben  für  die  VertbeiluDg  der  Geschwindig- 
keiten unter  die  Moleküle  eines  scheinbar  ruhenden  Gases  gefunden 
haben,  lässt  sich  in  gewisser  Weise  leicht  verallgemeinern.  Denken 
wir  uns,  dass  die  Geschwindigkeiten  |,  17,  (  aller  Moleküle  um  die- 
selben Grossen  u,  v,  w  vergrössert  werden,  so  bekommen  wir  auch 
einen  möglichen  Zustand  des  Gases:  einen,  bei  dem  das  Gas  mit  der 
Geschwindigkeit,  deren  Componenten  u,  v,  w  sind,  strömt. 


N      - 
-  e 


l»4-»i*+C« 


w*a» 


di  dri  di 


ist  dann  nach  S.  149  die  Zahl  der  in  der  Volumeneinheit  befind- 
lichen Moleküle,  deren  Geschwindigkeitscomponenten  in  den  Inter- 
vallen 

6  +  ti     und     g  -f  w  -f  r/g  , 

ri -{- V      und     1?+^+^»?, 
g  +  w    und     g  +  M?  +  </g 

liegen;  die  Zahl  der  Moleküle,  deren  Geschwindigkeitscomponenten 
zwischen 

g     und     S  +  rfg  , 

ij    und     iy  +  <^i?  > 

g     und     e  +  ^£ 


liegen,  ist  hiemach 

N 


(^-«)'+('7- »)*+(:- tr)» 


a« 


3 


dl  dn  dl 


Das  gilt  zunächst  und  streng  nur,  wenn  u,  v,  w  und  a  dem  Räume 
und  der  Zeit  nach  constant  sind;  aber  da,  wie  wir  an  einzelnen  Bei- 
spielen (S.  154)  bereits  gesehen  haben,  die  mittleren  Geschwindig- 
keiten der  Wärmebewegung  sehr  bedeutend  sind  (mehrere  hundert 
Meter  in  der  Secunde),  so  wird  dieser  Ausdruck  sehr  nahe  richtig 
auch  dann  sein,  wenn  t/,  v,  w  und  a  Aenderungen,  die  nicht  gar  zu 
schnell  sind,  der  Zeit  und  dem  Orte  nach  erfahren.*) 


§  8. 

Die  Grosse  p  wollen  wir  nun  auch  in  die  aus  der  Annahme 
0  =  l\  +  ^1'  +  Si^  abgeleitete  Gleichung  (S.  164)  einführen;  diese 
können  wir  dabei  noch  vereinfachen.     Daraus,  dass  nahe 

*)  Unter  dieser  VorauBsetzuDg  gelten  dann  die  S.  165  angegebenen  Mittel- 
werthe,  welche  Reibung  und  Wärmeleitung  ausBchliessen.    D.  H. 
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und  

scUiessen  wir,  dass  die  Geschwindigkeiten  S,  17,  ^  nahe  gleichmässig 
nach  den  verschiedenen  Richtungen  vertheilt  sind,  d.h.  dass  der 
Mittelwerth  einer  beliebigen  Function  F{^^,  17,  0  nahe  unabhängig 
Ton  der  Richtung  der  Coordinatenachsen  ist  Ist  das  der  Fall,  so 
muss  nahe 

V  iP  +  v'  +  Vf=  0, 
tW+VTV)-o 

sein,  ^eily  wenn  die  Richtung  einer  der  Coordinatenachsen  verkehrt 
wird,  diese  Ausdrücke  die  entgegengesetzten  Werthe  annehmen.  Die 
genannte  Gleichung  giebt  daher 


d 


oder,  da 


f»    dt 'T'  dx  "^  dy  'T'  d»  ^    ' 

woraus  mit  Einführung  der  absoluten  Temperatur  T: 

lidt         2  Tat' 

oder 

dp  6_  dfi 

pdi  3  ftdt 

folgt. 

Wir  hatten  früher  (S.  121)  gefunden  bei  Vernachlässigung   der 
durch  Reibung  erregten  Wärme  und  der  Wärmeleitung: 

C^dT  —  Md(i^O, 
wo  (8.  116) 


dT 

also 


FT 
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Diese  Gleichung  wird  mit  der  eben  abgeleiteten  identisch,  wenn 


-  1  =- 


3 


d.  h. 


6^ 
3 


Für  Qaecksilberdampf  ist  dieses  Yerhältniss  in  der  That   nach 

den  Versuchen  von  Kundt    und  Warburg*)   gleich  y.    Dagegen  ist 

für  Sauerstoff;  Stickstoff,  Wasserstoff  dies  Yerhältniss  nahe  gleich 
1,40  (S.  76  ff.).  Ueberhaupii  hat  die  Beobachtung  für  dieses  Yer- 
hältniss bei  allen  Gasen,  ausser  bei  Quecksilberdampf,  einen  kleineren 

Werth,  als  den  aus  der  Theorie  folgenden  Werth  -^  ergeben.    Dieser 

Widerspruch  zwischen  Theorie  und  Thatsache  ist  aufzuklären^  nach 
Clausius  kann  das  in  einer  Weise  geschehen,  die  im  Folgenden  be- 
sprochen wird. 


§9. 

Wir  haben  die  Moleküle  bisher  als  Punkte  angenommen,  deren 
Bewegung  nur  eine  fortschreitende  sein  kann.    Diese  Annahme   hat 

sich  insofern  als   falsch   gezeigt,    als  sie   das  Yerhältniss    -^  ^=  — 

ergab,  während  es  bei  der  Mehrzahl  der  Gase  einen  kleineren  Werth 

hat.     Ebenso  ist  es,  wenn  man  die  Moleküle  als  Kugein  voraussetzt; 

diese  können  sich  allerdings  drehen;   aber  durch   die  Kräfte,  die  sie 

auf  einander  ausüben,  kann  ihre  Drehung  nicht  hervorgerufen  oder, 

wenn  sie  besteht,  nicht  geändert  werden.**)  '  Es  verhält  sich  immer 

so,  als  ob  sie  sich  nicht  drehen. 

Anders  ist  es,  wenn  die  Moleküle  eine  andere  Gestalt   besitzen; 
C 


dann  kann 


einen    anderen   Werth   haben.     Es    ist    dieses    Yer- 


hältniss gleich  dem  der  Wärmemengen,  welche  dem  Gase  bei  con- 
stantem  p  und  bei  constantem  v  zugeführt  werden  müssen,  um  es 
von  einer  Temperatur  auf  eine  andere  zu  erwärmen.  Jene  Tempe- 
ratur sei  der  absolute  Nullpunkt,  die  zweite  sei  T,  Die  zweite 
Wärmemenge  ist  dann  die  Energie  U  des  Gases  bei  T  (S.  7ö),  die 
erste  ist  U'-\-pv]  also 


3 
C. 


pv 


^  ^  ü 


*)  Kundt  und  Warburg,  Pogg.  Ann.  Bd.  167.  p.  353. 

**)   Da    kugelförmige   Moleküle   immer  mit   Centralkräften  auf  einander 
wirken.    D.  H. 
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Ferner  ist  nach  einem  Satze  der  Mechanik: 

d.  h.  gleich  der  Somme  der  lebendigen  Kraft  der  progressiTeu  und 
der  der  Botationsbewegong,  nnd  es  ist 

^'  -  Y  2''»(^'  + 1»»  +  n  -  |2''»5s 

wo  m  die  Masse,  £,  i},  (  die  Geschwindigkeitscomponenten  des  Schwer- 
punktes eines  Moleküls  sind.     Andrerseits  ist 

also,  da 


d.  h. 


und  daher 


2     TT 


§  10. 
F.ür  ür'^O  erhält  man  hieraus: 


C.   . .  .  6 


wie   vorher.     In  allen  anderen  Fällen  ist  7^ -kiemer  als  -r-   und  es 

ü. 


kommt   darauf  an,  das   Verhältniss    jf   zu   bestimmen.     Zu    diesem 

Zwecke  muss*  man  die  Wahrscheinlichkeit  eines  jeden  Bewegungs- 
zustandes eines  Gasmoleküls  kennen.     Durch  den 
Schwerpunkt  eines  Moleküls  denke  man  sich  die  ^^*  ^^* 

drei  Hauptträgheitsachsen;  Pj  Qy  r  seien  die 
Drehungsgeschwindigkeiten,  P,  Qy  R  Aie  Träg- 
heitsmomente für  sie;  dann  ist  die  lebendige 
£raft  des  Moleküls  gleich 

Y  \m{V  +ri^  +  V)  +  Pp"  +  Qq^  +  äH}  . 

Die   Bichtungen    der    Hauptachsen    lassen    sich       '^  y 

durch    drei    Winkel    '^;  /*,  9>    bestimmen,    von 
denen  der  erste  zwischen  0  und  n^  die  beiden  anderen  zwischen  0 
und  2n  yariiren.*)     Man  setze  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,    dass 
bei  einem  Molekül 

*)  Kirchhoff,  Mechanik,  Fünfte  Vorlesung. 
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I,  n,  t,  *.  /.  9.  /».  9,  r 
I  den  Intervallen 

dl,  d)?,  dg,  d#,  d/,  dip,  dp,  dq,  dr 


ÜL'gen,  gleich 

COQSt« 


i'+n+J'f'-Kit'H-«'' 


"  dfi  dl)  d£  sin  #  dd  df  dtp  dp  dq  dr, 

.SU  läast  sich  beweisen, 

1)  dasB  keine  Richtung  des  Raumes  vor  einer  anderen  aus- 
gezeichnet ist*), 

2)  dass  die  genannte  Wahrscheinlichkeit  durch  die  Stös«e  nicht 
yurmdert  wird.**) 

Man  kann  daher  den  aufgestellten  Ansdrack  als  den  der  scheinbaren 
Kiiha  des  Gases  entsprechenden  annehmen;  der  Factor  consL  iat  da- 
durch bestimmt,  dass  der  Ausdruck  gleich  Eins  wird,  wenn  man  ihn 
iiitegrirt  nach  den  einzelnen  Variabeln 

von  — 00,— oo,— 3o,  0,    0,      0,    —  oo,—  oo,  —  oo 

bis    +00,  +CX),  -f-oo,  Ä,  2ä,  2»,    -f-oo,  -)-oo,  +oo. 

Diu  Zahl  der  Molekfile,  bei  denen  |,  i],  £,  p,  q,  r  in  den  Intervallen 
dl,  dt],  dg,  dp,  dq,  dr  liegen,  ist  daher 

Ce  *         "■  didri  dtdp  dq  dr. 

Hieraus  folgt 


d^djididpdqdr 


'U„ 


«(i'+'i*+w+/'p'+g8'+«''' 


Wjm{i'+n'+t')* 

a» 

Man  setze 

«)/«. 

-i; 

i/" 

~v'< 

il/m 

-f. 

pYT 

—  P', 

tVO 

—  U, 

rfR 

—  r\ 

dann  wird  dieser  Bruch 

gleich 

d\iy^i%ipAqiT 


')  Durch  TransformatiOD  der  CoordiQatenrichtungen  x,  y,  e.    D.  H. 
**)  Durch    Berechnung    der   Walineheinlichlieit    des    Beweguiiguuitaodea 
er  collidirender  Moleküle  vor  und  uach  dem  Stosa.    D.  U. 
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'•  jfc'j'jfc'j'j'j* 


(«)    liP'*+a^+r^e  «'  dr^i]  ««rdp  dg  dr 


>/' 


T'  +  V'  +  C'+p'+j'+r* 


(6)/ «'»  +  •!'*  +  :'•)«  '  d{'di/<lC'<li»'d3«lr 

OD 

d.  h. 

da  im  Zähler  und  im  Nenner  nur  die  Bezeichnung  der  Integrations- 
Tariabe]n  yerschieden  ist;  mithin 

0,         ^  ^   3 
§  11. 

Nun  sei  das  Molekül  ein  Rotationskörper  und  die  r -Achse  die 
Rotationsachse,  wobei  P  ^»  Q  wird.  Bei  jedem  MolekQl  kann  dann  r 
durch  nichts  geändert  werden*)  und  es  verhält  sich  so,  wie  wenn 
bei  allen  Molekülen  r  »>  0  wäre.  Um  für  diesen  Fall  die  aufgestellten 
Ausdrücke  und  Gleichungen  gültig  zu  machen,  haben  wir  überall 
das  Differential  dr  fortzulassen,  r  <»  0  und  überdies  P  *»  iß  zu  setzen. 
Demnach  ist  hier 

(6)    /  (!>'«  + ?'«)e  "•  d^' drj' dt  dp  dq 


r  — 00 

(5)/( 


«'»  +  V'  +  t'*)«  •'  di' dn  df  dp- dq 


—  OD 


Der  Zähler  ist  2mal;  der  Nenner  3  mal  so  gross  als 


(6)/|'»e  "  ar  dri' df  dp  dq' , 

mithin 

und 


^=14-- 


Diese  Angaben  sind  zuerst  von  Boltzmann**)  gemacht. 

Dieser  Werth  1,40  findet  für  Sauerstoff,  Stickstoff,   Wasserstoff 
und  viele  andere  Gase,  die  die  Chemiker  als  zweiatomig  betrachten, 

*   *)  Da  jeder  8toB8  durch  die  Achse  des  Moleküls  geht.    D.  H. 
**)  Boltzmann.    Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie.    74,  p.  653,  1878. 
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statt.     Ein  Molekel  eines  solchen  Gases  kann  man  sieb  daher  denken 

als  eine  starre  Verbindung  zweier  kugelförmiger  Atome.    Bei  mehr- 

C         , 
atomigen  Gasen  ist  ^  kleiner,  bei  einigen  nahe  gleich  1,33.    Queck- 

silberdampf  betrachten  die  Chemiker  als  einatomig  und  es  ist  ja  auch 

C  5 

in  der  That  bei  ihm  ^  gleich  dem  zunächst  gefundenen  Werte  —  • 

9 

Das    ist    eine    merkwürdige    Bestätigung    der    denkbar    einfachsten 
Hypothese  über  die  BeschafiPenheit  der  Moteküle. 


Seclizelmte  Yorlesnng. 

Eeibasg  und  Wärmeleitong  eines  Gases.  —  Die  Function  Q  wird  qaadratisoh 
oder  kubisch  angenommen,  and  die  Aendemng,  welche  ihr  Mittel werth  dnrch 
die  ZosaxnmenstOsse  der  Moleküle  erleidet,  zuerst  aas  der  Grandgleichuug  be> 
rechnet,  sodann  darch  directe  Betrachtung  der  Vorgänge  beim  Zusammenstoss 
zweier  Moleküle.  —  Integration  der  Gleichungen  für  die  relative  Bewegung 
zweier  Moleküle  mittelst  des  Satzes  der  Fl&chen  und  der  lebendigen  Ejraft.  — 
Die  Moleküle  stossen  sich  mit  einer  Kraft  ab,  welche  umgekehrt  proportional 
ist  der  fünften  Potenz  ihrer  Entfernung.  —  Ablenkung  durch  einen  Stoss.  -— 
Aenderung  des  Mittelwerthes  Ton  Q  durch  alle  Stösse. 

§  1. 

Die  letzten  GleichuDgen ,  die  wir  aufgestellt  haben,  geben  nicht 
Bechenscbaft  Ton  den  Erscheinungen,  die  man  der  Reibung  und  der 
Wärmeleitung  zuschreibt,  um  diese  zu  umfassen,  müssen  wir  die 
kleinen  Grossen  Ji^,  5*^ — if^  .  .  .,  die  wir  (8.  165)  vernachlässigt 
haben,    berücksichtigen.*)     Um    das   zu   können,    mtlssen    wir    die 

Stosse  der  Moleküle  näher  verfolgen  und  -^r  für  Q  =  gj^^  gj  ly^ , 
5i(Si'  +  9i^  +  Si*)  '^d  die  ähnlichen  Ausdrücke  berechnen.  Zu- 
nächst wollen  wir  den  Werth  von  -^^  aus  unserer  Grundgleichung 
bilden.  _ 

In  dem  Ausdrucke  für  -ß^  wollen  wir 

^  =  tl  =  l^  =  0 
setzen.**)    Es  wird  dann  nach  S.  162 

DQ  ^dQ        cQ  du       dQ  dv        BQ  dw 

Dt  '^.  dt         öu  dt         dv   dt        dw  dt 


\dx  \duj  "^  dy  \dvj  "T"  diKdwJj 


*)  Die  folgende  ünterBnchimg  geht  wieder  von  der  Annahme  punkt-  oder 
kugelförmiger  Molekfile  ans.    D.  H. 

'**)  Was  als  eine  erste  Annäbenmg  erlaubt  sein  wird.    D.  H. 
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Sechzehnte  yorleanng. 
=  I,'  -=  g»  +  2«!  +  u\ 

=  «*  +  F, 


du 

=  e,u, 

dv 

=  0, 

dw 

-0, 

io 

=  2«P 

also  durch  Substitution  und  gehörige  Vereinfachung: 

d 


I>1 


(P) 

'       II  dx 


0 


Dt  dt 

Mit  demselben  Grade  der  Genauigkeit  hatten  wir  aber   S.  167  ge- 
funden 

d(^) 

dt     "^  3    /»  Va»  "T"  ay    i"  de/ ' 
also  ist 

Dt  '^     fi  \dx       3  va»    '    äy   '    difJJ' 
Wir  machen  dann 

0  =  li^i  =  {^  +  i)  {v  :{'  fj)  '^  UV  +  uti  +  vi  +  iti, 
0  =  UV, 


also 


a»      "' 

IQ-^vl^, 

tjQ~=urj', 

£0=0, 

-»liij. 

Dt 

ii\dx'^  dyJ' 


*)  la  den  letzten  drei  Gleichungen  ist  noch  nSherangaweise  £'^  tj^*  und  iP 
gleich  Null  gesetzt.    D.  H. 
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§  2. 
Wir  machen  endlich 

—  a(tt»  +  »*  +  «>*) 

+  (3tt»  +  »"  +  w»)!  +  2uvii  +  2«ioe 


also 


50  «.  (3«»  +  »I  +  up-)v + i^cr  +  ij»  +  n, 


oder,  da,  wie  im  nächsten  §  bewiesen  werden  wird,  annahemngsweise 


nnd 


so  ist 


nnd  ebenso: 


Damach  erhalten  wir: 

i(P\ 

Dt  °"^r-  +  ^la5Uv;+äy^.ä^Hä7(-3Dj- 

Aber  nach   der  schon  bei   der   Bildnng   von  ^^   benutzten  Glei- 
chung ist: 

d  (?) 

dt  '  S    fi  \dx'^  ay    '     gjer/' 

ferner: 


t' 
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dx 


du 


dv 


dw 


6«|^  +  2«^  +  2«,|^  +  5 


dx 


dx 

du 


dx 


f(i) 

^dx 


+  2»  li  +  2»  a, 
+  2«  I"  +  2»  Ij 


alsO;  wenn  wir  die  erste  dieser  beiden  Gleichangen  mit  u,  die  zweite 
mit   —  multipliciren  und  beide  addiren: 

Dt  ii^\dx        S\dx'^  dy'^  de/J 


'       u.      ^dx   ^  dy^  tt 


w 


(dw 


n      ^ox   '  oy^   '       f*      ^x 
Diese  Gleichung  lässt  sich  kürzer  schreiben: 


«  "1"  a«/  "T"    ft    dx 


Dt    s 


«(f) 


2.  5^'  +  2,.  ^**  +  2«, :°|;?!  +  5  £  -5- 

Dt     '  Dt       '  2>t       •        u      ^x 


§•3. 

Wir  haben  zunächst  noch  eine  Er^^nzung  der  Rechnung  Tor- 
zunehmen.    Wir  haben  im  vorigen  §  die  Gleichungen 

und 


benutzt.  Wir  wollen  sie  nun  beweisen.  Es  ist  nach  dem  hier  an- 
nähernd gültigen  MazweH'schen  Gesetz  der  Geschwindigkeitsyerthei- 
lung  (S.  149) 


%' 


wo  nach  S.  151 


—  OD 


di  dri  dt, 


«'-T6'+V'  +  f'  =  2S^ 


Wir  zerlegen  das  Integral  in  drei  Factoren,  indem  wir  es  setzen  gleich 


—  OD 


Wie  wir  gesehen  haben,  ist*): 


*)  Man  Betse  S.  151  o  ■»  —  und  integrire  von  —  oo  bis  -j- oo .    D.  H. 
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A-+«« "' d5 « "-±1 «» yg-«  -* 


und  y 

je   "*d|  =  o^3r. 


Hieraas  folgt  durch  successiTe  Berechnung: 


ferner 


also  ist 


Ferner  ist*) 


|*=ia*-3(S-^)', 


+/f..  «'+'7'+C 


—  OD 


+  •         ^  \  2       + «    ^ 


§4. 
Um  aus  den  abgeleiteten  Gleichungen  Nutzen  zu  ziehen,  mQssen 

wir  nun  die  Grossen^  -^w  >    ^^®   ^^^   durch  sie  auf  eine  Weise  aus- 

gedrückt  haben,  noch  auf  eine  andere  Weise,  nämlich  durch  Unter- 
suchung der  Stösse  auszudrücken  suchen. 

Wir  betrachten  die  Bewegung  zweier  materieller  Punkte,  1  und  2, 
denen  wir  zunächst  die  verschiedenen  Massen  m^  und  m^  beilegen 
wollen,  und  die  eine  von  der  Entfernung  r  abhängige  Anziehungs- 
oder Abstossungskraft  auf  einander  ausüben  sollen.  V  sei  das  Po- 
tential dieser  Kraft,  (o;,,  y^,  Zj)  und  (x,,  ^2«  ^i)  ^^^^^  ^i^  Oerter 
der  Punkte  zur  Zeit  /.     Dann  ist 

*)  Die  folgende  Berechnang  lässt  sich  abkürzen  durch  die  üeberlegung,  dass : 


|«4jf  =  j*  ^«  «  I*  ja .        D.  H.  • 

Ki rohhoff.  Theorie  der  Wärme.  12 
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fflt    — iTk     = 


m. 


tn 


dV 

dv 

dyt' 


«  dt« 

dt^ 

d'yt 
2  ~dt^~ 


ar 

V 


Hieraus  folgt 


2  dt«  ""  axf,'"     a«, 


iii,x,  +  »i2a;2  =  «/  +  «', 

»»lyi  +  »»2^2  =  /"  +  ß\ 

Das   sind    die  Sätze   von   der   Bewegung   des   Schwerpunktes.     Wir 
setzen  ferner 

x^        x^  =  J/, 

^2  —  yi  =y. 


also 


Zo  —  z, 


^'  +  y'  +  ^' 


rc,  ^,  z   sind  die  relativen  Goordinaten  von  2  gegen  1;   wir  können 

sie,    um   die  Vorstellung  zu  erleichtem,   ansehen  als  die  absoluten 

Goordinaten  eines  Punktes. 

Dann  kommt 

€^x  m^-\-  m^  dy  mx-\-m^  dV  x 

dt^  mjiw,     dx  nj,i/?t      dr    r 

d^y  fflj  -j-  ^t  cV  _  »n,  +  w,  d  F   y 

dt*  fiiiTO,     cy  i»,fji,      dr    r 

d^z        mi-\-  m2  dV        m,  +  »»t  ^ F  xr 


Hieraus  folgt 

dt* 

l?l]  fTlf        dz               fltitllt 

dz           dy 
dx           dz 

^dt-'^dt-^  ' 

dy           dx          ,*, 
""dt       Vdt-^ 

Das  sind  die  Flächensätze. 


§5. 


Wir  nennen  in  einem  neuen  Goordinatensystem"^)  mit  dem  An- 
fangspunkte des  alten  a,  ^,  c  die  Goordinaten  des  Punktes,  dessen 


*)  Mit  iesten  AchsenrichtuDgen.    D.  H. 


ist;  dann  wird 


Relative  Bewegung  der  Moleküle.  179 

Coordinaten  im  alten  x,  y,  z  sind;  es  bleiben  diese  Gleichungen 
dann  richtig,  wenn  wir  a,  bj  c  an  Stelle  von  Xj  y,  z  setzen  und  den 
Constanten  g\  g'\  g'"  andere  Werthe  geben.  Das  System  der  a, 
h^  c  bestimmen  wir  so,  dass  erstens  für  ^  «»  0 

and 

dt        ^ 
,  de  db        ^  - 

da  de        tx 

db        .  da 
""dl-^dt-^^ 

d«  fa.  (durch  Multiplication  der  Gleichungen  mit  a,  b^  c  und  Addition) 

also  immer 

c  =  0. 

Die  Bahn  ist  also  eine  Ebene^  und  zwar  die  ab  Ebene. 
Es  soll  zweitens  für  /  «=:  0  sein : 

dt        ^' 

^  <  0,        also  ^  >  0. 

Da  a^  -|-  **  =  ^^  80  können  wir  setzen 

a  =s  r  cos  d' , 

^  c=  r  sin  ^, 

da  =  cos  d"  dr  ^  r  sin  d'  dd", 

db  «»sin  &  dr  -{-  r  cos  &  dd, 
woraus  folgt 

r'^d^r^'ffdt-, 

mithin  wächst  ^  mit  /. 

'  Wir  haben  ferner  durch  Integration  der  Bewegungsgleichungen 
auf  voriger  Seite: 

2  "*«  +  "*«  ^4-^2  =  dg<  +  dy«  +  d^ 
mifHt  dt* 

do«+dy  _  dr*  +  r'd^« , 
"        dt«  dt«  ' 

das  ist  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft.  Damit  ist  das  Problem 
der  Bewegung  der  Punkte  auf  Quadraturen  zurückgeführt. 

12* 
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§6. 

Es  ist  &  durch  r  auszudrücken  durch 

gär 


d^  = 


±y<'\":i'^^^')-^^ 


Nun  wollen  wir  annehmen ,  dass  für  /  :=  0  r  als  unendlich  zu  be- 
trachten ist*);  ist  die  in  V  vorkommende  additive  Constante  so 
bestimmt,  dass  V  für  r  «»  oo  verschwindet,  so  wird 

für  /  *=s  0,  also  h  reell;  wir  nehmen  es  (was  wir  dürfen)  als  positiv 
an;  es  ist,  wenn  |,,  i/j,  g,,  l^,  i^j,  f^  ^^^  Componenten**)  der  Ge- 
schwindigkeiten sind: 

für  /  ^  0  und  auch 

,  da 

^ dt 

für  /  =  0.     Setzen  wir  noch  b  ^=^  b^  für  /  =  0,  so  wird  damit : 

g  =  bQh 
und  daher 


»  = 


hohdr 


±/K^"w^+'^')-v*M 


die  untere  Grenze  haben  wir  cx>  gesetzt  und  dadurch  ausgedrückt, 
dass  für  ^  =  0,  d.  h.  r  =  cx>,  d  verschwindet,  was  der  Fall  sein 
muss,  wenn  die  beiden  Moleküle  aus  unendlicher  Entfernung  in  end- 
liche kommen  sollen.***)  Für  hinreichend  kleine  Werthe  von  /  ist 
der  Quadratwurzel  das  negative  Zeichen  zu  geben,  weil  r  anfangs 
abnimmt  und  ^  immer  wächst,  wenn  t  wächst.  Wird  r  gleich  einer 
einfachen  Wurzel  der  Gleichung 

ri  (2  ^+J'i«  F  -f  Ä»)  -  VäV'  «  ü, 

so  muss  hier  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  wechseln,  weil  von 
da  ab  r  mit  t  wachsen  muss.f)  Im  Laufe  der  Zeit  wächst  dann  r 
wieder   bis  cx>.     Dadurch   werde  schliesslich  aus  d"     &']  dann  istft) 

*)  Im  Verhältniss  zum  Radius  einer  Wirkungssphäre.    D.  H. 
**)  In  Bezug  auf  das  ursprüngliche,  ruhende  Coordinatensystem.    D.  H. 
***)  D.  h.  die  Moleküle  müssen  gerade  aufeinander  zufliegen.    Denn  sonst 
würden  sie  in  einer  Entfernung  aneinander  vorbeigehen,  die  unendlich  gross  ist 
im  Yerhältniss  zum  Radius  einer  Wirkungssphäre.    D.  H. 

t)  Denn  die  Quadratwurzel  muss  für  alle  Zeiten  reell  bleiben.    D.  U. 
ff)  Der  Winkel  9"'  misst  die  Ablenkung,  welche  die  Richtung  der  relativen 
Geschwindigkeit  der  beiden  Moleküle  durch  den  Zusammenstoss  erfährt.    D.  H. 


k 


Speciellee  Kraftgesetz.  X81 


-/, 


|v»       o  #  hohdr 


i/^  (2  ?.' ±J?»  F  +  Ä«)  -  VÄ'r« 
f         ^       f»!  Uli  ' 


fii|iiif 

r 

WO  die  Qaadratworzel  positiy  za  nehmen  ist  und  r  die  grösste  Wurzel 
der  angegebenen  Gleichung  bedeutet 

Hat  diese  Gleichung  aber  keine  reellen  Wurzeln  ^  so  wechselt 
die  Quadratwurzel  garnicht  ihr  Vorzeichen  ^  r  nimmt  unbegrenzt  ab 
und  die  beiden  materiellen  Punkte  fallen  schliesslich  zusammen. 

§7. 

Aus  einem  später  anzugebenden  Grunde  (vgl.  unten  §  10  und 
18.  Vorlesung  §  1)  wollen  wir 


o  6o*  _i_  7/&0*   _l    *«1  +  *««  ^ 


Ist  K  positiv,  so  ist  einer  der  hierdurch  dargestellten  Werthe  von  r 
immer  reell  und  positiv,  die  beiden  Moleküle  entfernen  sich  also 
immer  wieder  von  einander;  ist  K  aber  negativ  und 


und 


so  wird 


«  =  *«/*  Vl^i^i^^K  > 


'I 

iii 


1^ 


annehmen;  das  entspricht  nach  den  Gleichungen  S.  178  einer   Ab-  ||4r:j 

stossungskraft,    die  proportional  mit  -^   ist,    wenn  K  positiv,    einer 

Anziehungskraft,  die  auch  mit  ~  proportional  ist,  wenn  K  negativ. 
Die  fragliche  Gleichung  ist  dann 

'^        ^0  '^  —       2       Ä» '  1 

d.  h.  'B 


i8i 


!•>; 


80  ist  keiner  von  den  Werthen  von  r  reell  und  die  Moleküle  stürzen  jl 

schliesslich  in  einander.   Wir  nehmen  aus  diesem  Grunde  K  positiv  an.  ![j{ 

Setzen  wir  K 


B 


i 
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wo  die  Grenze  x  die  positive,  reelle  Wurzel  der  Gleichung  ist:*) 


I  -  a;2  - 


2  a* 


=  0. 


Es  hängt  hiernach  ^'  von  der  einen  Variabein  a  ab,  die  selbst  pro- 
portional mit  ^0  l/h  i^^)  ^^  ist  <&'  ein  ganzes  elliptisches  Integral 
erster  Gattung,  dessen  Modul  durch  a  bestimmt  ist. 

Aus  ^'  finden  wir  zunächst  die  Werthe  von     r-    und    -jr-  nach 

at  at 


dem  Stosse;   hier  ist  r 


dt 


0,    obwohl   r  unendlich  gross    ist,    da 


r  - 


dd- 


dt 


- ,  und  daher  nach  den  Gleichungen  S.  179 


da  o.f    dr 

db  a.,  dr 

dF  =  «"^*  dt' 

oder,  da  nach  dem  Satze  von  der  lebencligen  Kraft  nach  dem  Stosse : 

-dl-  +  ^' 
da        ,  ^, 

^^   =ÄCOS^, 

db 


dt 


=  h  sin  »\ 


Allgemein  haben  wir  nun  nach  S.  179  die  Transformationsformeln : 

dx         da  i      V    ,    db  ,    ,\ 

=  ^^  cos  (xa)  +  -^  cos  {xh), 


dt 
dy 


da 


dt 
db 


dt  =  dl  ^^'  (2^^)  +  dJ  ^^'  (y*)' 
dz         da  /      V    ,     db  /    ,v 


§8. 

Die  Werthe  von  ~  ^    ^^ ,    ^   vor    dem    Stosse    nennen    wir 

I,  ^,  g,  nach  dem  Stosse  £',  17',  £'  und  berechnen  mittelst  der  letzten 
Gleichungen  S,  ^\  S'  aus  g,  iy,  g.  Es  sind  cos  (}ta\  cos  (yö),  cos  {zä) 
dann  gegeben  durch**) 

5  =  —  Ä  cos  (a:a), 
^  =  _  4  cos  (ya), 
£  =^  —  Ä  cos  (^fl). 


'^)  Eine  andere  Wurzel  iat  negativ,  die  beiden  letzten  imaginär.    D.  H. 
♦*)  Ergiebt  sich  durch  Eineetzen  der  Werthe,  die  für  t^O  gelten.    D,  H. 
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Wir   setzen  ferner:*) 

cos  (xb)  =  sin  (xa)  cos  q>  ,  {J  xab), 

cos  {yb)  =  sin  (ya)  cos  (9  -f*  ^)>  {d yab)^ 

cos  (zft)  ==  sin  (zfl)  cos  (9  +  y),  (z/  zfl^), 

mit  der  Bestimmung,  dass  (xa),  (^a),  (za)  zwischen  0  and  ji  liegen, 
ihre  sin  also  positiv  sind.     Dabei  ist: 

0  =  cos  (xd)  cos  (ytf)  +  sin  {xa)  sin  {ya)  cos  /J,     {^ xya), 

0  =  cos  (a:«)  cos  {za)  +  sin  (u*a)  sin  (za)  cos  y,     (^:/a;zfl). 

Folglich  durch  Benutzung  der  gefundenen  Werthe 
von  (xa),   (ya)  und  {za): 

0  —  |iy  +  j/h^  —  g2  ^y^2_  ^2  C08  /J, 
0  =  gg  +  ^Ä'  — 1'  Vh^  — Y'  cos  y, 


cos  ß  =  — 


cos  y  ==!  — 


-„-.' 


-  • 

•1  • 


d.  h. 


irj 

und  es  wird,  wenn  man   nun  in  die  obigen  Coordinatentransforma- 
tionsformeln  die  Werthe  einsetzt,  welche  nach  dem  Stoss  gelten:**) 

g'  •==  —  5  cos  ö"'-  -f-  yti^  —  g'  sin  ö"'  cos  9  , 


1^'  =  —  fi  cos  ö"'  +  J^Ä^  —  1^'-'  sin  ^'  cos  {q>  -\-  ß)i 
{;'»=_-  gcos#'  +  ^Ä^— ~g2  8in^'cos(g>  +  y). 

Nun    führen    wir   mit   entsprechender   Bedeutung    (vgl.    S.  180)    die 
Zeichen  1,,  g^,  |/,  g^',  .  .  .  ein;  dann  ist  nach  den  Schwerpunkts- 


satzen 
Aber  es  ist: 


»l,g/  +  ^jg/«=  OTig,  +  IWjgj 


g;  -  £,  =  -  g. 

Folglich  mit  Elimination  von  I2  ^"^  ^2* 

und,  wenn  man  die  Indices  1  und  2   vertauscht  und  —  |,  —  g'  fQr 
5,  I'  schreibt: 


*)  Die   Bedeutung   der    Winkel   9,   ß»   7    ergiebt  sich    ans    der   Berück- 
aicbtigung  bekannter  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie,  wie  aus  Fig.  16 

ersichtlich.    Hierbei   sind   die   Dreiecksseiten   {xy)  =  (y^^)  =  (jsa;)  —  (a&)  =  —• 

D.H. 

**)  Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  die  Winkel  {xa)  u.  s.  w.  für  alle  Zeiten 
constant  sind.    D.  H. 


184  Sechiehnte  Vorlesuag. 

HiersaB  folgt: 

'''~  1'  +  „,+'„,  (ä  ™«'  1  1  —  ''*'  —  l'  "°  »■  "«  (9  +  /*)) . 

fi'-  '■  +  sr+ i,  (^  '^'  %  f  -  ''*''=^  "n  *■  ™» (f  +  >■))  ■ 

Es  blngeu  hiernach  die  geänderteD  Geschwindigkeiten  |,',  ij,',  £,'  ab 
von  g,,  1?,,  J,  und  Ij,  ij,,  £3  (nämlich  von  |,  1^,  J)  und  von  (p 
und  6,,.*)  Von  a^  (dem  Anfangswertbe  von  a)  hängen  sie  nicht  ab; 
sein  Werth  bedingt  aber  den  Augenblick  des  Zusammenstosses;  dieser 
ÜDiiet  statt  zur  Zeit»») 

In  Aim  Zeitelemeut  von  ^  bis  /  -|-  dt  werden  also  die  Gescbwindig- 
kLitsiComponenten  1,,  »;, ,  £,  übergehen  in  jene  |,',  ij,',  6,',  falls  in 
dem  Räume,  in  dem  «0  von  ht  bis  ht  -\-  hdl,  ft,,  von  ftg  bis  6„  -j-  dfiy, 
91  von  9>  bis  7  +  dip  wächst,***)  ein  Molekül  liegt,  dessen  Geschwin- 
digkeiten Sj,  i],,  £,  sind.  Dieser  Raumf)  hat  das  Volumen 
h  dl  ba  dbo  äw. 


Wir  stellen  uns  nun  der  Reihe  nach  die  Moleküle  in  der  von 
vorneherein  gewählten  Yolumeneinheit  vor,  deren  Geschwindigkeiten 
dem  Gebiete  dSi,  dij,,  d%^  angehören;  ihre  Zahl  ist  bei  der  gewählten 
Bti  Zeichnung 

/iCS,,  I',.  £,)  dl,  d«,  «,. 

Wir  betrachten  jedes   von  diesen  Molekülen   als  das  Molekül  1   und 
sehen  zu,  ob  in  dem  entsprechenden  Raivne 

h  dt  b^  db^  d<p 
ein  Moleköl  2  vorhanden   ist,  dessen  Geschwindigkeiten  in  dem  6e- 
bii'ie  (/|j,  dijj,  d^j  liegen.    Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  solches 
Mdlekfll  vorhanden  ist,  ist  für  jeden  einzelnen  Falltt) 

•)  Üenn  fr'  iat  nach  8.  181  durch  öj  ond  h  beatimmt,  wobei  A*  — |'  +  i]'  +  J', 
und  p  uod  7  eind  durch  die  OleicbuDgeu  S.  183  gegeben.    D.  H. 

**)  Da  Oo  UDeadlich  gross  ist  im  Verhältniss  zuoi  Radius  einer  Wirkunga- 
^|||lilre  und  auch  im  VerhältuisB  ea  6,.    D.  H. 
•")  zur  Zeit  t  =  0.     D.  H. 
t)  Ein    nnendlieb    kleinöB    rechtwinklige»  Parallelepiped ,    deuen  Kanten 
hdt,  db(,  ond  btd<p  iind.    D.  fi, 

1t)  Die  Fanctionen  f  eind  in  dieaem  und  in  dem  vorigen  Ausdruck  mit  ver- 
sibiedenen  Indices  verleben,  um  den  Fall  mit  zu  umfaseen,  dass  die  lUBammen- 


Aendening  des  Mittelwerthn  von  Q  durch  alle  Stösse.  185 

=  h  dt  b^  dbo  dtp  /i({„  71^,  C2)  ^62  <^i?2  ^Wi 

daher  die  Zahl  der  Falle,  in   denen  ein  Molekül  2  der  bezeichneten 
Art  angetroffen  wird,  im  Ganzen   ' 

=  AUi,  ni7  Ix)  ^li  ^Vt  ^ti  f^^Uy  V27  62)  ^^2  ätli  ^^2  Ä  ^^  ^  <^*o  ^9 

■=  a. 

Nun  sei  wieder  (>  eine  Function  von  i^,  17,,  {;,  und*) 

+00 

^J^  -JJJo  /"i(Sn  i?M  5.)  ^«1  ^^,  tfSr, 


—  OD 


es  handelt  sich  dann  darum, 


N  ^^  dt 


zu  finden,**)  d.  h.  den  Zuwachs,  den  das  Integral  TV,  Q  durch  Stosse 
mit  den  Molekülen  zweiter  Art  im  ZeitinterYall  dt  erleidet.  Es  sei 
(>'  dieselbe  FunctioB  von  5/,  17/,  g,',  wie  Q  von  5,,  17,,  g, ;  durch 
jeden  der  Stosse,  deren  Zahl  wir  a  genannt  haben,  wird  das  Integral 

N^Q  um  ö'—  ö  vergrossert;  der  Theil  von  N^  -^^  ,  der  von  diesen 

a  8t5ssen  herrührt,  ist  daher 

(Ö-  Q)  fx  (6,.  1?,;  £,)  dl,  dri,  dl,  /•,(?„  i?2,  e,)  tfg2  ^'y^  ät^hh,  dh,  dq>. 

Wir  erhalten  .V,  ^'   selbst,  wenn  wir  diesen  Ausdruck  integriren 

in  Bezug  auf 

9         von      0      bis    2;r   , 

h  0  00    , 

S2»  n^y  ^2       —  ^       +  «>, 

Aehnlich  findet  sich    -Ji  ^  • 


stossenden  Moleküle  verschiedener  Natur  und.  Findet  der  Stoes  zwischen  zwei 
gleichartigen  Molekülen  statt,  so  werden  /*,  und  fx  identisch.    D.  H. 

*)  Nx  ist  die  Zahl  der  Moleküle  erster  Art  in  der  Yolumeneinheit.    D. 
♦*)  Hierbei  ist  gesetzt: 

Bt         Bit   ^  B^t   ^ 

indem  unterschieden  wird,  ob  der  Zusammenstoss  mit  einem  Molekül  erster, 
zweiter  .  .  .  Art  erfolgt.  Durch  die  Untersuchung  des  zweiten  Gliedes  allein 
wird  offenbar  zugleich  die  Erledigung  des  allgemeinen  Falles  ermöglicht.  D.  H. 
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§  10. 
Wir  wollen  diese  Integrationen  zunächst  aasfOhren,  indem  vir 

setzen.    Dann  ist: 
und  nach  S.  184 

=  «vT«.  (2  «°«'  Y  (S^  -  S.)  -  yh^~^V  sin  *'  cos  q)  . 
Die  Ausführung  der  Integration  nach  g>  ei^ebt 

4n  — ^*      cos^  —  (L  —  I,). 

Die  nach  ^q  erfordert  die  Bildung  von 


OD 


J  L  .„  ^.„  —    2 

0 


h  Öq  db^  C082  ^  . 


wir  haben  aber  S.  181  gesehen,  dass  d''  eine  Function  von  a  ist,  wo 
durch  Einführung  von  a  wird  also:  * 


OD 


fhÖQ  dÖQ  cos^       ==  ^(m,  -f  m.^)  K  j  a  da  cos*  -  • 

0  u 

Das  nach  a  zu  nehmende  Integral  ist  leicht  numerisch  zu  berechnen ; 

die  Integration  nach  h^  ist  also  ausführbar,  so  dass  h  —  ^S*  +  ^'  +  6*^ 
in  dem  Resultate  verschwindet;  das  ist  nur  der  Fall  bei  dem  von 
uns  für  die  Molekularkräfte  angenommenen  Gesetze.  Maxwell*)  hat 
berechnet 


An  I  a  da  cos'  y  ==*  2,6595  =  ^,. 


0 

Hiernach  ist 

J'Jlo'-  Q)  h  b,  db,  d<p  =  A,  /,j,^  «2  (Ij  -  !,)• 

Die  Integrationen  nach  §i>  iJt»  Si«  ^2»  ^2>  £2  lassen  sich  nun  un- 
mittelbar durch  Einführung  der  Mittelwerthe  bewirken.  Nach  der 
Definition  der  Functionen  /*)  und  f^  ist  ja: 

/i(5i,  i?i,  5i)  fl?S,  tfi?,  ^?i  =iV,, 


/ 


J        A  (^21    ^•».    S2)    ^^2    ^»?2    ^62  =   -^2» 

/SiA(5p  ^^i,  S.)  ^Si  rf^i  ^g,  =S7A^n 

J  62 /i  (§2;    ^2^    y    ^^2    ^^2   ^^2  =  ^2  ^^2  • 


■)  Phil.  Mag.  35,  p.  144,  1868. 


Specielle  Werthe  von  Q.  187 

So  findet  man  fQr  ()  =3  |, : 


^. 

D,t  - 

=  ^.-^'»^. ;/«..+«,  «»(5,   u, 

oder,  wenn 

wieder: 

- 

gesetzt  wird: 
Ebenso  ist 

D,t 

• 

.V,  »ij  =-  ^j 

• 

A« 

-^'/mr+i4 '*'(«'         "*>' 

A«. 

=  0,») 

Aehnliche  Gleichungen  gelten  fQr  die  der  y  Achse  and  der  z  Achse 
parallelen  Geschwindigkeitscomponenten. 

§  11. 

Wir  setzen  nun  für  Q  gewisse  Functionen  zweiten  und  dritten 
Grades  von  |, ,  i^j ,  ^, ;  wir  wollen  uns  dabei  aber  auf  die  Betrachtung 
eines  einfachen  Gases  beschränken.**) 

Wir  setzen  zunächst 

0  - 1,*. 

Dann  ist,  da  nach  S.  184  hier: 

g,'=  g,  +  I  cos»  I'  -  i  yW^l^  sin  9'  cos  90, 

in 

J(S,'»-|,»)d<p=2«(2g6,  cos»  I-'  +  V  cos« i:  +  i-  (Ä»  -  g») sin»  &') , 

0 

oder,  da 

»  —  SS  rna*  — 


COS*  —  «=  cos'  —  —  -j-  sm'  d  , 
/(!,'*- 1,^)  «?9>  =  2;r  (|(|  +  26.)  cos»  *-'  +  |  (A»  -  3|»)  sin'  *') 

0 

=T(^(5»'-^''>''''«i+^(''»-''')'+(^»-S')'-2(S^-5.)')"°'*')- 

^)  D.  h.  durch  die  ZasammeDstösse  von  Molekülen  gleicher  Art  wird  der 
Mittelwertb  der  Gedchwlndigkeitscomponenten  dieser  Moleküle  nicht  geändert, 
wie  natürlich.    D.  H. 

*^)  Also  wird  mx^^m^^s^mj  ferner  f^  und  f^  identisch,  im  Folgenden  mit  f 
bezeichnet.    D.  H. 
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Nun  hat  qian  mit  hh^  dh^  zu  multipliciren  und  von  ^^  »=  0  bis 
^0  s»  CO  zu  integriren.  Mau  erhält  dann  die  Summe  zweier  Glieder, 
von  denen  in  dem  ersten  das  schon  S.  186  betrachtete  Integral 

OD 

0 

in  dem  anderen  das  Integral 

ihh^  d\%m^^'=y~2fnK  \a  Ja  sin' d' 

0  0 

▼orkommf.    Maxwell*)  hat  berechnet: 

da  sin»  ^'  —  ^^  «  1,3682. 

0 

Multiplicirt  man  mit 

und  integrirt  von  —  00  bis  -f-  ^^9  ^^  treten  wieder  die  Mitteiwerihe 
auf;  da  hier  ^^^"»Si'  ist,  so  verschwindet  das  erste  von  den  beiden 
genannten  Gliedern- und  man  erhält  den  gesuchten  Werth:**) 

§  12. 
Nun  setzen  wir 

Dan 

Den  Werth  —Uj^  kann  man  entweder  direct,  nach  dem  obigen  Ver- 

fahren,  oder  auch  aus  dem  Werthe  von    ^ '    folgendermaassen  finden. 

Man  führe  ein  neues  Coordiuatensystem  ein,  so  dass    bei  Fort- 
lassung des  Index  1) 

V  =  i'^2  +  Vßi  +  5>;. 

und  führe  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  für  ^*j*  mit  Hülfe  dieser 


•)  1.  c. 
•*)  Die  Klammer  rechts  ist  die  EntwickluMT  ^«  Ai-ir-:k> 


('?t-''?i)'  +  u%-  :i'-^-  ?s-  i.'' 


P  u 


Specielle  Wertb«  tod  Q.  IS9 

GleichaDgen    £',  rj',  g'    an    Stelle    Ton    |,  q,  {    ein.     Vorbei    truus-  ''' 

formiren  ffir  die  genannt«  Gleichung  in  folgende:  .1 

^"  - '^ /ül  f- 1«"' + 1* +  ''-<«  +  ''  + '9  - '<S' -  ls)|. 

Sie  wird  dann 
Dt    <+    i)(^'    +    />(    >"'    +^    JH     ^i^' 

« 

-  -<>  /it  !•  P  +  i''  +  r^  (f  f + ./•  f  +  f  f ) 

-  3  j(r'  -  rf) «,'  +  w  -  ??)  ^,'  +  (f  -  f  f)  c,' 
+  ü(ir-i£')^,)',+2(rr-fr)i'i»,+2(tv-f?K(i,j]. 

Uaraus  folgt  unter  Anderem:*)  a 

"i;"  -  -  ■'.  /»» c  3  'f.'.  -  «i'.'. 

wo    die    Striche    fortgelaaseo    sind    und    der    Index    1    wieder    ein-  '^ 

gesetzt  iat. 

§  13.     . 
Wir  setzen  endlich 

£' -I,t5,'  +  V +  £.')■ 

Nach  S.  184  ist  wieder: 

£i'=  I,  +  E  cos'  \  -  l  f'h'  —  g'  sin  #'  cos  y 

11'=  li  +  *!  *=ös^  j  —  T  f^'*'—  v'  sin  #'  cos  {y  +  ß), 

£1'  =  £1  +  £  coa^  ä  —  T  *'  *'  ~  ^'  ^'°  *   ^°^  (v  +  y)  I 


wobei 


cos  Ö  =  -    „       _    „ 


cos  ;-  =i  - 


Man  findet  dann  zunächst,  :£uiu  Zwecke  der  Berechnung  roh  ('': 

+  ^8in=*'((A»-g')cos>+(A*— i)''}cos'(9+/i)+(A*— £^)cos-(q[>-fy)) 


—  6in#Y(|,+S cos» ^)/Ä»  - g» cos 9)+(ij,+i] cos»  -^-)//ä»— j)- 
+  (£,  +  £  cos'  *)  /A*  -  £^  cos  (v  +  y)^  . 


■cos(q-f-/i) 


*)  Da  die  Coefficit:Dt«Q  von  a,ßi  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  «iuautlet 
gleich  Bein  müsaea.     D.  U. 
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Benutzt  mau  nun  die  Relationen 

2« 


1  cos  fp  dtp  =  0, 


in 


I  COS  (<p  -f-  /})  J9?  «=.  0, 


0 
2n 


j  COS  q>  cos  (9  4"  ß)  ^9  =  ^  CO8  ß, 


u 
2n 


j  CO:S-  (9  +  /J)  Jg>  =  Ä, 


0 
2« 


/  COS  9?  cos^  (g>  +  /J)  ^9  =  ^  > 


0 

Ä'  =  r  +  ij*  +  5*, 

SO  findet  man  hieraus: 

ijt 


=  (s, + g  cos*  */)  ((6, + g  cos'  ^^'+  (,, + ,,  cos»  ^y 


+  (5,  +  gco8*^)  +  i-Ä»sm»*') 

+  -J  sin»  9'  (d,  +  S  cos'  *)  (A»  -  g»)  -(.?,  +  1»  cos»  ^)  |r, 

-(5,  +  gcos»^^)gg), 
oder,  da 

COS*  -  =  cos^ ■  sm^  d  , 

2  2  4  ' 

so  ist: 


2tt 


0 

+  i- sin»  »' (au,  -  g  (I I,  +  1, ,,  +  U.)) . 
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Mithin  wird: 


s« 


-ii-/(S«'<5«''  +  nr+ 1:  *)  -  6.C6.*  +  Vi'  +  e.*))  ä<p 

=  ((l  +  l,)(A'+2(IS,  +  i)i),+  SS,))  +  l(6,'+V+S,'))co8'|' 

+  1  sin»  *'  (Ä»(5,  -  6)  -  31(11,  +  vVi  +  SS,)) 
oder,  da*) 

A«  +  2(15,  +  ,,,  4-  Se,)  =  I,'  +  ijj'  +  S,*  -  6.»  -  1?,»  -  V, 

RO  wird  der  vorige  Ansdmck: 

(I.  («,'  +  fh'  +  C»)  -  6,  (I,'  +  1»,'  +  S,'))  cos*  ^- 

+ 1  8in»  »■  I     21,  (g,*  +  f,-^  +  f,')  -  I,  (5,*  4- 1»,^  +  5,^)  I 

+  25,(6.'  +  n^  +  g,')  -  62(5,'  + 1?,'  +  S,') 

-  hditi  +  ViVi  +  titi)'- 
Indem  man  die  fibrigen  Integrationen  ausffihrt,**)  findet  man  hieraus 

♦)  Wegen  {«£,-!.,  ri^Vf-Vt,  t-£t-&.  D.H. 
**)  Die  Integration  nach  bo  ergiebt  2  Glieder,  von  denen  das  erste  den 
Zahlencoefficienten  Af,  das  zweite  den  A^  besitzt.  Bei  der  nun  folgenden  In- 
tegration verschwindet  das  erste  Glied,  weil  die  Mittelwerthe  von  £s  (£t'~f  ^s'+fs*) 
und  von  £j  (£1'  +  171*  +  £1')  einander  gleich  sind.  Das  zweite  Glied  vereinfacht 
sich  durch  die  Berücksichtigung  der  Mittelwerthe,  indem  z.  B. 


Siebenzehnte  Yorlesung. 

Vergleichung  der  auf  zwei  verechiedenen  Wegen  erhaltenen  Resultate.  —  All- 
gemeine Differentialgleichungen  für  Reibung  und  Wärmeleitung.  —  Zahlen- 
werthe  aus  Beobachtungen.  —  Geroenge  von  zwei  Gasen.  —  Partialdrucke.  — 

Diffusion. 

§   1. 
Wir  Tei^leicben  nun  die  jetzt  für 

Dt  '  Dt    '  Dt 

gewonnenen  Ausdrücke  mit  den  früher  abgeleiteten.  Dabei  geben 
wir  den  Zeichen  (,  f;,  ^,  die  wir  bei  den  jetzigen  Rechnungen  in 
anderer  Bedeutung  (S.  182)  gebraucht  haben,  die  frühere  (S.  159) 
zurück,  d.  h.  wir  setzen 

j,  =  «  +1, 


Zugleich  machen  wir 

Wir  haben  dann 

5.  =  « 


} 


Vi  =  •* , 
Vi"  =  «'•    +  V*. 

>iVi  =  wr  -j"  S  V* 
>j  Vi*  —  M»  •  +  «  V^  +  -  •'  ?  V  -^  I V"» 

I, ;r -•'•'*•+ «j'  +  ^'^U  +  s;*     u.  s.  w. 
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Dadurch  werden  unsere  jetzt  abgeleiteten  Gleichungen 


^'"-SxfigiJ, 


Dt 


Pit  (t.'+ n.'+  ^■•),,2«fi(«(|»+'?^+£^)  -3  («6»  +r  I,  +«;|D- 1(6^+,»+^^) 


■D61»    .    o..  ■»Ii'/iio...  »Iif. 


-=2«^^  +  2r:i^  +  2.^;^J!^ -2x^1(1« +  ,«  +  5»). 

Ihre  Vergleichnng  mit  den  früheren  (S.  174  ff.)  ergiebt: 

«.(?  +  r'-2P)-2i(|S-i(||  +  |i  +  U)), 

8.,r, — { (g + Ij), 

Da  die  Factoren  von  x  auf  den  linken  Seiten  erfahrungsmässig  klein 
sind,  wie  schon  8.  167  bemerkt  wurde,  so  muss  x  sehr  gross  sein. 
Aus  jeder  dieser  Gleichungen  erhält  man  durch  Yertauschung  der 
Buchstaben  zwei  ähnliche,  die  wir  auch  gebrauchen  werden,  um  die 
Gleichungen  auf  S.  162  und  165  zu  bilden. 

§2. 

Wir  definiren  nun  p  genauer,  als  es  bisher  geschehen  ist,*)  durch 
die  Gleichung 

f*(F  +  ^  +  P)  =  3p. 

Wir  finden  dann  nach  8.  165: 

-**  — ^§    =P        3^  ^  ^^^        3  \^g^  ^  dy^  dzf)' 
V  1  2    p   /at?         1  (du    ,    dv    ,    dw\\ 

IT  "T  1       P     (^^      I       ^^\ 


*)  Denn  die  blBherige  Definition  (S.  166)  bezieht  sich  nur  auf  den  Fall,  wo 

Kirohhoff,  Theorie  der  Wärme.  13 
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Endlich: 

i^m^  +  n'  +  V)  —  if-}|-, 

Wir  stellen  die  DifferentialgleichuDgeD ,  die  vir  hiemach  haben,  zu- 
sammen. 

0        ^   dfn   ,  du   ,   cv   .    dfo 
fi  dt  "^  dx  '^  dy  "^  dg 

tt^  «  tt  ^  -4-  ^ *--  £-  (yfu  4-  i  A  r^  4.^  ^  tlS] 

f*^         '^d*    'ay        3x   fi    \^     ^  3  ^y  V^ar^cJy  ^  ar// 

a(^)    a(p)    ?(£.) 

Hier   sind  mit  Maxwell  die  Glieder,   welche  —^^—.       ^^    ,       J^- 

ox    '       6y  a« 

enthalten;   fortgelassen,  d.h.  die  Abhängigkeit  der  Reibung  von  der 
Temperatur  ist  nicht  berücksichtigt.*) 

Endlich  haben  wir  noch  nach  S.  164  die  Gleichung: 

4^  p   {(du^i  (^Ym  r^Y^  M  —  P  /^  J_  ^  4-  ?i^Y 

3x   II  \Sdx/'^\dy^'^^de/  /  "r"  9x   ^"  \dx  '^  dy"^  dt^ 

8  x|[4  vvay  '^a«/"^^c)«  "^  ax/'rv.ax  "^ay/  y 


2»  \  Ö«\*t      dx   / 


§3. 

Wir  haben  bis  jetzt  die  Gasmasse  uns  als  unbegrenzt  gedacht; 
bei  Versuchen  ist  sie  mit  festen  Körpern,  die  ruhen  oder  sich  be- 
wegen, in  Berührung ;  wir  nehmen  an,  dass  die  Differentialgleichungen 
bis  zu  der  Oberfläche  gelten;  an  dieser  sind  dann  gewisse  Grenz- 
bedingungen  zu   erfüllen.     Als  solche  werden  wir  annehmen,    dass 


*)  Denn  ^  hän^t  aasschliesBlich  von  der  Temperatur  ab.    D.  H. 
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u,  Vj  w  in  dem  Gase  dieselben  Werthe  haben,  wie  in  dem  festen 
Korper,  also  verschwinden,  wenn  dieser  ruht;  und  dass  die  absolute 

Temperatur  im  Gase,  die  "^  mal  einer  Constanten  ist,  gleich  ist  der 

Temperatur  des  festen  Körpers.  Es  stimmen  diese  Annahmen  mit 
den  meisten  Versuchen  überein.  In  neuerer  Zeit  haben  allerdings 
Kundt  und  Warburg*)  theoretisch  und  experimentell  gezeigt,  dass 
die  erstere  genau  richtig  nicht  sein  kaon,  dass  vielmehr,  wenn  man 
nur  die  mittlere,  durch  u^  v,  tu  repräsentirte  Bewegung  ins  Auge 
fasst,  ein  Gleiten  der  Gastheilchen  an  der  festen  Wand  stattfindet, 
und  dass  dieses  bei  den  höchsten  erreichbaren  Verdünnungen  sich 
geltend  macht.  Sie  haben  auch  ein  Bedenken  in  Bezug  auf  die  die 
Temperatur  betreffende  Annahme  erhoben;  ob  dieses  berechtigt  ist, 
lässt  sich,  wie  mir  scheint,  mit  Sicherheit  nicht  entscheiden,  da  man 
von  der  Wärmebewegung  in  festen  Körpern  zu  wenig  weiss. 

Auf  die  Oberflächen  der  festen  Körper  werden  von  dem  Gase 
Druckkräfte  ausgeübt;  diese  setzen  wir  den  Werthen  gleich,  die 
JT, ,  Y^y  Zn  in  dem  Gase  ap  der  Oberfläche  haben. 

Die  mit  -  proportionalen  Glieder,  durch  welche  unsere  Glei- 
chungen sich  unterscheiden  von  den  in  erster  Annäherung  geltenden, 
bedingen  die  Erscheinungen  der  Reibung  und  der  Wärmeleitung, 

Die  Grösse  —  —  heisst  der  Reibnngscoefficient.     Sie  ist,  wie  man 

sieht,  bei  gleicher  Temperatur  constant,  d.  h.  vom  Drucke  unab- 
hängig, und  mit  der  absoluten  Temperatur  proportional.  Die  erste, 
sehr  merkwürdige,  theoretische  Folgerung  hat  sich  bis  zu  erheblichen 
Verdünnungen  bewährt;  bei  dem  höchsten  Grade  der  Verdünnung 
gelang  es  Kundt  und  Warburg  freilich,  den  Reibungscoefficienten 
auf  ein  Drittel  seines  ursprünglichen  Werthes  zu  reduciren.  Die 
Proportionalität  desselben  mit  der  absoluten  Temperatur  ist  näherungs- 
weise bestätigt.  Für  atmosphärische  Luft  bei  15®  0  ist  nach  Kundt 
und  Warburg**) 

J-  P-  =  0,0189  r^""-f4 , 

3  X    fi  '    ,       1  mm  1  sec ' 


für  Wasserstoff 


1    P  _  n  /v^oo      1  ^gJf 


^  =  0,0092  - 


3x    ^  '  1  mm  1  sec 


§  4. 
Denken  wir  uns  den  Fall,  dass 

tt  =  0, 
t;  =  0^ 


*)  Pogg.  Ann.  166,  p.  337,  1876. 
♦♦)  1.  c,  p.  639. 

13* 
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also  aach 

dt        "' 
80  wird  die  letzte  Gleichung: 

""^     et  2x\e;«\f*      dx   J'^byXy^      dy    /  "^  dz 

Vergleichen  wir  diese  Gleichung  mit  derjenigen;  die  wir  ^früher 
(8.  10)  für  die  Wärmeleitung  in  einem  ruhenden  Körper  aufgestellt 
haben: 

^  dt  "       dx       "T"       dy       "^        de       ^ 

wo  k  die  Leitungsfahigkeit,  c  die  specifische   Wärme  bedeutet,  so 

ergiebt  sich: 

.         1    p   6 

'^~  8k    II    2  ^' 

dabei  ist  c  die  specifische  Wärme  des  Gases  bei  constantem  Volumen, 
weil  ^  «s=a  0.  Es  ist  also  Ar,  wie  der  Reibungscoefficient,  mit  -  pro- 
portional und  von  p  unabhängig;  das  ist  in  Uebereinstimmung  mit 
der  Erfahrung.  Berechnen  wir  den  absoluten  Werth  von  i.  Ist  c' 
die   specifische  Wärme   bei  constantem   Druck,   so  ist  nach  unserer 

Theorie 

6 

also 

.  i     p    S      r 

'^  ""  3x    7    2   ^   ' 

das    giebt    aus    den    oben    mitgetheilten    Reibungscoefficienten    bei 
\5^  C  für 

atmosphärische  Luft,  wo  c'=  0,237,     k  =  0,00656  f^-f^ 

WasserstofiF  3,29  0,045. 

Nach  Versuchen   von  Stefan  leitet  Wasserstoff  siebenmal  besser  als 
atmosphärische  Luft,  und  für  die  letztere  ist 

1  mgr 


k  =  0,0055  - 


mm  1  sec 


Der  Unterschied  dieser  Zahl  und  der  theoretischen  hat  sicher  den- 
selben Grund,  wie  der  Unterschied  in  Betreff  des  Verhältnisses  der 
beiden  specifischen  Wärmen. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  Geschwindigkeiten,  so  wie 
die  4enderungeu  von  p  und  [i  unendlich  klein  sind;  dann  verein- 
fachen  sich  zunächst  unsere  fünf  Gleichungen  dadurch,  dass  überall 
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für  das  Zeichen  ^-.  das  Zeichen  ^.  gesetzt  werden  kann,  und  dass  p 

und  ft,  wo  sie  ausserhalb  von  Differentiationszeichen  stehn,  als  con- 
stant  betrachtet  werden  können.  Ueberdies  nimmt  die  fünfte  Gleichung 
diese  Gestalt  an: 

Nehmen  wir  noch  an,  dass  die  Bewegung  eine  stationäre  ist,  so  giebt 
die  Gleichung  der  Continuität 

d.  h.  das  Gas  bewegt  sich  wie  eine  incompressible  Flüssigkeit;  die 
vier  ersten  Gleichungen  bestimmen  u,  v,  w,  die  letzte: 

die  Temperatur,  die  constant  sein  kann. 

§5. 

Wir  wollen  nun  noch  einige  einfache  Betrachtungen  anstellen 
über  ein  Gemenge  von  zwei  Gasen. 

Wir  kehren  zu  der  Gleichung  S.  159  zurück,  die  ich  mehrfach 
als  die  Grundgleichung  der  kinetischen  Gastheorie  bezeichnet  habe, 
und  wenden  sie  auf  den  ersten  Bestandtheil  eines  solchen  Gemenges 
an. '  Wir  setzen  zuerst 

£)  Ol  1,    also  auch     Q  ^^1 
und  der  Kürze  wegen 

dl   __^  d     ^^        d     1^        d     i^         d 

wir  erhalten  dann  aus  der  Grundgleichung  die  Gleichung  der  Con- 
tinuität*) 

fi,    d^t    "T"  a«  "T"  ay    "T"    c^;5    "  ^' 

wofür  sich  auch  schreiben  lasst: 

dt  "^     ax      "^     ay      "T"     de      ^ 
Mit  Hülfe  hiervon  wird  die  Grundgleichung**) 

*)  Zunächst  unter  der  Form: 

dt  dx  dy  de 

Hierbei  ist  fii  die  Masse  des  ersten  Bestandtheils  in  der  Volumeneinheit.    D.  H. 
*•)  Hierbei  ist  wieder  gesetzt:  2)  »  2>,  +  2>,,  zur  Unterscheidung  der  Zu- 
sammenstösse  mit  Molekülen  erster  und  solcher  mit  Molekülen  zweiter  Art.  D.  H. 
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■^        aa;         "T"        ay         t-        a«        * 

Setzen  wir  hier 

()  —  I, ,    also     ö^  tt, , 

^        __  • 

und  benutzen  die  S.  187  fttr  -^j  und-p*|i  gefundenen  Werthe,  so 
kommt 

/*1  -'f  =  /*(  ^f  —  *f  l/*j(«2  -  «i)  +  gl  (f*!  (Ii  —  «l)*) 

+  ^  (<*, (IT-  «i)  (»»i  -  "i)) 
+  ii  (<»i  («r  -  «,)  (t,  -  «',))  , 

WO 


'  f   fiii  4-  ^t 


Indem  wir  annehmen,  dass  die  relativen  Geschwindigkeiten ,  deren 
Componenten  6,  —  ii, ,  ly,  —  t;, ,  {,  —  u;,  sind,  symmetrisch  in  Bezug 
auf  die  verschiedenen  Richtungen  vertheilt  sind*),  erhalten  wir 
hieraus 

wenn 


gesetzt  wird. 

Wir  wollen  annehmen ^  dass  die  t/,  v,  t£^  so  klein  sind,  dass  sie 
in  dieser  Gleichung  vernachlässigt  werden  können,  ausser  wo  sie  mit 
dem  grossen  x  multiplicirt  vorkommen.     Dann  wird  dieselbe 


Ebenso  ist**) 


/in 


und 

« 

*)  Diese  Annahme  entspricht  der  S.  167  für  ein  einfaches  Gas  benutzten 
Annäherung.    D.  U. 

**)  Hierbei  ist  X  in  beiden  Gleichungen  als  gleich  angenommen,  d.  h.  es 
wird  vorausgesetzt,  dass  die  aus  der  Ferne  wirkenden  Kräfte  nur  yon  der 
Masse,  nicht  von  der  sonstigen  Beschaffenheit  der  Moleküle  abhängen.    D.  H. 
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Wir  setzen: 

Pi  +  Pj  —  P- 
Dann  ist 

und  da  fi,  -f~  H  ^^^  Dichtigkeit  des  Gkusgemenges  ist,  so  folgt  hieraus, 
dass  p  der  Druck  desselben  ist;  p^  und  Pj  ^^^^  ^^^  Theüe  des  Druckes, 
die  von  den  beiden  Bestandtheilen  herrühren.  Sie  lassen  sich  auch 
definiren  als  die  Drucke,  die  stattfinden  würden,  wenn  nur  das  eine 
oder  das  andere  Gas  bei  der  Dichtigkeit,  die  es  besitzt,  und  bei  der 
Temperatur,  die  das  Gemenge  hat,  vorhanden  wäre.  Um  die  Richtig- 
keit dieser  Behauptung  einzusehen,  muss  man  in  Betracht  ziehen,  wo- 
durch die  Temperatur  bei  einem  Gasgemenge  oder  einem  einfachen 
Gase  bestimmt  ist.  Wir  machen  die  Hypothese,  dass  sie  immer  (bis 
auf  einen  constanten  Factor)  die  mittlere  lebendige  Kraft  eines  Moleküls 
ist.  Wir  haben  früher  (8.  152)  gesehen,  dass  bei  einem  Gasgemenge, 

das  im  Gleichgewichte  sich  befindet,  m^%{^  =^  m^^^  ist;  Eieraus  folgt 
bei  der  aufgestellten  Definition  der  Temperatur,  dass  bei  einem  Gas- 
gemenge die  Moleküle  eines  jeden  Bestandtheils  dieselben  Geschwindig- 
keiten haben,  wie  wenn  dieser  Bestandtheil  allein  bei  der  stattfindenden 
Temperatur  vorhanden  wäre;  woraus  dann  folgt,  dass  p^  undpji  ^^^ 
angegeben,  sich  definiren  lassen. 

§  6. 

Kehren  wir  nun  zu  unseren  Gleichungen  zurück;  nehmen  wir 
zunächst  an,  dass  Gleichgewicht  besteht,  also  f/i  =  0,  Uj  =  0;  dann 
haben  wir 

dieselbe  Gleichung,  die  bestehn  würde,  wenn  'das  zweite  Gas  gar 
nicht  vorhanden  wäre.  Wäre  Gleichgewicht  in  der  Atmosphäre ;  so 
müsste  das  Mischungsverhältniss  von  Sauerstoff  und  Stickstoff  mit 
der  Höhe  Variiren*);  dass  es  das  nicht  thut,  ist  eine  Folge  der 
Strömungen. 

Nehmen  wir  andrerseits  an,  dass  äussere  Kräfte  nicht  wirken, 
dass  aber  t/j  und  i/j  ^^^  ^\x\i  verschieden  sind;  sie  mögen  aber  nur 
von  a:.und  t  abhäagen  und  die  v  und  w  seien  gleich  Null.  Man 
hat  dann 


*)  Da  Sauerstoff  specifiBch  schwerer  ist,  so  müBsten  die  oberen  Schichten 
sauerBtoffärmer  sein.    D.  H. 
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daza  die  Gleichungen  der  Continuitat: 

dt  "^     dx     ~^' 

dt     *       dx 

Diese  Gleichungen  enthalten  die  Theorie  der  IHffusion  zweier  Gase 
in  einer  vertikalen  cylindrischen  Bohre;  (von  der  Wirkung  der 
Schwere  kann  man  bei  ihr  absehn,  wenn  das  schwerere  Gas  ur- 
sprünglich das  untere  ist.) 

Die  Temperatur  soll  immer  und  überall  dieselbe  sein;  dann  ist 


• 

und 

^  «=  const. 

daher  ist  auch 

"•  =  const.: 
Mt                 ' 

• 

dPx 

dt 

1  a(Pi«i)  ^o 

dPt   I   djPfUt)  _  ^ 
dt  "T"      dx     ~^' 

Aus  den  ersten  Gleichungen  folgt 

dx       "» 
aus  den  letzten: 

dp    I  dlPt^i  +  PtUt)       n 
dt  "T"       '  dx      ~    ="' 

also  durch  Differentiation  nach  x: 

mithin    ist  Pi^i+Pj^'j  gleich  einer  linearen  Function  von  x;   an 
jedem  Ende  der  Rohre  ist  aber  f/|  «»  0  und  t/^  =  0;  also  allgemein 

Pi^i  +P2W2  — 0, 
und  daher  auch 

??-  =  0       * 

£3  ist  also  p  der  Zeit  und  dem  Orte  nach  const^t.    Femer  ist,  wie 
soeben  gefunden: 

also: 


und: 


«2 

-    "1 

Pt 

} 

«l 

— 

«1 

-—  

^\ 

P 

ex 

= 

— 

PxPt 

p 

«IPI, 
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wo  ^^^  constant  und  mit  ^ri  proportional  ist.    Nimmt  man  hinzu 
PiPt  T^  '^    *^ 

dt  ^  dx     ^ 

so  folgt  durch  Elimination  von  u^i 

^P\  „  JL  PiPi  1  ^P*. . 
dt         X  fijfit   i>    <;«*  ' 

eine  Gleichung,  welche  von  derselben  Form  ist,  als  diejenige,  die  die 
Wärmeleitung  in  irgend  einem  Körper  bedingt.     Die  Grosse 

die  von  beiden  Gasen  abhangt,  heisst  der  Diffusionscoefficient-^  er  ist 
mit  dem  Quadrate  der  absoluten  Temperatur  und  mit  —  proportional. 
Das  stimmt  überein  mit  den  Versuchen  von  Loscbmidt.*) 

*)  LoBcbmidt.    Wiener  Berichte.    März  1870. 
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Theorie  von  ClaasinB.  —  Moleküle  als  elaBÜsche  Kageln.  —  Wahrscheinlichkeit 
fdr  die  Zarücklegang  eines  bestimmten  Weges.  —  Mittlere  Weglänge.  —  Be- 
rechnung der  von  einer  Schicht  „ausgesaudten*'  Moleküle.  •—  Bewegte  Gas- 
masse.  —  Anwendung  des  Maxweirschen  Gesetzes  der  Geschwindigkeitsvertheilang. 
—  Berechnung  der  Mittelwerthe  derjenigen  Geschwindigkeitsfunctionen ,  welche 
in  den  allgemeinen  Bewegungsgleichungen  auftreten,  unter  Benutzung  yer- 
schiedener  Annäherungen,  die  aber,  wie  sich  schliesslich  zeigt,  mit  einander  in 

Widerspruch  stehen. 

§  1. 

Bei  den  Betrachtungen,  die  wir  über  die  Reibung,  die  Wärme- 
leitung  und  die  Di£Pusion  der  Gase  angestellt  haben,  war  die  Max- 
weirsche  Hypothese  wesentlich,  dass  die  Moleküle  mit  einer  Kraft 
sich  abstossen,  die  der  fünften  Potenz  ihrer  Entfernung  umgekehrt 
proportional  ist.  Maxwell  hat  diese  Hypothese  hauptsächlich  damit 
gestützt,  dass  das  aus  ihr  folgende  Resultat,  der  Reibungscoefficient 
sei  proportional  mit  der  absoluten  Temperatur,  mit  den  Beobachtungen 
in  Uebereinstimmung  sei.  Doch  ist  diese  Debereinstimmung  noch 
zweifelhaft,  und  auch  von  anderer  Seite  sind  Bedenken  gegen  diese 
Hypothese  erhoben  worden.  £ine  andere  Hypothese,  die  aufgestellt 
ist  und  wegen  ihrer  verhältnissmässig  grossen  Anschaulichkeit  viele 
Anhänger  gefunden  hat,  ist  die,  dass  die  Moleküle  als  elastische 
Kugeln  zu  betrachten  sind, «die  gar  nicht  auf  einander  wirken,  so 
lange  sie  einander  nicht  berühren,  bei  eintretender  Berührung  aber 
von  einander  abprallen.  Diese  Hypothese  kann  aber  nicht  auf  dem 
Wege  verfolgt  werden,  der  bei  der  MaxwelPschen  zum  Ziele  geführt 
hat.'^)  um  hier  zu  der  Theorie  der  Reibung,  Wärmeleitung  und 
Diffusion  zu  gelangen,  sind  gewisse  Betrachtungen  über  die  Weg- 
längen erforderlich,  die  ein  Molekül  zwischen  zwei  auf  einander 
folgenden  Stossen  zurücklegt. 

Wir  denken  uns  ein  scheinbar  in  Ruhe  befindliches  Gas  und 
wollen    die  Wahrscheinlichkeit   dafür   aufsuchen^    dass   ein  Molekül 


*)  Dieser  Punkt  erscheint  dem  Herausgeber  doch  noch  einer  besonderen 
Untersuchung  werth. 
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einen  Weg  von  der  Lange  r  zurücklegt ,  ohne  mit  einem  anderen 
zusammen  zu  stossen. 

Wir  denken  uns  nach  Clausias*)  zuerst  ein  ruhendes  System  von 
Molekülen,  die  regellos  so  yertheilt  sind,  dass  auf  die  Volumeneinheit 
iii  kommen,  und  ein  mit  constanter  Geschwindigkeit  bewegtes  Molekül. 
Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es,  ohne  anznstossen,  die  Strecke  1 
zurücklegt^  sei 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  die  Strecke  2  zurücklegt,  ist  dann**) 

u.  8.  w.;  also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  auf  der  Strecke  r  nicht 

anstösst,  ist  gleich 

e~^^  • 

Ist  r  unendlich  klein,  so  kann  man  diese  Wahrscheinlichkeit  noch 
anders  ausdrücken  und  dadurch  eine  Bestimmung  von  a  erlangen. 
Man  denke  sich  senkrecht  zur  Bahn  des  bewegten  Moleküls  durch 
dasselbe  gelegt  eine  Flächeneinheit.  In  einem  rechtwinkligen  Parallel- 
epipedon,  de^n  Basis  diese,  dessen  Höhe  r  ist,  befinden  sich  n^r 
Moleküle.  £  sei  der  Durchmesser  eines  Moleküls;  jedem  jener  n^r 
Moleküle  entspricht  dann  eine  Kreisfläche  von  der  Grosse  src'',  die 
für  den  Mittelpunkt  des  bewegten  Moleküls  nicht  frei  ist***);  von 
der  ganzen  Flächeneinheit  ist  also  n^na'^r  nicht. frei  und  \  —  n^ycB^r 
ist  frei;  also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Molekül  auf  dem 
Wege  r  nicht  anstösst,  ist  gleich 

l  —  n^ne^r 

und  dieses  muss  gleich  sein 

«"«*'=  1  —  arj 
d.  h.  es  muss  sein: 

a  «»=  n,  ff«'. 

§2. 

Es  sei  h  die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Moleküls,  t  die  Zeit, 
äie  es  braucht,  um  den  Weg  r  zurückzulegen,  dann  ist  nach  dem 
Vorigen 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  Molekül  während  der  Zeit  /  nicht 
anstösst.  Dieser  Ausdruck  behält  dieselbe  Bedeutung  auch,  wenn  die 
bisher  als  rahend  gedachten  Moleküle  alle  mit  derselben  Geschwindig- 

*)  ClaoBins.    Pogg.  Ann.  lOö.  p.  239.   1868. 

♦♦)  gleich  dem  Product  «"""•  e"""  (vgl.  S.  136).    D.  H. 
***)  Denn   dieser  Mittelpunkt    kann    sich    dem  Mittelpunkt   eines  anderen 
Moleküls  höchstens  bis  auf  die  Entfernung  £  nähern.    D.  H. 
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keit  in  gleicher  Richtung  eich  bewegen,  falls  h  die  relative  Gre- 
schwindigkeit  des  einen  Moleküls  gegen  das  System  bedeutet.  Die 
Gomponenten  der  Geschwindigkeit  des  Systems  mögen  in  den  Inter- 
vallen zwischen  Si  und  g,  +  dgi,  ijj  und  ij,  +  ^nif  i\  und  fj  +  äly 
liegen  und  es  sei 

und  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  des  einen  Moleküls  seien 
g,  ij,  g,  so  dass 


die  genannte  Wahrscheinlichkeit  ist  dann 

Nun  seien  mehrere  oder  viele  solcher  Systeme  von  Molekülen  vor- 
handen; dass  unser  Molekül  in  der  Zeit  i  nicht  mit  einem  Moleküle 
der  verschiedenen  Systeme  zusammenstosst,  sind  unabhängige  Ereig- 
nisse; die  Wahrscheinlichkeit,  dass  es  mit  keinem  zusammenstösst, 
ist  also  das  Product  der  Wahrscheinlichkeiten  dafür,  dass  es  nicht 
mit  den  einzelnen  zusammenstösst,  mithin  ^ 

-«•'<  J^A/(€h  ij,.  C»)  d^  dfii  rfCi 

e         -• 

Nennen  wir  wieder  r  den  Weg,  den  das  eine  Molekül  in  der  Zeit  / 
zurücklegt,  so  dass 

so  ist  derselbe  Ausdruck  oder 

e  -*  =  ^  =  ^-/^'•, 

wobei 

"  -  r^^-?  Jjßn^-- '..  w  "«.  "■"  "('■ 

die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  das  Molekül  den  Weg  r  ohne 
Änstoss  zurücklegt 

Haben  wir  im  Ganzen  n  Moleküle,   so  werden  von  diesen  nlF 

(dW       \ 
W  +  -1,—  drj 

den  Weg  r  -f-  dr.     D.  h. 

—  n  -5—  dr  «"  nße-'fi^dr 

dr  ^ 

Moleküle  werden  einen  Zusammenstoss  erleiden,  wenn  der  durch- 
laufene Weg  zwischen  r  und  r -{- dr  liegt,  ß-e-f^^'dr  ist  also  die 
Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  der  bis  zu  einem  Stosse  zurückgelegte 
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• 

Weg  in  diesem  Interyalle  liegt,  llmgekehrt  ist  derselbe  Ausdruck 
auch  gleich  der  Wabrscheinlicbköit  dafür,  dass  das  Molekül  den 
letzten  Zusammenstoss  in  einem  Abstände  erlitten  hat,  der  zwischen 
r  und  r-f-  Jr  liegt.  Das  Gesagte  gilt  auch,  wenn  das  Molekül  im 
Augenblick I  indem  r  «=  0  ist,  gerade  einen  Zusammenstoss  erlitten 
hat*);  daraus  folgt,  dass  ßer-^^dr  auch  als  die  Wahrscheinlichkeit 
dafür  bezeichnet  werden  kann,  dass  der  Weg  eines  Moleküls  zwischen 
zwei  StoBsen  zwischen  r  und  r  -f-  </r  liegt. 

§3. 

Der  Mittelwerth  aller  zurückgelegten  Wege  r  wird  die  midiere 
Weglänge  genannt;  sie  ist  gleich 


j ße-fi^dr  r  —  4  jyr-ydy 

\  0 


SO  dass  ß  eine  einfache  angebbare  Bedeutung  hat.     Sein  Werth  ist 

eine  Function  von  £,  ij,  t  oder  vielmehr  von  ^^1^+  if  +  f'  wegen 
der  Symmetrie  der  Bewegung.  Dieselbe  ist  ?on  0.  E.  Meyer  (Die 
kinetische  Theorie  der  Gase,  1877)  unter  Annahme  des  MaxwelFschen 
Gesetzes  für  die  Vertheilung  der  Geschwindigkeiten  der  Moleküle 
berechnet;  wir  wollen  sie  unter  der  einfacheren  Annahme  berechnen, 
dass  die  Geschwindigkeiten  alle  von  gleicher  Grosse  sind,  einer  An- 
nahme, welche  Clausius  seinen  Rechnungen  in  der  kinetischen  Gas- 
theorie zu  Grunde  gelegt  hat.  Nennt  man  g  diese  Geschwindigkeit, 
^  den  Winkel,  den  die  Bewegungsrichtung  eines  beliebigen  Moleküls 
mit  der  des  einen  Moleküls  bildet,  N  die  Zahl  der  Moleküle  in  der 
Volumeneinheit,  so  hat  man  hier  nach  S.  204**) 

*)  Denn  in  jedem  Falle  ist  die  berechnete  Wahrscheinlichkeit  unabhängig 
davon,  welche  Strecke  das  Molekül  vorher  ohne  Anstoas  zurückgelegt  hat, 
bez.  später  ohne  Anstoss  zurücklegen  wird.  Ueber  diesen  Punkt,  der  leicht  zu 
einem  Trugschlass  Anlass  giebt,  vgl.  ausführlicher  Clausius,  Kinetische  Theorie 
der  Gase,  p.  20S  (§  3).    D.  H. 

**)  Das  dreifache  Integral  reducirt  sich  wegen  der  Constanz  von 

6i»  +  ij.«  +  J.«  ■=  »» 
auf  ein  zweifachen.    Dabei  ist 

All,  iJi,  ti)  d|i  <ii?.  <*Si  =  ^  «n  »  «J»  da. 

die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Volumeneinheit,  deren  Geschwindigkeitsrichtung 
in  den  Intervallen  zwischen  ^  und  9"  +  d^^  m  und  ob  -{-  dto  liegt.    Femer  ist 


h^V{i-  1,)«+  (»?"- V)«  +  lJ~~ ii)»  -F2y~~2fiF*co8^.    D.  H. 
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ß  =  ^*'  ^jjy2g\l—  cosF)  sin  d  J^  rfcj 

0      0 

n 

=  iV^Ä  £«  /sin  d  sin  -|-  rf -^  =  -j-  «««  ^^ 


also 

1         3       1 


P  4    «««iV^ 

§  4- 
Denken  wir  uns  nun  in  dem  Gase  eine  Kugel  A^  deren  Mittelpunkt 
der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  sein  möge  und  deren  Radius  un- 
endlich klein  gegen  die  mittlere  Weglänge  der  Moleküle*)  ist     Das 
Volumen  derselben  soll  als  die  Volumeneiuheit  bezeichnet  werden. 

Wir  wollen  untersuchen,  wo  die  Moleküle ,  die  in  der  Kugel  in 
einem  Augenblicke  enthalten  sind;  sich  befanden ,  als  sie  den  letzten 
Zusammenstoss  erlitten.    Wir  fassen  zuerst  die  Moleküle  ins 
^.^-^y—    Auge,  deren  Geschwindigkeitscomponenten    Si  i?i  5    sind.**) 
^^    Diese  sind  alle  in  einer  Richtung  angekommen  und  befanden 
sich    in  jedem   Augenblicke  (nach   dem  letzten   Stosse,   den 
sie  erlitten  haben,)  in  einer  Kugel  B  von  gleichem  Radius, 
deren   Mittelpunkt  auf  der   Linie   liegt,  die  durch   den  An- 
fangspunkt in   der  der   Geschwindigkeit  ($,  17,  g)  entgegen- 
gesetzten Richtung  gezogen  ist.  Diese  Kugel  schreitet  mit  der 
^    Geschwindigkeit  (S.  ^1  S)  vor.***)  Denken  wir  uns  um  den  An- 
fangspunkt zwei  grosse  Kugelflächen  mit  den  Radien  r  und  r-^-dr 
beschrieben,  und  die  eben  besprochene   kleine  Kugel  ganz  nahe  an 
der  inneren  Seite  der  Kugel    vom    Radius  r;  für  ein  Molekül    der 
kleinen  Kugel    ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass   es  den  letzten  Zu- 
sammenstoss in  der  Schicht  von  der  Dicke  dr  erfahren  hat,  gleich 
ß  dr'^'\)  d.  h.;  ist  n  die  Zahl  der  Moleküle  ff)  in  der  kleinen  Kugel, 
also   in  der  Yolumeneinheit,  so  haben  von  diesen 

nß  dr 

den  letzten  Zusammenstoss  in  der  genannten  Schicht  orlitten.     Von 
diesen  Molekülen  kommen  aber  nicht  alle,  sondern   nach  S.  204  nur 


^)  und  unendlich  gross  gegen  den  Durchmesser  eines  Moleküls.    D.  H. 
**)  Im  Folgenden  ist  die  Annahme,  dass  alle  Geschwindigkeiten  von  gleicher 
Grösse  sind,  wieder  aufgehoben.    D.  H. 

***)  Wir  betrachten  nun  alle  in  dieser  beweglichen  Kugel  enthaltenen  Mole- 
küle mit  der  Geschwindigkeit  (£,  17,  £),  nicht  blos  diejenigen,  welche  den 
Anfangspunkt  wirklich  erreichen.    D.  H. 

t)  Ergiebt  sich  aus  dem  Ausdruck    ße^^''  dr    (S.  204)  für  r  —  0.    D.  H. 
tt)  mit  der  Geschwindigkeit  ({,  ij,  f).    D.  H. 
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e-ßr  nß  dr 

in  der  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen  kleinen  Kugel  an,  ohne 
einen  Znsammenstoss  erlitten  zu  haben.  (Diejenigen,  die  einen  Zu- 
sammenstoss  erlitten  haben,  kommen  dort  gar  nicht  oder  nicht  mit 
der  Geschwindigkeit  (S,  rjy  ()  an.)  Der  gefundene  Ausdruck  beant- 
wortet die  aufgeworfene  Frage  für  die  Moleküle  von  der  Ge- 
schwindigkeit (S,  17,  t)}*)  ^^^^  Probe  für  seine  Richtigkeit  ist  die 
Gleichung**) 


/' 


e-fi''  nß  dr  =  n. 

Nennen  wir  wieder  /(|,  rj,  g)  dl  dri  d^  die  Zahl  der  Moleküle  in 
der  Volnmeneinheit,  deren  Geschwindigkeitscomponenten  in  den  Inter- 
vallen ^5,  tfiy,  dl  liegen,***)  so  finden  wir,  dass  unt^r  den  von  der 
Schicht  von  der  Dicke  dr  ausgesendeten  Molekülen  dieser  Art 

ße-fi-dr  f{l,  71,  g)  dl  drj  dt 

in  die  kleine  Kugel  am  Anfangspunkte  gelangen. 

§5. 

Nun  denken  wir  uns  eine  bewegte  Gasmasse;  um  die  Betrach- 
tungen etwas  abzukürzen,  nehmen  wir  die  scheinbare  Bewegung  aber 
als  stationär  an.  Wir  setzen  weiter  u,  v,  w  im  Anfangspunkte 
gleich  Null.  • 

In  die  Kugel  A  werden  auch  hier  von  allen  anderen  Theilen  der 
Gasmasse  Moleküle  hingesendet  sein  und  auch  jetzt  wird  der  letzte 
Ausdruck  näherungsweise. seine  Bedeutung  behalten,  wenn  nur  be- 
rücksichtigt wird,  dass  /(S,  17,  t)  vom  Orte  der  Kugel  B  abhängig 
ist.  (Streng  genommen  wird  freilich  ß  in  den  verschiedenen  Theilen 
der  Gasmasse  etwas  verschiedene  Werthe  haben). 

Femer  wird  nach  Maxwell  (S.  166)  näherungsweise 

gesetzt  werden  dürfen,  'wo  N,   a,  u,  v,  tu  Functionen  von  x^  y,  z 
sind. 

Es  wird  f  als  lineare  Function  von  x,  y^  z  angesehen  werden 
können,  also 

*)  D.  h.  von  den  genannten  in  der  Einheitskagel  befindlichen  n  Molekülen 
befanden  sich  beim  letzten  ZaBammenBtosa  e"^''  nß  dr  in  einer  Entfernung 
zwischen  r  und  r  -i-  dr  vom  Anfangspunkt.    D.  H. 

**)  Denn  das  Integral  giebt  die  Zahl  derjenigen  Moleküle  an^  die  sich 
beim  letzten  Zusammenstoss  in  einer  Entfernung  zwischen  0  und  cx>  vom  An- 
fangspunkt befanden.    D.  H. 

•••)  Also    /"(S.  1?,  J)  eis  dl?  d£=-n.    D.H. 
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WO  rechts  in    /*,    J    •  •  •  x,  y,  z  —  0    zu  setzen  sind. 

In  f  kommen  zwei  Constanten  N^  a  vor,  die  Dichtigkeit  und 
Temperatur  bedingen;  diese  sind  als  lineare  Functionen^  t/,  r,  t^  als 
homogene  lineare  Functionen  von  x,  y^  z  anzusehen.   Hiernach  ist*) 

(df\      a/o  a^  ,  a/;  a«  _ a/i  au_  a/o  dv__dfo  a» 

\dxfQ"  dN  a«  "*    a«  dx        bi   dx        dn  dx        di  dx'  ' 

Setzen  wir 

9'  =  I'  +  ^^  +  f^ 

so  ist  /o  eine  Function  von  Qj  also 

fdf\         a/o  dN.    dfoda__l^dfo{ydu^j^^dv^,^dw\ 
^dx/Q  "  dN  dx  "^  da  dx        9  dQ  \^  dx"^  ^  dx  ^  ^  dx)' 

Ferner  ist**) 
also 


X 

-y- 

z  • 

-|: 

V 

X 

= 

i- 

y 

= 

>■ 

z 

— 

i-r. 

Daher  ist  die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Kugel  A^  deren  Geschwindig- 
keitscomponenten  in  den  Intervallen  di,  dm,  di  liegen  und  die  von 
der  Schicht  von  der  Dicke  dr  ausgesendet  sind,  gleich 

ßerß^  dr  f^  dl  dn  di 

+  ßre->'  äry-äl  an  «sfl^fj^S  +  |fl  +  |?  «) 

Diesen  Ausdruck  integriren  wir  in  Bezug  auf  r  von  0  bis  oo  und 
erhalten  dadurch  die  Zahl  der  Moleküle  in  der  Kugel  A^  deren  Ge- 
schwindigkeitscomponenten  in  den  Intervallen  rfg,  rfi?,  dl  liegen, 
gleich 


♦)  wobei  benutzt  wird,  dasa 


df  ?f 


a.  8.  w.  D.  H. 


au        di 

**)  X,  y,  z  sind  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  EugelBchicht  dr,  von 
der  die  Moleküle  nach  dem  Anfangspunkt  ausgesendet  werden.    D.  11. 
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r.  äi  an  n  +  ;,  äi  «n  n  \l§  C  i  + 1 "  +  •;?  i) 

+IS(l:«+lf"+l:ö 
+ (*: + ?: )  "t + (ff  +  S)  s«)i  ■ 


Integrirt  man  diesen  Ausdruck  nach  5,  )^,  £  von  —  cx>  bis  +  OO;  so 
erhält  man  die  GesammtzabI,  N,  der  Moleküle  in  der  Kugel  A\  und 
integrirt  man,  nachdem  man  ihn  mit  Q  multiplicirt  hat,  so  erhält 
man  NQ, 

Die  Ausfuhrung  dieser  Integrationen  wird  dabei   wesentlich  da- 

durch    erleichtert,   dass    /n,     -^l,  ,     — -  und  ß  Functionen   von 

p*  =:  1^  -|-  7y^  4-  g2  sind,  und  dass  in  Folge  dessen  zu  dem  Werthe 
des  Integrals  alle  diejenigen  Glieder  nichts  beitragen,  in  denen  jene 
Grössen  mit  einer  Function  von  |,  17,  ^  multiplicirt  vorkommen,  die 
in  Bezug  auf  eine  oder  mehrere  dieser  Grossen  eine  ungerade  ist. 
Eini}  Folge  desselben  Umstandes  ist  es,  dass  in  jedem  Gliede  die 
Zeichen  $,  17,  g  beliebig  vertauscht  werden  können,  ohne  dass  der 
Werth  des  Integrals  geändert  wird. 

§6. 

Durch   unmittelbare  Integration    des   letzten  Ausdruckes    erhält 
man  hiemach 

■'  -ffP"  '^  '''  ''S  +  (U  +  %  +  1^)  x.^W. 


—  a: 


Aber  nach  der  Gleichung  der  Continuität  ist  für  die  Kugel  J: 

^«      a^     a«-  _  (j 

cx    '    cy         CSS  ' 

da  wegen  des  stationären  Zustähdes  |^  =  0  und  ausserdem  u,  v ,  w 
verschwinden;  also  ist 

-f-oc 


'^-ffßo  «^S  dv  ät, 


—  00 

wie  es  sein  muss. 


Mit  Leichtigkeit  erhält  man  die  Werthe  von  5^,  ^rj   u.  s.  f.,  die 
die  Reibung  bedingen.*)     Sie  ergeben. sich  von  derselben  Form,  wie 

*}  Indem  man  dem  oben  angegebenen  Verfahren  gemäss  setzt:  Q=s£<,  |ij, 
u.  B.  f.    D.  H. 

Kirchhoff,  Theorie  der  Wärme.  14 
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wir  sie  früher  gefunden  haben;  es  wird  z.  B.   itj  =  -y-  +  ^'^i   multi- 
plicirt  mit  einem  Factor^  der  den  Reibuugscoefücienten  bestimmt. 

Um  die  Wärmeleitung  zu  untersuchen,  muss  man  |(5^  + j?*^  +  S^) 
berechnen;  hier  tritt  der  Factor 

dN  'öx    '    dtt  ex 
auf.*)     Fassen    wir   nur  den   Fall   ins   Auge,   dass   u^  Vy  w  überall 
verschwinden,  dass  wir  also   nur  Wärmeleitung  ohne  scheinbare  Be- 
wegung haben,  so  muss  sein: 

p  =  const, 
d.h. 

JVa^  =  const 

und  aus  dieser  Gleichung  ist  ,>      durch    ^^^    auszudrücken.**)     Thut 

man  das,  so  erhält  man  für  g  \^  +  r(^  -j-  S^)  wieder  einen  Aus- 
druck von  derselben  Form,  wie  wir  ihn  bei  der  MaxwelFschen 
Theorie  gefunden  haben  (S.  194). 

Berechnet  man  aber  |,***)  so  kommt  man  auf  einen  Widerspruch. 
Diese  Grösse  ergiebt  sich  offenbar  nicht  gleich  Null,  wie  es  der  An- 
nahme der  scheinbaren  Ruhe  entspricht.  Meyer  erfüllt  diese  Glei- 
chung, indem   er  ihr  gemäss   .   .  :  ^  bestimmt;  bei  ihm  wird  dann 

0  X        0  X 

aber  nicht  ^a^  =  tonBi,  was  ebenso  nöthig  ist.  Der  Grund  des 
Widerspruchs  liegt  in  einem  Fehler  der  gemachten  Hypothese, f) 
bei  der  Grössen  vernachlässigt  sind,  die  freilich  nur  klein  sind,  aber 
von  derselben  Ordnung  als  die  beibehaltenen  ff) 


♦)  Denn  darch  die  Multiplication  mit  §  =  ^  (J*  +  »?*  +  J*)   entstehen  im 
Uebrigen  nur  Glieder,  die  in  Bezug  auf  £,  17  oder  £  ungerade  sind  und  daher 
bei  der  Integration  fortfallen.     D.  H. 
♦•)  NämUch: 

««^/+->iVa  ^"--=0.         D.H. 
ox  dx 

**^)  Durch  Multiplication  mit  £  und  Integration.    D.  M. 

t)  Wohl  besser:  der  augestellten  Rechnung.    D.  ü. 

tt)  Vgl.  ferner  Boltzmann,  Wiener  Sitzungsberichte: 

vom  10.  October  1872.  {66,  p.  t>13), 

„     U.         „         1875.  {72,  p.  427), 

,,     15.  Januar     1880.  (81,  p.  117), 

„     17.  Juni         1881.  {84,  p.  40), 

„     15.  December  1881.  {84,  p.  1230). 
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